Vecteurs (Gaussiens

1 Rappels sur les variables aléatoires réelles Gaussiennes.

Définition 1 X suit une loi normale ou Gaussienne centrée réduite, notée N(0,1) si la loi
de X a pour densité par rapport a la mesure de Lebesque sur R
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Quelques propriétés :
eLa fonction caractéristique :

Soit X une variable aléatoire de loi N(0,1), alors
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En appliquant le théoréme de dérivation sous le signe somme, puis en intégrant par parties,
on obtient :
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Or ¢x(0) =1, il en résulte que Vt € R, ¢px(t) = e2".

eLes moments de X :

E(X*) = 0si k est impair

B(X?) = %

En effet, comme E(|X|?*) < +o0, en appliquant le théoréme de dérivation sous le signe
somme, on obtient

g?k)(t) - B ((Z-X)lez’tX> ’
§20) = (-nte (x*).
Or



D’ou

Définition 2 Soit m € R et 0 > 0. On dit que Y suit la loi normale (ou Gaussienne) de
paramétres (m,o?), notée N'(m,o?) si la variable (Y —m)/o suit la loi N'(0,1).

En particulier, si X suit la loi AV/(0,1), alors la variable 0X + m est de loi N'(m,0?), ce qui
permet de montrer aisément que :

EY)=m, Var(Y) = o?,
-la densité de la loi N'(m,c?) par rapport & la mesure de Lebesgue sur R est :
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-la fonction caractéristique de la loi N'(m,o?) est :
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En utilisant les fonctions caractéristiques, on montre aisément que
i Y ~ N(m,0?) et ¢ €R, alors Y + ¢ suit une loi N'(m + ¢, 0?),
-la somme de 2 variables aléatoires indépendantes, respectivement de lois N'(m, 02) et N'(m’, 0'?)
est une variable aléatoire de loi N'(m +m/, o2 + 0/2),
- plus généralement que toute combinaison linéaire de variables aléatoires Gaussiennes indé-
pendantes est Gaussienne.

Dans la suite du cours, nous convenons que les variables constantes sont de (Gaussiennes

de variance nulle.
Les vecteurs de R"™ sont des vecteurs colonnes.

2 Vecteurs Gaussiens en dimension 7.

2.1 Définition et premiéres propriétés.

X1
Xo
Définition 3 Soit X wune variable aléatoire a valeurs dans R™. On dit que X =
Xn
est un vecteur Gaussien si toute combinaison linéaire de ses composantes X1, ..., X, est une
variable aléatoire réelle Gaussienne.
X1
Xo
Remarques : Si X = . est un vecteur Gaussien, alors pour tout ¢, X; est une
Xn



variable aléatoire réelle Gaussienne. La réciproque est fausse, un contre-exemple est donné

dans D’exercice suivant. Par contre, si Xq,...,X,, sont des variables aléatoires Gaussiennes
X1
Xo

indépendantes, alors X = . est un vecteur Gaussien.
Xn

Exercice 1. Soit U et € deux variables aléatoires indépendantes respectivement de lois N'(0, 1)
et de Bernoulli de parameétre 1/2. Soit X1 = U et X9 = U [.—¢g — U I.—;. Montrer que X; et
X3 sont de loi N(0,1) et que X7 + X5 ne suit pas une loi normale.

2.2 Fonction caractéristique.

Proposition 1 Soit X un vecteur Gaussien de R". Soit m = E(X) = . et ¥ la

matrice de covariance de X :
Ei,j = COU(XZ',X]') = E(XZX]) - E(XZ)E(X])
La fonction caractéristique de la loi de X est donnée pour tout t € R™ par :
1
dx(t) = exp <i(t,m> - §t*2t> .

Preuve :
Pour tout t € R,

¢X(t) = F (6i<t7X>> — E(ei(t1X1+...+tan))'
Soit Y =X +...4+t,X,. Puisque X est un vecteur Gaussien, Y est une v.a.r Gaussienne.

E(Y) = (t,m)
Var(Y) = t*%t.

ox(t) = oy(1) = exp(iB(Y) %Var(Y))
= exp <i(t,m> - %t*Et) .

Conséquence : La loi de X est entiérement déterminée par la donnée de m et 3. Nous
noterons X ~ N, (m,X).

2.3 Indépendance.

Proposition 2 Soit X = . un vecteur Gaussien. Les composantes de X sont indé-
Xn

pendantes si et seulement si la matrice de covariance de X est diagonale c’est-a-dire si et

seulement si pour tout i,j, Cov(X;, X;) = 0.



Preuve :
Si les X; sont indépendantes alors pour tout 7, j, Cov(X;, X;) = 0.
Réciproquement, si pour tout i, j, Cov(X;, X;) = 0, alors

ox(t) = exp < Zt E(X;) — %Zt?Var(Xﬂ) = H(in (t)
i=1 i=1

donc les X; sont indépendantes. Nous laissons en exercice la preuve de la proposition suivante,
qui est une généralisation de la Proposition 2 :

X,

Xy
Proposition 3 Soit X = . un vecteur Gaussien de R™ de matrice de covariance 3.

Xp

On note X la matrice de covariance du vecteur X;. Les vecteurs Xl,Xg,X sont indépen-
dants si et seulement st la matrice ¥ est diagonale par blocs, de la forme :

S¢, 0 0
s_| 0 =g 0 0
0 . .0 ¥g

2.4 Transformation affine.

Proposition 4 Soit X un vecteur Gaussien de loi Nj,(m,X), A une application linéaire de R"
dans RP et b un vecteur de RP. Alors AX +b est un vecteur gaussien de loi Ny(Am+b, ALA*).

Preuve :
Soit Z = AX + b. Z est un vecteur Gaussien car toute combinaison linéaire des Z; est
Gaussienne.

o7(t) = E (€i<t,AX+b>)
_ St g (€¢<A*t,x>>
_ €i<t,b> ¢X(A*t)
— i) gifATe, m)—lt*AzA*t
pi{tb+Am) — Lt (ADA* )t

On en déduit que Z ~ N,,(Am + b, ALA*).

Dans le cas particulier ou X ~ N, (0,1,), ce qui signifie que les X; sont i.i.d de loi N'(0,1),
AX + b~ Ny (b, AAY).

Proposition 5 Soit m € R™ et X une matrice symétrique positive (c’est-a-dire que pour tout
t € R", t*3t > 0). On peut construire une matrice A telle que AA* = 3, par conséquent, @
partir d’un vecteur X de loi Ny,(0,I,), on peut construire un vecteur de loi Ny, (m,X), il suffit
de considérer le vecteur Y = AX + m.



Remarque : Toute matrice de covariance est symeétrique, positive car t*Xt = Var(}.;, t; X;) >
0.

Preuve de la proposition :

> est symétrique, donc diagonalisable dans une base orthonormée. Il existe une matrice P
orthogonale et une matrice A diagonale telles que ¥ = PAP*. On note Ay,..., A, les valeurs
propres de X. Pour tout i, soit u(Y un vecteur propre associé a ;.

0 < (W)Y 2u® = (u®, 2u®) = Al

On en déduit que pour tout i, A; > 0, ce qui permet de considérer la matrice diagonale A2
dont les éléments de la diagonale sont les racines des A;. Nous concluons en remarquant que
¥ = PAY2(PAY?)*,

2.5 Densité.

Théoréme 1 Soit Y un vecteur Gaussien de loi Nyy(m,X). La loi de Y admet une densité
par rapport a la mesure de Lebesque sur R™ si et seulement si X est inversible, et dans ce cas,
cette densité est

1 1 o
(2m)7/2/det(%) P (_Q(y —m)*Y(y - m)) )

fy(y) =

Si 3 n’est pas inversible, la lot de Y est portée par un sous espace affine de R"™ de dimension
rang(X).

Preuve : Soit X de loi N,,(0,1,,) et A telle que AA* =% (A= PA'?). On a alors rg(A) =
rg(A) =rg(X). Y améme loi que AX +m. Soit E = {Az + m,z € R"}. E est un sous espace
affine de R"™ de dimension rg(X).

PYeE)=PAX+mekE)=1

Soit Py la loi de probabilité de Y. Py (E) = 1, or si 7g(¥) < n la mesure de Lebesgue de E
est nulle. Py n’est donc pas absolument continue par rapport & la mesure de Lebesgue sur
R™, il n’y a pas de densité.

Supposons désormais que X est inversible. Soit h une fonction mesurable bornée de R™ dans
R.

E(W(Y)) = / h(Az +m) fx(0)de.

Nous effectuons le changement de variables y = Ax +m = ¢(x). Si A est inversible, ¢ est un
C' diffeomorphisme de R" et

E(h(Y)) = / h(y) fx (A (y — m))|det(A™")]dy.

n

Or fx(z) = (\/21_@” exp(—2|/z||?). Il en résulte que

1
(vV2m)"

Nous concluons en remarquant que |det(A=1)| = 1/4/det(3) puisque AA* = ¥. De plus,
(A—l)*A—l — 2—1.

exp(— = (A (y — m)) (A~ (y — m))|det(A~)|dy.

Eh(y) = [ h(y :



2.6 Espérance conditionnelle :

Proposition 6 Soit (Y, X1,...,X,) un vecteur Gaussien de RPT. E(Y|X1,...,X,) est une
fonction affine de X1,...,Xp. De plus, Y —E(Y|X1,..., X)) est indépendante de X1,...,X,.

Preuve On commence par chercher la projection orthogonale dans L2(€, A, P) de Y sur

le sous espace vectoriel engendré par les variables aléatoires 1, X1,...,X,. Soit Z = 3 +
a1 X1 + ... + X, cette projection. Y — (a1 X1 + ... + a,X,) est orthogonale aux variables
1,X1,...,Xp, ce qui se traduit par les équations suivantes :

E(Y—ﬂ—Oéle—...—Oépo) =0

V]Z 1,...,p E((Y—ﬂ—ale—...—apo)Xj) =0

Ce systeme d’équation équivaut & :

ce qui s’écrit également sous la forme suivante :

B=EY)-) aB(X;)
=1

a1 cov(Y, X1)
1% cov(Y, X3)
Yx . =

a cov(Y, X))
ou X x désigne la matrice de covariance de X. Si X x est inversible, il existe une unique solution
(ou,...,ap, B) au systéme ci-dessus. Sinon il existe une relation de dépendance linéaire entre
les X, il n’y a donc pas unicité de (aq, ..., ap, ).
Montrons que Z correspond aussi & E(Y|X1,...,X,). Puisque Z est mesurable relativement
a la tribu engendrée par X1, ..., X, il suffit de vérifier que pour tout borélien A de R?

E (Z ][(le---:Xp)EA) = E (Y ][(le"'vXp)EA) ’
ce qui équivaut a
E((Y—ﬂ—ale — ... —Oépo) ][(X1,...,Xp)€A) :0

Puisque (Y, X1,...,X,) est un vecteur Gaussien, il en est de méme pour le vecteur (Y — 5 —
a1 X1 —...—apX,p, X1,...,Xp). De plus, puisque la variable Y — Z est centrée et orthogonale
dans L?(€2, A, P) aux variables 1, X1, ..., X, on en déduit que pour tout j de 1 a p, Cov(Y —
Z,X;) =0, ce qui entraine I'indépendance de Y — Z avec le vecteur (X1,..., X)) en vertu de
la proposition 3. Ceci implique que

E((Y -2) Lix,, x)ea) = EY —Z)P((X1,...,X,) € A) =0

puisque E(Y — Z) = 0.



3 Théorémes de Cochran et applications.

3.1 Quelques rappels sur les lois du khi-deux.

Définition 4 On appelle loi du khi-deuz a n degrés de liberté la loi de X? + ...+ X2 o les
X; sont i.i.d. de loi N'(0,1). Cette loi est notée x*(n).

Exercice 2.

1) Soit Z une variable qui suit une loi du khi-deux & n degrés de liberté. Montrer que E(Z) =n
et Var(Z) = 2n.

2) Montrer qu’une loi du khi-deux & 1 degrés de liberté est une loi Gamma de paramétres
(1/2,1/2).

3) En déduire que la loi du khi-deux & n degrés de liberté correspond a la loi Gamma de
parametres (n/2,1/2).

Proposition et définition 1 Soit X un vecteur Gaussien de loi Ny, (m, 1,,). La loi de X7 +
...+ X2 ne dépend de m que via sa norme euclidienne. Cette loi est appelée loi du khi-deus
décentré a n degrés de liberté, et se note x2(n,||m|?).

Preuve Soit m' un vecteur de R" tel que ||m/|| = ||m]|. Il existe une transformation ortho-
gonale P telle que Pm = m/. Le vecteur Y = PX a donc pour loi N,,(m/, I,;). Comme P est
une transformation orthogonale, ||Y[|? = || X||%. Soit Z un vecteur gaussien de loi Ny, (m’, I,).

Nous voulons montrer que ||Z|> a méme loi que || X|?. Or Z a méme loi que Y donc ||Z]? a
méme loi que ||Y]|2. Puisque [|Y||* = || X||?, il en résulte que || Z||* a méme loi que || X

3.2 Théorémes de Cochran.

Théoréme 2 Soit X un vecteur Gaussien de loi Ny, (0,0%1,). Soit By & By & ... @ E, une

décomposition de R™ en p sous-espaces orthogonaur de dimensions respectives r1,...,7p. On
note Xg, la projection orthogonale de X sur E;. Alors les vecteurs Xp,, Xg,,. .. , XE, sont
indépendants, de plus, pour tout i, la variable || Xg,||*> a pour loi o®x?(r;).
Preuve Soit (e;1,...,e€;r,) une base orthonormeée de E;.

€ = (6171, B S R R RREIT =773 R €p77‘p)

forme une base orthonormée de R™. Soit P la matrice de passage de la base e & la base
canonique de R"™, notée v. P est une matrice orthogonale. Notons pour tout ¢ de 1 & p et j

Yi1
Yl,’r‘1
delar, Y= (X e; ). Soit Y = . le vecteur colonne des coordonnées du vecteur
Ypi
varp
X1
X = ' dans la base e, il en résulte que alors Y = PX. Donc Y a pour loi N, (0,02L,).
Xn

Les variables Y; ; sont donc i.i.d. de loi N(0,0?). Puisque

p T4
X, :E E Yijei;,

i=1 j=1

7



on en déduit que les vecteurs Xp,, Xg,, ..., Xg, sont indépendants. Par ailleurs, ||.X gl* =
>t Y2 a pour loi o®x?(r;).

Théoréme 3 (version non centrée) Soit X un vecteur Gaussien de loi Ny(m,o%l,). Soit
E1® Ey @ ... ® E, une décomposition de R™ en p sous-espaces orthogonauz de dimensions
respectives r1,...,1p. On note Xg, la projection orthogonale de X sur E;. Alors les vecteurs
XE,, XEyy .-, XE, sont indépendants, de plus, pour tout i, la variable | XE|I? a pour loi
a?x2(ri, lmg, ||?/0?) ot mg, désigne la projection orthogonale de m sur E;.

Preuve : La preuve de 'indépendance est la méme que pour le théoreme précédent. Il reste
& déterminer la loi de || Xg,|?. Ici, Y a pour loi N,,(Pm,o?1,). Puisque Y; ; = (X, €; ),

Yii (m,e;1)

)

~ T ; ) ITi

SHP

Yiﬂ”z‘ <m, eiﬂ”i>

Il en résulte que 5| Xp,||* = 2 3270, V% ~ X2 (ri, [m|*/0?).



