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Annexe A : Bases de proþabilités
pour la statistique

cette annexe énonce quelques résultats de base du calcul des probabilités utiles pourla statistique' Les notions .or,ì prér.ntées sans aucune áémonstration. Les détails ont étévus dans le cours de Probabiutãs Appliquées ¿r pt.*i.r semestre, ou seront développésdans les cours de probabilités de deu*ième ar,rrée. 
-

7.L Variables aléatoires réelles
7'L'L Loi de probabilité d'une variabre aréatoire

Mathématiquement' une variable aléatoire est définie comme une application mesu-rable' on se contentera ici de ra conceptio'irrtJiiärîi,rurrt..
une r¡ariable aléatoire est une. grandeur dépendant du résultat d,une expérience.a]éatoire, c'est-à-d'ire non prévisible àl'avan"" 

",,"i;;;titude. 
par exemple, on peut direque la durée de vie d'une amp""ru ã""iril;;;iurrrtr"t du rancer d,un dé sont desvariabtes atéaroires...pour 

"r.^ 
;;;étr.1å" ä1"";";";;'grandeurs prendront une vareurdonnée' appelée réalisation de Ia îariable ;lé"#., di on recommence |expérience, onobtiendra une réarisation différente ãe ra même va¡iabre aléatoire.

On ne s'intéresse ici qu'aux variables aléatoires réelles, c,est-à-dire à valeurs danslR ou un sous-ensemble åt n o" *te traditionnellement 
"rä ""r*ulä ui¿utoiru par unelettre majuscule (x) et sa r¿uii.uti* par une lettre minuscure (ø).Le calcul des probabilités va permettre de calculer des grandeurs comme la durée de viemovenne d'une ampoule ou la probabitité d'obtenir Ñäi;;;;;#äå..ces grandeurssont déterminées par Ia loi de'probabilité de ces variabies aiéatoires.Il y a plûsieurs moyens de caractérise, latoiaïot"üuilité d,une variable aréatoire. Laplus simple est la fonction de répartition.

on appelle fonction de répartition de la variable aléatoire x la fonction
Fx lR -+

r+ 10, 1l

F4ç(r): P(X < r)
F¡ est croissante, continue à d,roite, telle que _iim F,*(r) : 0 et lim Fx(r): 1. EIlepermet de carcurer ra proþablité que x appartiä#;;*r;åk;injr'uu. 

de rR :
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V(ø,b) € R2; a 1b, P(o < X <b) = Fx(b) - Fx(o)

Les variables aléatoires peuvent être ilassées selon le type d'ensemble dans lequel elles
prennent leurs valeurs. Dans la pratique, on ne s'intéressera qu'à deux catégories : les

variables aléatoires discrètes et les variables aléatoires continues (ou à densité).

7.I.2 Variables aléatoires discrètes et continues

Une variabte atéatoire X est d"ite discrète (v.a.d.) si et seulement si elle est à

valeurs dans un ensemble E fini ou dénombrable. On peut'noter E : {rt,12,...).

Eremples:

o Face obtenue lors du lancer d'un dé : E: {1,,2,3,4,5,6}.
o Nombre de bugs dans un programme : ,Ð: lN.

La loi d,e probabilité d'une v.a.d. X est entièrement d.éterminée par les probabilités
élémentaires P(X : r;),Vr¿ e E.

La fonction de répartition de X est alors F¡¡(ø) : P(X ( ø) : t P(X : *u).

. æ¿1r

Une variable aléatoire X est dite continue (v.a.c.) si et seulement si sa fonction de
répartition Fx est continue et presque partout dérivable. Sa dérivée /¡ est alors appelée
densité de probabilité de X, ou plus simplement densité de X. Une v.a.c. est forcément
à valeurs dans un ensemble non dénombrable.

Eremples

o Appel de la fonction Random d'une calculatrice ' E : [0, i]
o Durée de bon fonctionnement d'un système : ,Ð: lR+.

O.n à alorsV(ø,b) € R2, a1b, P(o< X Sb): Fx(b) - Fx(o): Ilf*@)ar.
Plus généralement, VB c IR, P(X € B) : Ïn Íx(r)dr. Donc la densité détermine

entièrement la loi de probabilité de X.

/¡ est une fonction positive telle que Ï3 ¡"@) dr -- P(X e R) : t.

Connaissant la loi de X, on est souvent amenés à déterminer celle deY : g(,l(). Quand
X est discrète, il suffit d'écrire P(Y :U): P(ç(X): g). Si rp est inversible, on obtient
P(Y : U) : P (X: p-\(ù).Quand X est coniinue, on commence par déterminer la
fonction de répartition de Y en écrivant F"(A) : P(Y < g)' : p @(X) ( g), puis on
en déduit sa densité par dérivation. Quand p est inversible, on obtie,nt ia formule du
changement de variable :

1Í,(a):ffi/"@-'(a))

Remarque: Il existe des lois de probabilité de variables aléatoires réelles qui ne sont ni
d.iscrètes ni continues. Par exemple, si X est la durée de bon fonctionnement d'un système
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qui a une probabilité non nulle p d'être eh panne à I'instant initial, on a lim Fx(ø) : O

(une durée ne peut pas être négative) et F'¡(0) : p(X S 0) : p(X ?t0) : O. ,u,
conséqubnt ¡þ n'est pas continue en 0. La loi de X ne peut donc pas êire continue, et elle
n'est pas non plus discrète puisqu'elle est à valeurs dans lR+. Ce type de variable aléatoire
ne sera pas étr-ldié dans ce cours.

7.L.,3 Moments et quantiles d'une variable aléatoire réelle

Si X est une variable aléatoire discrète, son espérance mathématique est définie
par :

\ElXl=Dr¿P(X:ru)
. t¿€.8

Si X est une variable aléatoire continue, son espérance mathématique est d.éfinie par :

Ë
EIX]: rf y(r) d,r

Concrètement, ð[X] est ce qu'on s'attend à trouver comme moyenne des résultats
obtenus si on réppte I'expérience un grand nombre de fois. Par exemple, si on lance une
pièce de monnaie 10 fois, on s'attend à trouver en moyenne 5 piles.

PIus généralement, on peut s'intéresser à I'espérance mathématique d'une fonction deX:
o Si X est une v,â,.d., nle6)l: 

,Ð;p(ròP(X 
: ,u).

o Si X est une v.a.c., n lç.]it)l: ,lå" p(r) f y(r) d,n.

Ce résultat permet de calculer l'espérance de p(X) sans avoir à déterminer entièrement
sa loi.

Deux espérânces de ce type sont particulièrement utiles :

r si x est une v,a.d.,, sa fonction génératrice est défiñie par Glç(z) : E lr*f :I zrtP(X : *n).
æ¿€E r

o Si X est une v.a.c., sa fonction caractéristique est définie par þy(t) : Q leitx) :
[!l "0" ¡*(r) d'r. . r

Au même titre que Ia fonction de répartition et Ia densité, les fonctions génératrices et
caractéristiques définissent entièrement les lois de probabilité concernées. 

-

Soit k un entier naturel quelconque. Le moment d'ord.re k de X est E [Xe] et Ie
moment centré d'ordre Ic est EkX -E(X))*] ,L, \ // 

J

De tous les moments, le plus important est Ie moment cenfré d'ordre 2, aþpelé aussi
variance' La variance de X estVarfX] 

= 
E ltx - E(x))'], qui se calcule pius fãcilement

sous la forme Varlxl: E[X2] - lÛlxll'.
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L'écart-type de X est ø[X] : {W'
La variance et l'écart:type sont des ind,icateurs de la dispersion de X : plus la variance

de X est petite, plus l,es réalisations de X seront concentrées autour de son espérance.

Le coefficient de variation de X est CVIXI: t"r", C'est également'un indicateur

de dispersion, dont l'avantage est d'être sans dimensiori. ii permet de comparer les disper-

sions de variables aléatoires d'ordres de grandeur différents ou exprimées dans des unités

différentes. En pratique, on considère que, quand CVIXI est inférieur'à1'5%,'l'espérance
peut être cônsidérée comme un bon résumé de la loi'

Soit p €]0,1[. Le quantile d'ordre p (ou p-quantile) de Ia loi de X est tout téel qo

vérifiant P(X < qò S p < P(X 3 qp).

o Si F est continue et strictement croissante (donc inversible), on a simplement P(X <
qp) : P(x s qp) : Fx(qò - p, d'où qe: Fir(p)'

o Si Fx est constante égale à p sur un intervalle [ø, b], n'importe quel réel de [4, b] est

un quantile d'ordre p. En général, on choisit de prendre Ie milieu de I'intervalle :

a*b
Qp: -T-

o Si Fx est discontinue en g et telle que ì.iqlFx(") < p 3 Fx(q), alors Qp: 8'

Les tables fournies donnent les quantil., Lr'ptlr, usuels d.es lois normale, du chi-deux,

de Student et de Fisher-Snedecor.

(" u&n4nc¡-.

Sotenþ X, Y 2

ßo { K,V} 3

uan*bfu *f;ah* nöüqrlaffe J* n 
"F 

å"Y :

r-(xy) - (E x) /rY)

E ((x -Êx) {v-e/))
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)sdonnentnotamment''polulesloislespius
Les tables de lois- de probabilité fournit 

Lce, la variance, et la fonc-
..rrrruitrr, i"s probabilités é1émentaires .o1i 

ia densité' I'espéran

tion gäi;;".- gu ia foo.tion caractéristique. on présente dans cette section quelq'ues

nronri¿tãt 'oppi¿*t"taires 
de quelques unes de ces lois'

7.3.1 Loï biuomiale
eulement si elle est ä valeurs

une variable aléatoire K est de loi binomiale ß(n,p) si et'sr

dan' ö;i'.:;;i"-Þt¡< - k) : chp* (1 - p)"-e'

nr"î;il;;rbrñ"d;ri,-.rt ,riu ''ræiuble aléatoire d,e loi B(n,p)'

Laloi dä Bernoulli B(p) est Ia loi 6(1'p)'
:n

51 Xr, ...,Xn sont indépeqd'antes et de même \oi B(m'p)' alors 
Pr"'est.d¡ 

loi

B(nm,p).Enparticulier,lasommeder¿v.a'indépendantesetdemêmeloi6(p)est
de ioi ß(n,P).

7.3.2 Loi géométrique
lgrru variabie aléatoire K est de.loj géométriqu e g(p) si et seulement si elle est à valeurs

d.ans lN* et P(K - t') : P (1 - P)k-''

Dans une suite d'expériences identiques et indépendantes, le nombrt .4':TPéÏiences

nécessaires pour que se produise.poo, Iu pr.*ière fois un évènement de probabilité p' est

lrtru 
"utiuUlå 

aléatoire de loi g(p)'
n

Si Xi, ',. ,Xnsont indépendantes et de même loi g(P), alors f X¿ est de loi biuomiale

négative ßN(n,P)'
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7.3.3 Loi de Poisson

Une variable aléatoire K est de loi de Poisson P(À) si 
"t 

seilement si elle est à valeurs

d.ans IN et P(K - fr) : ,-^ *.'"/ " kl

Pour n > 50 et p ( 0.1, la loi binomiale ß(n,p) peut être approchée par la loi de.
Poisson P("p),On dit que Ia loi de Poisson est la loi des évènements rares : loi du nombre
de fois où un événement de probabitité très faible se produit au cours d'un très grand
nombre d'expériences identiques et indépendantes.

si x1, i. . , xn sont indépendantes et de même loi p(À), ators f x¿ est de toi p(n\).
;- 1

7..3.4 tòi exponentielle :

Une variable aléatoire X est de loi exponentielte erp(À) si et seulement si elte est à
valeurs dans lR+ eit f y(r) - )¿-Àø.

La loi exponentielle est dite sans mémoire : v(t,u) € IR+' ,p(x > ¿ + rlx > t) :
P(X > r).

si xl,
G(rz, À).

est de loi
(r-*

, X' sont indépendantes et de même loi ezp(À), alors I X¿ est de loi gamma
n

i,=L

7.3.5 Loi gamma et loi du chi-2

Une variable aiéatoire X est de loi gamma G(a, À)si et seulement si elle est à valeurs

dans IR+ et fy(r): +l u-\xra-t.Les propriétés de la fonction gamma sont rappelées

sur les tables. 
I'(ø)

La loi G(1; À) est la loi eøp(À).

La loi G (:,*) *t appelée toi. du chi-2 à n degrés de lîberré, notée y!^.\z',2/

Si X est d.e loi G(o, À) et o est un réel stricternent positif, alors aX est de.ioi 
" (" *)

Si X et Y sont des variables aléatoires ind.épendantes de lois respectives G(a, À) et.
G(P|^), alors X *Y est de loi G(a+P, À). En particulier, si X etY sont indépettdaítet
et de lois respectives X?^ et yl, alors X +Y est de Ioi y!n**.

7.3.6 Loi normale

Une variable aléatoire X normale

1
dans lR et; f y(r):

ot/2r
e 2o2,

o
N(*,o2) si et seulement si elle est à valeurs
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Si X est de loi N (*,o2), alors aX +best de loi ,rV(orn* b, a2 o2) 'En particu Ii"', U

est de Ìoi ,A/(0,1),

P(X e l* - ,,m + ol): 68.3%. P(X e lm - 2o,m + 2o)) :95'4To'

P(X e Vn - 3o,rn + 3ø]) :99'7To' 
:

SÍ X est de loi 
^/(0,1), 

al'ors X2 est de to-i Xl'

Si X et y sont des variables aléatoires ind.épend.antes de lois respectives N(*'r,ol) et

¡f ø;i d\, urãtt oi + bY est de loi ,^/ (am¡ t bm2, a2 ol + b2 ol) '

7.3.7 Lois de Student et de Fisher-Snedecor

' Soit U une variable aléatoire de loi .A/(0,1) 
:t I î. "ît":* "1u"t:ot, 

u: t"t *å^t] I
et X sont indépendantes, alors frh est de loi de Student à n degrés de liberté Sf(rz)'

Soit X une variable al,éatoire,de loi Xl et Y une variable aléatoire de loi y!. Si X et

mXy sont indépendantes, alors 
't4 

esf de loi de Fisher=snedecor F(n,m)'

Ces deux défi.nitions entrainent que si ? est de toi Sú(n), alors ?2 est de loi F(1,r2)'

Les lois de Student et de Fisher-snedecor sont toujours utilisées par I'intermédiaire

de tables ou à l,aide d'un iogiciel de statistique. II n'est donc pas nécessaire de donner

I'expression de leur densité.




