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1.1 Pour commencer

Interface

Pour I'instant, vous allez simplement saisir vos premieres commandes. L’interface offre
bien d’autres possibilités que vous découvrirez ensuite. Elle apparalt comme suit au

lancement de Xcas.

Nom du fichier de sauvegarde

- Ox
Al alc Geo Scolaire Prg Graph
Z

Bagre de menu generale .
enu session Sauvegarde
Xcas MNouvelle Interfa
Session Configyyation A Math Phys

Saveé |<No filename>

[1[=] Fich Edit ~

-

N%El

Ligne de commande

Clavie [ L] "] " TR evalf[ x*2 [ inv [ + E[7] 8 9
im[ =[] =], g eval [ sqrt [ + [ - . la]s 6
a\ sin a\ cos \a tan i L] X y » * 0 1 2 3
e [ In [ 10 [log10] oo | e z |t % ! o | esc| entree
TeX [RAD 12 real exact xcas [xcas 0.5.1 (c) 2000-6, Bernard Parisse, Renée De Graeve _coller

http:/iwww-fourier.ujf-grenoble. fri~parisselgiac.html
ﬂp:ﬂftp_l—fourier.ujf:grenq_blg.frfxcasI =, . . .

del
STOP

eg_|fhomedparisse/Tex
’% cas [Mem: 11.77 M \\
Réccourci configuration

Ligne d’etat

Messages

Vous pouvez la redimensionner. De haut en bas cette interface fait apparaitre

e une barre de menus gris cliquables :
Session, Configuration, Help, Math, Phys,...
e une zone de gestion de la session avec les menus File, Edit, un bouton Save, et
une zone affichant un nom de fichier de sauvegarde.
e une zone rectangulaire blanche numérotée 1 dans laquelle vous pouvez taper votre
premiere commande : cliquez d’abord dans cette zone puis tapez 3+5, suivi de la
touche « Entrée » (« Enter » ou « Return » selon les claviers). Le résultat apparait
au-dessous, et une nouvelle fenétre s’ouvre, numérotée 2.
Vous pouvez modifier I'aspect de I'interface et sauvegarder vos modifications pour les
utilisations futures. En particulier, dans le menu Configuration, vous pouvez choisir
de faire apparaitre un clavier (Keyboard) ressemblant a celui d’une calculatrice, qui

peut faciliter vos saisies.

Vous n’avez pour I'instant qu’a entrer des commandes dans les fenétres successives.
Si vous utilisez la version html de ce cours, vous pouvez copier-coller les commandes
proposées. Chaque ligne de commande saisie est exécutée par la touche « Entrée ».
Essayez par exemple d’exécuter les commandes suivantes.
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1/3+1/4

sqrt(2)°5

solve (a*xx~2+b*x+c,x)
50!

Toutes les commandes sont gardées en mémoire. Vous pouvez donc remonter dans
I’historique de votre session pour modifier des commandes antérieures. Essayez par
exemple de changer les commandes précédentes en :

1/3+3/4

sqrt(5) 72

solve (a*x+b*x+c,x)
500!

Le menu Edit vous permet de préparer des sessions plus élaborées qu’une simple succes-
sion de commandes. Vous pouvez créer des sections, grouper les commandes en niveaux
et sous-niveaux, ajouter des commentaires ou fusionner des niveaux en un seul niveau.

Aide en ligne

Les commandes sont regroupées par themes dans les menus du bandeau gris supérieur :
Math, Phys, Alg, Calc, Geo,... Lorsqu’on sélectionne une commande dans un menu,
une aide succinte s’affiche dans la fenétre blanche en bas a droite (double-cliquer pour
afficher le message en entier), et le manuel s’ouvre dans votre navigateur a la bonne
page.

Le menu Help contient les différentes formes d’aide possible : un guide de l'utili-
sateur (interface), un guide de référence (Manuels->Calcul formel, aide détaillée sur
chaque commande), un Index (liste des commandes classées par ordre alphabétique
avec une ligne d’entrée permettant de se déplacer facilement).

Si vous connaissez le nom d’une commande et que vous désirez vérifier sa syntaxe
(par exemple solve), vous pouvez saisir ?solve pour avoir une aide en réponse. Si le
nom que vous avez saisi n’est pas reconnu, des commandes proches vous sont suggérées.

Vous pouvez aussi taper le début du nom d’'une commande puis la touche de ta-
bulation (a gauche de la touche A sur un clavier frangais). Une fenétre apparait alors
avec les complétions possibles et I'aide succinte. Par exemple, vous voulez factoriser un
polynome, vous supposez que le nom de commande commence par fact; vous tapez
donc fact puis la touche de tabulation, vous sélectionnez a la souris factor puis OK.

Entrer des commandes

L’exécution d’une ligne se fait simplement par la touche « Entrée ». Si on ne souhaite
pas afficher le résultat, on termine la ligne de commande par :; et on valide avec
« Entrée ». On peut éditer plusieurs commandes & la file avant leur exécution a condition
de les séparer par un point-virgule.

Au début, de nombreuses erreurs proviennent d’une mauvaise traduction des ma-
thématiques : Xcas ne peut pas les comprendre telles que vous les écrivez. Votre clavier
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vous permet de taper ax? 4 bz + ¢, mais votre ordinateur ne peut pas comprendre que
vous souhaitez élever x au carré, le multiplier par a, etc... Vous devez spécifier chaque
opération, et la syntaxe correcte est axx”2+b*x+c. La multiplication doit étre notée
par une étoile dans les commandes, mais est notée par un point dans les réponses.
Nous insistons sur le fait que pour Xcas, ax est une variable dont le nom comporte
deux lettres, et pas le produit de a par x.

’ Opérations ‘
+ addition
soustraction
mutiplication
division
puissance

) N ¥

Modulo quelques précautions, ’écriture des formules est assez directe. Les paren-
theses ont le sens usuel pour spécifier 'ordre des opérations. Les crochets sont réservés
aux listes et aux indices. Les priorités entre opérations sont standard (la multiplication
est prioritaire sur I'addition, la puissance sur la multiplication). Par exemple :

e ax2+b retourne 2a + b

e a/2%Db retourne 2 ab

a
e a/2/b retourne —
/2/ %

e a~2%b retourne a’b
Dans le doute, il est toujours prudent de mettre des parentheses pour s’assurer que
I'ordre des opérations est celui souhaité.

Les commandes sont numérotées, ainsi que les réponses, mais, si vous avez modifié
une ligne de commande, celle-ci garde le numéro qu’elle avait. On peut rappeler par
ans() (answer) la réponse précédente c’est a dire la réponse de la derniére commande
évaluée.

1.2 Les objets du calcul formel

Les nombres

Les nombres peuvent étre exacts ou approchés. Les nombres exacts sont les constantes

prédéfinies, les entiers, les fractions d’entiers et plus généralement toute expression ne
contenant que des entiers et des constantes, comme sqrt (2) *e” (i*pi/3). Les nombres
approchés sont notés avec la notation scientifique standard : partie entiere suivie du
point de séparation et partie fractionnaire (éventuellement suivie de e et d'un expo-
sant). Par exemple, 2 est un entier exact, 2.0 est la version approchée du méme entier ;
1/2 est un rationnel, 0.5 est la version approchée du méme rationnel. Xcas peut gé-
rer des nombres entiers en précision arbitraire : essayez de taper 500! et comptez le
nombre de chiffres de la réponse.
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On passe d'une valeur exacte a une valeur approchée par evalf, on transforme une
valeur approchée en un rationnel exact par exact. Les calculs sont effectués en mode
exact si tous les nombres qui interviennent sont exacts. Ils sont effectués en mode
approché si un des nombres est approché. Ainsi 1.5+1 renvoie un nombre approché
alors que 3/2+1 est un nombre exact.

sqrt(2)

evalf (sqrt(2))

sqrt (2)-evalf (sqrt(2))
exact (evalf (sqrt(2)))*1079
exact (evalf (sqrt(2)*1079))

Pour les nombres réels approchés, la précision par défaut est d’environ 15 chiffres
significatifs (précision relative de 53 bits pour les réels normalisés). Elle peut étre
changée, en donnant le nombre de décimales désiré comme second argument de evalf.

evalf (sqrt(2),50)
evalf (pi, 100)

On peut aussi changer la précision par défaut pour tous les calculs en modifiant la
variable Digits.

Digits:=50
evalf (pi)
evalf (exp(pi*sqrt(163)))

La lettre i est réservée a v/—1 et ne peut étre réaffectée ; en particulier on ne peut
pas l'utiliser comme indice de boucle.

(1+42%i) "2
(1+42%i)/(1-2%1i)
e~ (i*pi/3)

Xcas distingue U'infini non signé infinity (c0), de +infinity (+o0) et de ~infinity

(—o0).
1/0; (1/0)"2; -(1/0)"2

’ Constantes prédéfinies

pi m =~ 3.14159265359
e e o~ 2.71828182846
i i=+—-1
infinity o0

+infinity +oo

—infinity —o0
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Les variables

On dit qu’une variable est formelle si elle ne contient aucune valeur : toutes les variables
sont formelles tant qu’elles n’ont pas été affectées (a une valeur). L’affectation est notée
:=. Au début de la session a est formelle, elle devient affectée apres l'instruction a:=3,
a sera alors remplacé par 3 dans tous les calculs qui suivent, et a+1 renverra 4. Xcas
conserve tout le contenu de votre session. Si vous voulez que la variable a apres I'avoir
affectée, redevienne formelle, il faut la « vider » par purge(a). Dans les exemples qui
suivent, les variables utilisées sont supposées avoir été purgées avant chaque suite de
commandes.

Il ne faut pas confondre
e le signe := qui désigne 'affectation
e le signe == qui désigne une égalité booléenne : c’est une opération binaire qui
retourne 1 pour Vrai ou 0 pour Faux)
e le signe = utilisé pour définir une équation.

a==
a:=b

a==

solve(a=b,a)
solve(2xa=b+1,a)

On peut faire certains types d’hypotheses sur une variable avec la commande assume,
par exemple assume(a>2). Une hypothese est une forme spéciale d’affectation, elle
efface une éventuelle valeur précédemment affectée a la variable. Lors d'un calcul, la
variable n’est pas remplacée mais I’hypothese sera utilisée dans la mesure du possible,
par exemple abs(a) renverra a si on fait I’hypothese a>2.

sqrt(a”2)

assume (a<0)
sqrt(a~2)
assume (n, integer)
sin(n*pi)

La fonction subst permet de remplacer une variable dans une expression par un nombre
ou une autre expression, sans affecter cette variable.

subst(a~2+1,a=1)
subst (a”2+1,a=sqrt(b-1))
a"2+1

Les expressions

Une expression est une combinaison de nombres et de variables reliés entre eux par
des opérations : par exemple x~2+2xx+c.
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Lorsqu’on valide une commande, Xcas remplace les variables par leur valeur si elles
en ont une, et exécute les opérations.

(a-2) *x"2+a*xx+1
a:=2
(a-2) *x"2+a*x+1

Certaines opérations de simplification sont exécutées automatiquement lors d’une éva-
luation :
e les opérations sur les entiers et sur les fractions, y compris la mise sous forme
irréductible
e les simplifications triviales comme z +0 =2, 2 —2 =0, ' = z...
e quelques formes trigonométriques : cos(—z) = cos(x), tan(w/4) = 1...
Nous verrons dans la section suivante comment obtenir plus de simplifications.

Développer et simplifier

En-dehors des regles de la section précédente, il n’y a pas de simplification systéma-
tique. Il y a deux raisons a cela. La premiere est que les simplifications non triviales
sont parfois cotliteuses en temps, et le choix d’en faire ou non est laissé a 1'utilisateur ; la
deuxieme est qu’il y a en général plusieurs manieres de simplifier une méme expression,
selon I'usage que l'on veut en faire. Les principales commandes pour transformer une
expression sont les suivantes :

e expand : développe une expression en tenant compte uniquement de la distri-
butivité de la multiplication sur 'addition et du développement des puissances
entieres.

e normal et ratnormal : d’un bon rapport temps d’exécution-simplification, elles
écrivent une fraction rationnelle (rapport de deux polyndmes) sous forme de
fraction irréductible développée; normal tient compte des nombres algébriques
(par exemple comme sqrt(2)) mais pas ratnormal. Les deux ne tiennent pas
compte des relations entre fonctions transcendantes (par exemple comme sin et
cos).

e factor : un peu plus lente que les précédentes, elle écrit une fraction sous forme
irréductible factorisée.

e simplify : elle essaie de se ramener a des variables algébriquement indépendantes
avant d’appliquer normal. Ceci est plus coliteux en temps et « aveugle » (on ne
controle pas les récritures intermédiaires). Les simplifications faisant intervenir
des extensions algébriques (par exemple des racines carrées) nécessitent parfois
deux appels et/ou des hypothéses (assume) pour enlever des valeurs absolues
avant d’obtenir la simplification souhaitée.

e tsimplify essaie de se ramener a des variables algébriquement indépendantes
mais sans appliquer normal ensuite.

Dans le menu Math du bandeau supérieur, les 4 sous-menus de récriture contiennent
d’autres fonctions, pour des transformations plus ou moins spécialisées.
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b:=sqrt(1-a~2)/sqrt(1-a)
ratnormal (b)

normal (b)

tsimplify(b)

simplify(b)
simplify(simplify (b))
assume (a<1)

simplify(b)
simplify(simplify (b))

La fonction convert permet de passer d'une expression a une autre équivalente, sous
un format qui est spécifié par le deuxieme argument.

convert (exp(i*x),sincos)
convert(1/(x~4-1) ,partfrac)
convert(series(sin(x),x=0,6) ,polynom)

’ Transformations ‘
simplify  simplifier
tsimplify simplifier (moins puissant)
normal forme normale
ratnormal forme normale (moins puissant)
expand développer
factor factoriser
assume rajout d’hypotheses
convert transformer en un format spécifié

Les fonctions

De nombreuses fonctions sont déja définies dans Xcas, en particulier les fonctions clas-
siques. Les plus courantes figurent dans le tableau ci-apres; pour les autres, voir le
menu Math.
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Fonctions classiques ‘

abs valeur absolue

round arrondi

floor partie entiere (plus grand entier <)
ceil  plus petit entier >

abs module

arg argument

conj  conjugué

sqrt  racine carrée

exp exponentielle

log logarithme naturel

1n logarithme naturel
logl0 logarithme en base 10
sin sinus

cos cosinus

tan tangente

asin  arc sinus

acos  arc cosinus

atan  arc tangente

sinh  sinus hyperbolique

cosh  cosinus hyperbolique

tanh  tangente hyperbolique

asinh argument sinus hyperbolique
acosh argument cosinus hyperbolique
atanh argument tangente hyperbolique

Pour créer une nouvelle fonction, il faut la déclarer a 1’aide d’une expression contenant
la variable. Par exemple I’expression 22 — 1 est définie par x~2-1. Pour la transformer
en la fonction f qui &  associe 22 — 1, trois possibilités existent :

f(x):= x72-1
f:=x->x"2-1
f :=unapply (x~2-1,x%)
£(2); £(a™2)

Si f est une fonction d’une variable et E est une expression, f(E) est une autre ex-
pression. Il est essentiel de ne pas confondre fonction et expression. Si on définit :
E:=x"2-1, alors la variable E contient ’expression 22 — 1. Pour avoir la valeur de cette
expression en r = 2 il faut écrire subst(E,x=2) et non E(2) car E n’est pas une
fonction. Lorsqu’on définit une fonction, le membre de droite de 'affectation n’est pas
évalué. Ainsi I'écriture E:=x"2-1; f(x):=E définit la fonction f : z — FE. Par contre
E:= x"2-1; f:=unapply(E,x) définit bien la fonction f : z + 22 — 1.
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On peut ajouter et multiplier des fonctions, par exemple f :=sin*exp. Pour compo-
ser des fonctions, on utilise 'opérateur @ et pour composer plusieurs fois une fonction
avec elle-méme, on utilise 'opérateur @@.

f:=x->x"2-1
f1:=f@sin
f2:=fof
£3:=£f003
f1(a)

f2(a)

f3(a)

On peut définir des fonctions de plusieurs variables a valeurs dans R comme
f(x,y) :=x+2%y et des fonctions de plusieurs variables a valeurs dans R? par exemple :
f(x,y) :=(x+2*y,x-y).

Listes, séquences, ensembles

Xcas distingue plusieurs sortes de collections d’objets, séparés par des virgules :
e les listes (entre crochets)
e les séquences (entre parentheses)
e les ensembles (entre pourcentage-accolades)

liste:=[1,2,4,2]
sequence:=(1,2,4,2)
ensemble:=%{1,2,4,2%}

Les listes peuvent contenir des listes (c’est le cas des matrices), alors que les séquences
sont plates (un élément d’'une séquence ne peut pas étre une séquence). Dans un en-
semble, 'ordre n’a pas d’importance et chaque objet est unique. Il existe une autre
structure, appelée table, dont nous reparlerons plus loin.

Il suffit de mettre une séquence entre crochets pour en faire une liste ou entre
accolades précédées de % pour en faire un ensemble. On passe d’une liste a sa séquence
associée par op, d’une séquence a sa liste associée par nop. Le nombre d’éléments d'une
liste est donné par size.

se:=(1,2,4,2)
li:=[se]
op(1i)
nop(se)
h{seht
size([se])

size (%{se%})

Pour fabriquer une liste ou une séquence, on utilise des commandes d’itération comme
$ ou seq (qui itérent une expression) ou makelist (qui définit une liste a 'aide d’une
fonction).
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1$5

k"2 $ (k=-2..2)
seq(k™2,k=-2..2)
seq(k"2,k,-2..2)

[k™2$ (k=-2..2)]
seq(k~2,k,-2,2)
seq(k~2,k,-2,2,2)
makelist (x->x"2,-2,2)
seq(k”2,k,-2,2,2)
makelist (x->x"2,-2,2,2)

La séquence vide est notée NULL, la liste vide []. Il suffit d’écrire a la suite une séquence,
puis une virgule, puis une autre séquence pour les concaténer. Pour ajouter un élément
a une liste on utilise append. On accede a un élément d'une liste ou d'une séquence
grace a son indice mis entre crochets, le premier élément étant d’indice 0.

se:=NULL; se:=se,k™2$(k=-2..2); se:=se,1
1i:=[1,2]; (li:=append(1li,k”~2))$(k=-2..2)
1i[0],1i[1],1i[2]

Les polynoémes sont souvent définis par une expression, mais ils peuvent aussi étre
représentés par la liste de leurs coefficients par ordre de degré décroissant, avec comme
délimiteurs %[ et %]. Il existe aussi une représentation pour les polynémes a plusieurs
variables. Les fonctions symb2poly et poly2symb permettent de passer de la représen-
tation expression a la représentation par liste et inversement, le deuxieme argument
détermine §'’il s’agit de polyndmes en une variable (on met le nom de la variable) ou
de polyndmes a plusieurs variables (on met la liste des variables).

] Séquences et listes ‘

E$(k=n..m) créer une séquence
seq(E,k=n..m) créer une séquence

[E$(k=n..m)] créer une liste
makelist(f,k,n,m,p) créer une liste

op(1i) passer de liste a séquence
nop(se) passer de séquence a liste
size(11) nombre d’éléments

sum somme des éléments

product produit des éléments

cumSum sommes cumulées des éléments
apply(f,11i) appliquer une fonction a une liste
map (1i,f) appliquer une fonction a une liste
poly2symb polyndme associé a une liste
symb2poly coefficients d’'un polynéme

10
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Les chaines de caracteéres

Une chaine de caracteres est encadrée par des doubles quotes ("). Un caractere est une

chaine ayant un seul élément. Il est possible de fabriquer des chaines par extraction de
parties et concaténation. Il est aussi possible de transformer une chaine en expression
et inversement.

s:="azertyuiop"
size(s)
s[0]+s[3]+s[size(s)-1]
concat(s[0],concat(s[3],s[size(s)-11))
head(s)

tail(s)

mid(s,3,2)

1l:=asc(s)

ss:=char (1)
string(123)

expr(123)

expr (0123)

’ Chailnes de caractéres

size nombre de caracteres

concat ou + concaténation

mid morceau de chaine

head premier caractere

tail chaine sans le premier caractere

string nombre ou expression transformé en chaine
expr chaine transformée en nombre ou expression
asc chaine transformée en liste de codes ASCII
char liste de codes ASCII transformée en chaine

Temps de calcul, place mémoire

Le principal probléeme du calcul formel est la complexité des calculs intermédiaires.
Elle se traduit a la fois par le temps nécessaire a ’exécution des commandes et par la
place mémoire requise. Les algorithmes implémentés dans les fonctions de Xcas sont
performants, mais ils ne peuvent pas étre optimaux dans tous les cas. La fonction
time permet de connaitre le temps d’exécution d’une commande (si ce temps est tres
court, Xcas exécute plusieurs fois la commande pour afficher un résultat plus précis).
La mémoire utilisée apparait dans les versions Unix dans la ligne d’état (en rouge a
bas a gauche). Si le temps d’exécution d’'une commande dépasse quelques secondes, il
est possible que vous ayez commis une erreur de saisie. N'hésitez pas a interrompre
I'exécution (bouton orange stop en bas a droite, il est conseillé de faire une sauvegarde
de votre session auparavant).

11
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1.3 Outils pour analyse

Dérivées
La fonction diff permet de calculer la dérivée d’une expression par rapport a une
ou plusieurs de ses variables. Pour dériver une fonction f, on peut appliquer diff a

I'expression f(x), mais alors le résultat est une expression. Si on souhaite définir la
fonction dérivée, il faut utiliser function_diff.

E:=x"2-1

diff (E)

f :=unapply (E,x)

diff (f(x))
f1:=function diff (f)

Il ne faut pas définir la fonction dérivée par £1(x) :=diff (f (x)), car x aurait dans cette
définition deux sens incompatibles : ¢’est d'une part la variable formelle de dérivation et
d’autre part 'argument de la fonction £1. D’autre part, cette définition évaluerait diff
a chaque appel de la fonction, ce qui serait inefficace (dans la définition d’une fonction
le membre de droite n’est pasévalué). Il faut donc soit utiliser £1:=function_diff (f),
soit £1:=unapply(diff (f(x)),x).

La fonction diff s’applique a n’importe quelle combinaison de variables, et permet
de calculer des dérivées partielles successives.

E:=sin(x*y)

diff (E,x)

diff (E,y)

diff (E,x,y)-diff (E,y,x)
simplify(ans())

diff (E,x$2,y$3)

Si le deuxiéme argument de diff est une liste, une liste de dérivées est retournée. Par
exemple pour calculer le gradient de sin(xy) : diff (sin(x*y), [x,y]) (on peut aussi
utiliser grad). Des commandes particulieres permettent de calculer les combinaisons
classiques de dérivées partielles.

’ Dérivées ‘

diff (ex) dérivée d'une expression
function_diff(f) dérivée d'une fonction
diff (ex,x$n,y$m) dérivées partielles

grad gradient
divergence divergence

curl rotationnel
laplacian laplacien
hessian matrice hessienne
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Limites et développements limités

La fonction 1imit calcule les limites finies ou infinies, quand elles existent. On peut
demander une limite a gauche ou a droite a l'aide d’un quatrieme argument (41 ou
—1). Quand la fonction dépend d’un parametre, la limite obtenue peut dépendre des
hypotheses faites, avec la fonction assume, sur ce parametre.

limit(1/x,x,0)
limit(1/x,%,0,1)
limit(1/x,x,0,-1)
limit(a/x,x,0,1)
assume (a>0)
limit(a/x,x,0,1)

Pour les développements limités, deux fonctions sont disponibles, series et taylor.
La différence est que l'ordre du développement doit étre spécifié pour series, il est
égal a 6 par défaut pour taylor.

L’ordre demandé est celui utilisé par Xcas en interne pour faire ses développements.
En cas de simplifications, I'ordre du développement obtenu pourra étre inférieur, il
faudra alors recommencer le calcul avec un ordre plus grand. L’expression retournée
est constituée du polynome de Taylor, plus un reste sous la forme x~a*order _size(x),
oll x"a*order_size(x) est une fonction bornée. Pour supprimer le reste et ne garder
que le polynéme de Taylor, on peut utiliser convert avec 'option polynom.

taylor(1/(x~2+1),x=0)
taylor(1/(x~2+a~2),x=0)
series(1/(x"2+1),0,11)

series(1/(x72+1) ,+infinity,11)
series(tan(x),pi/4,3)
series(sin(x)~3/((1-cos(x))*tan(x)),0,4)
series(sin(x)~3/((1-cos(x))*tan(x)),0,6)
series(tan(sin(x))-sin(tan(x)),0,13)
convert (ans() ,polynom)

series(f(x),0,3)

g:=fQf; series(g(x),0,2)

’ Limites et développements limités

limit(ex,x,a) limite en a

limit(ex,x,a,1) limite & droite en a
limit(ex,x,a,-1) limite a gauche en a
taylor(ex,x=a) développement limité en a ordre 6
series(ex,x=a,n) développement limité en a ordre n
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Primitives et intégrales

La fonction int calcule une primitive d’une expression par rapport a x ou par rapport

a la variable donnée en argument. Si 'expression comporte d’autres variables que x,
il faut préciser la variable d’intégration. Si on ajoute deux arguments a et b apres
la variable d’intégration, on calcule l'intégrale sur Uintervalle [a,b]. Eventuellement
les bornes de l'intégrale peuvent étre des expressions, ce qui permet de calculer des
intégrales multiples.

int (x~2-1)
int(x"2-1,x,-1,1)

int (x*y,x)

int (x*y,y,0,%)

int (int (x*y,y,0,x),x,0,1)

Pour calculer une intégrale, un logiciel de calcul formel recherche une primitive puis
I’évalue entre les bornes, afin d’obtenir une valeur exacte. Dans certains cas, il est
inutile de calculer une primitive, soit parce qu’il n’en existe pas qui s’exprime avec les
fonctions élémentaires, soit parce qu'un calcul numérique est plus adapté (par exemple
si le temps de calcul de la primitive est trop long, si la fonction présente des singularités
dans Uintervalle d’intégration, etc. .. ). Dans ce cas, on demande une valeur approchée
en utilisant evalf, ou bien on utilise directement la fonction romberg, qui est appelée
par evalf.

int (exp(-x~2))

int (exp(-x~2),x,0,10)

evalf (int (exp(-x~2),x,0,10))
romberg (exp(-x~2),x,0,10)

ans () /sqrt (pi))
] Intégrales
int (E) primitive d’une expression
int(E,x,a,b) intégrale exacte
romberg(E,x,a,b) intégrale approchée

Résolution d’équations

Comme pour les intégrales on distingue :
e la résolution exacte qui renvoie toutes les solutions lorsque c’est possible (par
exemple pour certaines équations polynomiales ou s’y ramenant)
e la résolution approchée qui calcule par un algorithme itératif une valeur proche
d’une des solutions.
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La résolution exacte s’effectue a 1'aide de solve, dont le premier argument est une
équation. Le membre de droite est supposé nul s’il n’est pas précisé. Par défaut solve
ne retourne pas les solutions complexes. Pour les obtenir, il faut activer 'option Complex
a partir du bouton rouge sur fond gris cas (en bas a gauche). Exécutez les commandes
suivantes avant et apres avoir activé 'option Complex.

solve(x~2-a*xx+2,x)
solve(x~2+2,x)
solve(x~3=1,x)

Les racines exactes sont calculées pour les polynémes de degré 1 et 2 (les formules de
Cardan et Ferrari pour les degrés 3 et 4 ne sont pas utilisées, car les solutions obtenues
ne sont pas facilement maniables). En degré supérieur, la fonction solve affiche un
message d’erreur et renvoie une liste vide.

Pour les équations trigonométriques, les solutions principales sont renvoyées. Pour
obtenir toutes les solutions, il faut activer 'option A1l _trig sol. Comparer les com-
mandes suivantes avec et sans cette option.

solve(cos(x),x)
solve(cos(x)+sin(x),x)

La fonction solve peut aussi résoudre des systemes d’équations. Le premier argu-
ment est la liste des équations, le second est la liste des variables.

solve([x"2+y-2,x+y~2-2], [x,y])

La fonction de résolution approchée est fsolve. Elle propose en option différents al-
gorithmes (menus Calc->Num_solve_eq et Calc->Num_solve_syst). Le plus célebre
est l'algorithme de Newton, qui a de multiples variantes. Le principe général de tous
ces algorithmes est de calculer les termes successifs d'une suite qui converge vers une
solution de I’équation ou du systeme proposé. Il faut pour cela choisir selon les cas un
point de départ, ou un intervalle de recherche.

fsolve ((x75+2*x+1)=0,x,1,newton_solver)
newton(x~5+2*x+1,x,1.0)

newton (x~5+2*x+1,x,1+1i)

newton (x~5+2xx+1 ,x,-1+1)

’ Equations
solve(eq,x) résolution exacte d’'une équation
solve([eql,eq2], [x,y]) résolution exacte d’un systeme
fsolve(eq,x) résolution approchée d’une équation
fsolve([eql,eq2], [x,y]) résolution approchée d’un systeme
newton méthode de Newton
linsolve systeme linéaire
proot racines approchées d'un polynéme
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Equations différentielles

Comme dans les deux sections précédentes, on distingue le calcul exact, qui n’est pas
toujours possible, du calcul approché. La résolution exacte s’effectue par desolve. Les
dérivées de la fonction inconnue y peuvent s’écrire 3/, y”, qui sont traduits en diff (y),
diff(diff(y)). Si on ne spécifie pas de condition initiale, le résultat est donné en
fonction de constantes arbitraires.

desolve(y’=y,y)
desolve(y’’+2*y’+y=0,y)
desolve ((x72-1)*y’+2xy=0,y)

Les conditions initiales sont vues comme des équations supplémentaires, qui forment
une liste avec I’équation différentielle.

desolve([y’=y,y(0)=1],y)

desolve ([y"+2xy’+y=0,y(0)=11,y)
desolve([y"+2*y’+y=0,y(0)=1,y’ (0)=1],y)
desolve([y"+2*y’+y=0,y(0)=1,y(1)=0],y)
desolve ([(x"2-1)xy’+2%y=0,y(0)=1],y)
desolve ((t72-1)*diff (y(t),t)+2xy(t)=0,y(t))

La fonction odesolve permet de résoudre par des méthodes numériques une équa-
tion différentielle y' = f(x,y) passant par un point (xg,yo). Par exemple :

odesolve(sin(x*y), [x,y], [0,1],2)

permet de calculer y(2) ou y(x) est la solution de y/(z) = sin(zy), telle que y(0) = 1.
La fonction plotode représente graphiquement la solution d’une équation différentielle,
plotfield représente le champ des tangentes. La fonction interactive_plotode re-
présente le champ des tangentes et permet de cliquer sur le graphique pour tracer les
solutions passant par les points cliqués.

plotfield(sin(x*y), [x,y])
plotode(sin(x*y), [x,y], [0,1])
erase ()
interactive_plotode(sin(x*y), [x,y])

’ Equations différentielles

desolve résolution exacte

odesolve résolution approchée
plotode tracé de trajectoire
plotfield tracé d’un champ de vecteurs
interactive_plotode interface cliquable
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1.4 Outils pour Palgebre

Arithmétique des entiers

Les opérations sur les entiers figurent dans le menu Math->Integer. Les calculs modulo
p se font en utilisant %p. Une fois défini un entier modulo p, disons a:=3%5, tous les
calculs seront effectués dans Z/pZ : a*2 renvoie 1%5 (6 modulo 5), 1/a renvoie 2%5,

Pour calculer efficacement les puissances modulo p, on peut utiliser ce qui précede,
ou la fonction powermod.

a:=3)5

a+12

a~4
powermod(3,4,5)

] Nombres entiers

EVAS a modulo p

powermod(a,n,p) a" modulo p

irem reste de la division euclidienne
iquo quotient de la division euclidienne
iquorem quotient et reste

ifactor décomposition en facteurs premiers
ifactors liste des facteurs premiers

idivis liste des diviseurs

ged plus grand diviseur commun

lcm plus petit multiple commun
iegcd identité de Bézout

iabcuv renvoie [u, v] tels que au + bv = ¢
is_prime I’entier est-il premier

nextprime prochain entier premier
previousprime entier premier précédent

Polynomes et fractions rationnelles

Les fonctions de traitement des polynomes figurent dans le menu Alg->Polynomes.

On utilise normal ou expand pour développer, ou plus généralement mettre une
fraction sous forme irréductible, et factor pour factoriser. Le résultat dépend du corps
de nombres dans lequel on se place. Par défaut il s’agit des réels. Pour les complexes,
il faut activer I'option Complex a partir du bouton rouge cas. On peut aussi déclarer
les coefficients comme des entiers modulo p pour travailler dans Z/pZ. Exécutez les
commandes suivantes avant et apres avoir activé l'option Complex.

P:=x"4-1
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factor(P)

divis(P)
propfrac(x~4/P)
partfrac(4/P)
Q:=(x"4+1)%3
factor(Q)
genpoly(5,3,x)
genpoly(2,3,x)
genpoly (2xy+5,3,x%)
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’ Polynomes ‘
normal forme normale (développée et réduite)
expand forme développée
ptayl forme de Taylor
peval ou horner évaluation en un point par l'algorithme de Horner
genpoly polynome défini par sa valeur en un point
canonical form trindme sous forme canonique
coeff liste des coefficients
poly2symb de 'expression algébrique a la forme symbolique
symb2poly de la forme symbolique a I’expression algébrique
pcoeff polynéme décrit par ses racines
degree degré
lcoeff coefficient du terme de plus haut degré
valuation degré du monome de plus bas degré
tcoeff coefficient du terme de plus bas degré
factor décomposition en facteurs premiers
factors liste des facteurs premiers
divis liste des diviseurs
collect factorisation sur les entiers
froot racines avec leurs multiplicités
proot valeurs approchées des racines
sturmab nombre de racines dans un intervalle
getNum numérateur d’'une fraction rationnelle
getDenom dénominateur d’une fraction rationnelle
propfrac isole partie entiere et fraction propre
partfrac décomposition en éléments simples
quo quotient de la division euclidienne
rem reste de la division euclidienne
ged plus grand diviseur commun
lcm plus petit multiple commun
egcd identité de Bézout
divpc division suivant les puissances croissantes
randpoly polynome aléatoire
cyclotomic polynémes cyclotomiques
lagrange polyndémes de Lagrange
hermite polynomes de Hermite
laguerre polynémes de Laguerre
tchebyshevl polynomes de Tchebyshev
tchebyshev?2 polynoémes de Tchebyshev
Trigonométrie

Le menu Math->Transcendental contient les fonctions circulaires et hyperboliques
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ainsi que leurs inverses. Pour linéariser et développer on utilise t1in et texpand. Beau-
coup d’autres récritures sont accessibles a partir des menus

e Math->Recriture_trig : transformation des tangentes en sinus et cosinus
(tan2sincos), transformations en tan(z/2) (halftan),...

e Math->Recriture_trig_exp : transformation des fonctions trigonométriques en
exponentielles par les formules d’Euler (trig2exp), des exponentielles en fonc-
tions trigonométriques (exp2trig), des exponentielles en puissances (exp2pow)...,

e Math->Recriture_trig_inv : transformation des fonctions inverses

exp2pow (exp (3*1n(x)))
exp2trig(exp (i*x))
trig2exp(cos(x))
E:=sin(x) "4+sin(x)~3
El:=t1lin(E)

texpand (E1)
tsimplify (E)
tsimplify(E1)
tsimplify(E-E1)
halftan(E)
trig2exp(El)
Et:=trigtan(E)
tan2sincos(Et)
tan2sincos2(Et)
tan2cossin2(Et)

] Trigonométrie

tlin linéariser

tcollect linéariser et regrouper

texpand  forme polynomiale

trig2exp trigonométrique vers exponentielle
exp2trig exponentielle vers trigonométrique
hyp2exp  hyperbolique vers exponentielle

Vecteurs et matrices

Un vecteur est une liste de nombres, une matrice est la liste de ses vecteurs lignes. Le
produit matriciel est noté comme le produit ordinaire par une étoile. Les vecteurs sont
a priori des vecteurs lignes, mais le produit a droite par un vecteur ligne est effectué
comme si c¢’était une colonne. En particulier, si v et w sont deux vecteurs de méme
taille, vxw retourne leur produit scalaire.

A:=[[1,2,3],[4,5,6]1,[7,8,9]]
v:=[1,1,1]
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Vv

Axv

v*A
B:=[[1,1,1],[2,2,2]]
A*B

BxA

Axtran(B)

A partir d’une fonction qui a deux indices (7, k) associe un réel a(j, k), on peut consti-
tuer une matrice avec makemat ou matrix. Pour makemat les indices commencent a 0,
pour matrix il commencent a 1.

makemat ((j,k)->j+2%k,3,2)
matrix (3,2, (j,k)->j+2xk)

On peut aussi créer des matrices par blocs avec la commande blockmatrix.

A:=makemat ((j,k)->j+2%k,3,2)
B:=idn(3)
blockmatrix (1,2, [A,B])
blockmatrix (2,2, [A,B,B,A])

On accede a un élément d’une matrice grace a deux indices séparés par une virgule et
mis entre crochets. Le premier indice est 'indice de la ligne et le deuxieme celui de la
colonne. Les indices commencent a 0. Par exemple, si A:=[[0,2],[1,3],[2,4]] alors
A[2,1] renvoie 4. Pour extraire un bloc de la matrice, on utilise des intervalles comme
indices : A[1..2,0..1] renvoie le bloc constitué des lignes 1 a 2 et des colonnes 0 a 1.

Notez que les matrices de Xcas sont recopiées entierement a chaque modification
d’un coefficient. Ceci est pénalisant si on modifie successivement dans un programme
beaucoup de coefficients d’'une méme (grande) matrice.

’ Vecteurs et matrices ‘

VW produit scalaire
cross(v,w) produit vectoriel

AxB produit matriciel
A.xB produit terme a terme
1/A inverse

tran transposée

rank rang

det déterminant

ker base du noyau

image base de I'image

idn matrice identité

ranm matrice a coefficients aléatoires
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Systemes linéaires

Il existe trois moyens différents de résoudre un systeme linéaire.
e La fonction linsolve résout une liste d’équations linéaires, avec la méme syntaxe

que solve.

e La fonction simult peut résoudre plusieurs systemes d’équations linéaires qui
ne different que par leur second membre. Elle prend comme premier argument
la matrice du systéme et comme second argument la matrice dont la (ou les)
colonnes sont le (ou les) second membre(s) des systémes.

e La fonction rref calcule la réduction d’une matrice quelconque sous forme de
Gauss-Jordan. Si on borde la matrice du systeme avec le second membre, rref
retourne une matrice contenant le vecteur solution.

Quand le systeme est impossible, linsolve retourne la liste vide, simult retourne
un message d’erreur, rref retourne une matrice dont une des lignes est nulle, sauf le
dernier coefficient. Quand le systeme est indéterminé, linsolve retourne la solution
fonction de certaines variables, simult retourne seulement une solution, rref retourne
une matrice dont une ou plusieurs lignes sont nulles. L’exemple ci-dessous concerne le

systeme :

axr

Il a une solution unique pour a #
indéterminé pour a = —2.

<

+ az = 1
+ z = 1
+ 2z = =2
=# —2, il est impossible pour a = 1 et il est

linsolve( [x+y+a*z=1,x+a*xy+z=1,x+axy+z=-2], [x,y,z])

a:=1

linsolve( [x+y+a*z=1,x+axy+z=1,x+axy+z=-2], [x,y,z])

a:=-2

linsolve( [x+y+a*z=1,x+axy+z=1,x+axy+z=-2], [x,y,z])

purge (a)
A:=[[1,1,a],[1,a,1],[a,1,1]]
solve(det(A),a)
Al:=subst(A,a=1)
rank (A1)

image (A1)

ker (A1)
A2:=subst(A,a=-2)
rank (A2)

image (A2)

ker (A2)

b:= [1,1,-2]
B:=tran(b)
simult(A,B)
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simult(A1,B)

simult (A2,B)
M:=blockmatrix(1,2, [A,B])
rref (M)

rref (border(A,b))

rref (border (Al1,b))

rref (border (A2,b))

’ Systémes linéaires

linsolve résolution d'un systeme

simult résolution simultanée de plusieurs systémes
rref réduction de Gauss-Jordan

rank rang

det déterminant du systéme

Réduction des matrices

La fonction jordan prend en entrée une matrice A et retourne en sortie une matrice

de passage P et une forme réduite de Jordan J telles que P~'AP = J. Soit A est
diagonalisable auquel cas J est diagonale et contient les valeurs propres de A sur
la diagonale, soit A n’est pas diagonalisable et J comporte des "1" ou des "0" au-
dessus de la diagonale. Pour les matrices exactes et symboliques, seules les valeurs
propres calculables par solve sont accessibles. Pour des matrices de nombres approchés,
un algorithme numérique est utilisé, et il risque d’échouer en cas de valeurs propres
multiples ou tres proches. La matrice A de I’exemple qui suit a pour valeurs propres
doubles 1 et 2. Elle est diagonalisable pour a = 0, non diagonalisable pour a # 0.

A:=[[1,1,-1,0],[0,1,0,a],[0,-1,2,0],[1,0,1,2]]
factor(poly2symb(simplify(pcar(A))))

jordan(A)

eigenvals(A)

eigenvects(A)

jordan(subs(A,a=0))

eigenvects(subs(A,a=1))

jordan(evalf (subs(A,a=0)))

jordan(evalf (subs(A,a=1)))

Certaines fonctions, définies par des séries enticres, s’étendent aux matrices deés lors
) )
que 'on sait calculer leur forme de Jordan. La plus utile est ’exponentielle.

A:=[[0,1,0],[0,0,1],[-2,1,2]]
jordan(A)

exp (A)

log(A)

sin(A)
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Réduction des matrices ‘

jordan diagonalisation ou réduction de Jordan
pcar coefficients du polyndéme caractéristique
pmin coefficients du polynéme minimal

eigenvals  valeurs propres
eigenvects vecteurs propres

1.5 Représentations graphiques

Tracés de courbes

Chaque commande graphique crée un objet graphique, qui est traduit en réponse par

une image dans la fenétre Xcas. A droite de cette image, des boutons de zoom in et
out permettent d’agrandir ou de rapetisser la représentation, des fleches permettent
de la déplacer. En méme temps que la fenétre de réponse, I'objet graphique est affiché
dans la fenétre DispG (Display Graphics) que vous faites apparaitre par le menu du
bandeau supérieur Session->Show->Show DispG ou avec la commande DispG(). La
différence est que les graphiques successifs sont tracés individuellement dans chaque
fenétre de réponse, et ils sont superposés dans la fenétre DispG. Vous pouvez effacer
la fenétre DispG par la commande erase (). Les parametres par défaut (en particulier
les intervalles de représentation en abscisse et ordonnée) peuvent étre changés dans le
menu accessible depuis le bouton geo rouge sur fond gris (en bas a gauche).

Pour afficher une courbe, on utilise 'instruction plot avec en parameétres une ex-
pression ou une liste d’expressions dont on veut la représentation graphique, puis la
variable (éventuellement on indique I'intervalle de valeurs de la variable). Pour distin-
guer plusieurs courbes, on peut utiliser un troisieme argument par exemple color=
suivi de la liste des couleurs a utiliser. Les couleurs peuvent étre codées par leur nom
francais, leur nom anglais ou leur numéro. La fonction couleur change la couleur de
base pour toutes les fonctions graphiques qui suivent. La fonction tangent permet
d’obtenir la tangente a une courbe en un point.

E:=(2*x+1)/(x72+1)

plot(E)

plot(E,x=-2..2,color=red)

couleur(vert) ;plot (E,color=rouge) ;tangent (plot(E),0)
DispG()
plot([sin(x),x,x-x"3/6],x=-2..2,color=[rouge,bleu,vert])
erase

1li:=[(x+k*0.5)"2$(k=-5..5)]:;
plot(1i,x=-8..8,color=[k$(k=0..10)]1)

La fonction plotparam permet d’effectuer le tracé de (z(t), y(¢)). Il faut définir les deux
coordonnées comme une seule expression complexe dont x(t) est la partie réelle et y(t)
la partie imaginaire. La fonction plotpolar trace les courbes en coordonnées polaires.
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La commande plotimplicit (f(x,y),x,y) trace ’ensemble des solutions de f(x,y) =
0.

plotparam(sin(t) ~3+i*cos(t)~3,t,0,2%pi)
plotparam(t~2+i*t~3,t,-1,1)

erase
plotpolar(1/(1-2sin(t/2)),t,0,4*pi)
plotpolar(tan(t)+tan(t/2),t,0,2%pi)
plotimplicit(x~2+4xy~2-4,x,y)

] Tracés de courbes

plot graphe d’une expression

color parametre de plot pour la couleur
couleur choisir la couleur d’un tracé
tangent tangente a une courbe

plotparam courbe paramétrique

plotpolar courbe en polaires

plotimplicit courbe implicite

Objets graphiques 2-d

Xcas étant aussi un logiciel de géométrie, de nombreuses figures peuvent étre tracées

par des commandes du menu Geo, par exemple des polygones, des coniques... Les
arguments de ces commandes sont des points (commande point) qui peuvent en gé-
néral étre saisis directement par leur affixe complexe. Par exemple cercle(2+3%i,2)
trace le cercle centré au point (2,3), de rayon 2. La commande legende permet de
placer un texte a un endroit, lui aussi spécifié par un nombre complexe. Les fonc-
tions polygonplot et scatterplot prennent en entrée une liste d’abscisses et une liste
d’ordonnées.

1x:=[k$(k=1..10)]
ly:=apply(sin,1x)
polygonplot (1x,1y)

erase

scatterplot(lx,ly)
polygone_ouvert (lx+ix*ly)
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’ Objets graphiques ‘

legend met du texte a partir d’'un point donné
point point donné par son affixe ou 2 coordonnées
segment segment donnée par 2 points

droite droite donnée par son équation ou 2 points
cercle cercle donné par son centre et son rayon
inter intersection de courbes

equation équation cartésienne

parameq équation paramétrique

polygonplot ligne polygonale

scatterplot nuage de points

polygone polygone fermé

polygone_ouvert polygone ouvert

Objets graphiques 3-d

Pour tracer une surface définie par I’équation z = f(z,y), on utilise la commande
plotfunc, avec en arguments I’équation de la surface et la liste des deux variables. On
peut aussi indiquer les plages de valeurs des variables, et leurs pas de discrétisation.

plotfunc(x~2-y~2, [x,y])
plotfunc(x+y~2, [x=-5..5,y=-2..2] ,xstep=0.5,ystep=0.1)

On obtient une surface en dimension 3. Pour modifier le point de vue, cliquer dans la
figure 3-d, puis utilisez les touches x,X,y,Y,z,Z (rotations par rapport aux axes), + et
- pour les zooms, les fleches de direction et page up/down pour changer la fenétre de
visualisation.

On peut aussi tracer une surface paramétrée avec plotparam, dont le premier ar-
gument est une liste de taille 3 contenant les coordonnées du point et les 2 arguments
suivants sont les parametres :

plotparam([u,v,u+v] ,u=-1..1,v=-2..2)

Pour tracer des courbes paramétrées dans ’espace, on utilise aussi la commande
plotparam mais avec un seul parametre :

plotparam([u,u”2,u”3],u=-1..1)
On peut aussi tracer des objets géométriques tels que

plan(z=x+y)

droite(x=y,z=y)

A:=point(1,2,3); B:=point(2,-1,1); C:=point(1,0,0);
couleur(plan(A,B,C),cyan)

affichage(line_width_3)

droite(A,B)
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’ Graphiques 3-d ‘

plotfunc  surface par équation

plotparam surface ou courbe paramétrique

point point donné par 3 coordonnées

droite droite donnée par 2 équations ou 2 points
plan plan donné par 1 équation ou 3 points
sphere sphere donnée par centre et rayon

cone cone donné par centre, axe, angle d’ouverture

1.6 Programmation

Le langage

Xcas permet d’écrire des programmes, comme n’importe quel langage de programma-
tion. Voici ses principales caractéristiques.

e (C’est un langage fonctionnel. L’argument d’une fonction peut étre une autre
fonction. Si c’est le cas, on peut soit donner le nom de la fonction argument
dans la commande, soit sa définition : par exemple function_diff (f) ou bien
function diff (x->x72).

e Il n’y a pas de distinction entre programme et fonction : une fonction ren-
voie la valeur de la derniere instruction évaluée ou ce qui suit le mot réservé
return. Comme pour tous les environnements de calcul, programmer consiste a
étendre Xcas en lui rajoutant les fonctions souhaitées. Structurer la programma-
tion consiste a hiérarchiser les différentes fonctions qui s’appellent entre elles.

e Le langage est non typé. On distingue seulement les variables globales, qui ne
sont pas déclarées, et les variables locales, déclarées en début de fonction.

Dans un programme, lorsqu’on appelle une variable munie d’un indice, c’est une table
qui est créée, et non une liste. Une table est un conteneur d’objets analogue aux listes et
aux séquences. La différence est qu’elle peut étre indicée par autre chose qu’un entier,
par exemple une chaine de caractéres. Si a est une variable formelle, la commande
a[1] :=2 crée une table a. Pour que a soit une liste, il faut d’abord affecter a avec une
liste, et la modifier ensuite. Par exemple a:=[0$10] (si on connait a priori la taille de
la liste) ou a:=[]; (affecter la liste vide). Méme si le langage est non typé, il est donc
recommandé d’initialiser les variables avant de les utiliser.

La syntaxe de déclaration d’une fonction est la suivante.

nom_fonction(varl,var2,...):=
{
local var locl, var loc2,... ;
instructioni;
instruction2;
}
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La syntaxe des tests et des boucles est celle du langage C++-. Pour les tests :
if (condition) {clause vraie} else {clause fausse}

(le else est facultatif). La condition est un booléen, résultat d'une expression logique,
utilisant les opérateurs habituels

’ Opérateurs logiques ‘

==|=| !=| non
< || > >

<= < | >=]>

& | et | || | ou

Par exemple :

testif(a,b) :={
if ( (a==10) || (a<b) )

b:=b-a;
else

a:=a-b;
return [a,b];

s

La syntaxe de for est la suivante.
for(initialisation;test;incrementation){ corps_de_boucle }
Par exemple :

testfor(a,b) :={

local j,(s:=0);

for (j:=a;j<=b;j++)
s:=s+1/j72;
return s;

};

Attention, i désigne v/—1 et ne peut pas étre utilisé comme variable de boucle. L’ins-
truction break; permet de sortir d’'une boucle et continue; de passer immédiatement
a l'itération suivante. De nombreuses variantes sont reconnues en particulier en mode
de compatibilité avec Maple, Mupad et les TI89/Voyage 200. On peut capturer des
erreurs d’exécution par

try {bloc_erreurs_capturees}
catch (variable)
{bloc_execute_si_erreur}

28



Maths en Ligne Démarrer en Xcas UJF Grenoble

Par exemple :

try{A:=idn(2)*idn(3)}
catch(erreur)
{print("1l’erreur est "+erreur)}

Quelques exemples

Pour écrire un programme, il est conseillé d’ouvrir un éditeur de programme avec
le menu Add->Programme. Le menu Prog de I'éditeur permet d’entrer facilement les
structures de programmation. On peut ensuite sauvegarder le texte du programme
indépendamment de la session de travail pour 1'utiliser ensuite dans une autre session
de travail.

Voici un programme qui donne le quotient et le reste de la division euclidienne de
2 entiers en utilisant les fonctions iquo qui renvoie le quotient et irem qui renvoie le
reste (c’est la fonction iquorem de Xcas).

idiv2(a,b) :={

local q,r;

if (b!=0) {
q:=iquo(a,b);
r:=irem(a,b);

}

else {
q:=0;
r:=a;

}

return [q,r];

3

Saisissez cette fonction dans un éditeur de programme, testez-la (bouton 0K) puis sauve-
gardez par exemple sous le nom idiv2. cxx. Vous pouvez utiliser cette fonction dans une
ligne de commande, en tapant par exemple idiv2(25,15). Vous pourrez utiliser cette
fonction dans une autre session Xcas, en utilisant la commande read("idiv2.cxx")
ou en I'ouvrant depuis un éditeur de programme (et en le validant par OK).

Voici maintenant deux versions du calcul du PGCD de deux entiers, une version
itérative, puis une version récursive.

pgcd_iteratif(a,b) :={
local r;
while (b!=0) {
r:=irem(a,b);
a:=b;
b:=r;
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by

return a;

+;

pgcd_recursif(a,b) :={
if (b==0) return a;
return pgcd_recursif(b,irem(a,b));

};

Il arrive parfois qu’un programme ne fonctionne pas du premier coup comme prévu
(1) 11 est possible de 'exécuter en mode pas-a-pas pour le mettre au point, avec la com-
mande debug. Pour plus de détails consulter le menu Aide->Interface. Par exemple,
pour le programme idiv2, on lance la mise au point en tapant debug(idiv2(25,15)).
On peut visualiser ’état des variables a,b,r avec le bouton watch et exécuter instruc-
tion par instruction avec le bouton sst.

Style de programmation

Xcas est interprété et non compilé. Plus que le nombre de lignes du programme, c’est
le nombre d’instructions réellement exécutées qui influence le temps de calcul. En regle
générale, il est plus rapide de créer des listes ou des séquences que de programmer des
boucles. Voici quelques manieres de calculer 5000! : comparez leurs temps d’exécution.

5000!

product ([n$(n=1..5000)])

product (cumSum ([1$5000]) )

f:=1; (f:=f*n)$(n=2..5000):;f

f:=1; for(n:=1;n<=5000;n++) {f:=f*n}
f:=1;n:=1; while(n<5000) {n:=n+1; f:=f*n}

La rapidité d’exécution est parfois contradictoire avec la clarté du programme, et on
doit accepter des compromis. Dans une utilisation courante, le temps de calcul n’est pas
réellement un enjeu : on utilise en général les langages interprétés comme Xcas pour
tester des algorithmes et réaliser des maquettes. Les applications en vraie grandeur
sont codées dans des langages compilés comme C++.
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2 Entrainement

2.1 Vrai ou Faux
Vrai-Faux 1. La ligne de commande proposée affiche la valeur exacte 2 : vrai ou faux
et pourquoi ?

1. O 1+1:;
X 3-1
[J1.5+1/2
X 4/2
X sqrt(4)
[ evalf (sqrt(4))
X1~ (1+1)+17(1+1)
O (1+1) 7 (1+1)
O 1%17(1+1)
X 1+1%171
XL+ *17(1+1)
[1172/-1
13. X1/27-1

© 0 N e ot W

—_ = =
CERSIES

Vrai-Faux 2. La ligne de commande proposée affecte la valeur exacte 2 a la variable
c : vrai ou faux et pourquoi?

1. Kc:=2:;

2. Mc:=2

3. c==2

4. [ c=2

5 Kc:=4/2

6. Jc:=3/1.5
7. Mc:=(2+2)/2
8. Oc:=(2.0+2)/2
9. Oc:=2a/a
10. O c:=(2*a)/a
11. W c:=2*a/a

12. W c:=1:; c:=2%c

Vrai-Faux 3. La ligne de commande proposée affecte a la variable ¢ une expression
valide : vrai ou faux et pourquoi?
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1. Mc:=ab
2. X c:=a*b
3. Uc==a
4. Mc:= c==
5. O c:=a+(axb))/2
6. [J c=a+axb
7. Kc:=a/b
8. Oc->a/b
9. X a/b=>c
10. X c:=a/0
11. X c:=2%a/a

12. Oc:=1: c:=2x%c

Vrai-Faux 4. La ligne de commande proposée affecte la valeur 1 a b : vrai ou faux et

pourquoi ?
1. Ja:=1:; b=a
2. Xa:=1:; b:=a
3. Ma:=1:; b:="a’
4. Oa:=1:; b:="a"
5. X b:=a/a
6. X b:=a"0

Vrai-Faux 5. La ligne de commande proposée retourne la valeur exacte 2 : vrai ou faux

et pourquoi ?
1. X 2*xa/a
L] sqrt(4*a~2)/a
U simplify(sqrt(4*a~2)/a)
[ sqrt (4*a~4) / (ax*a)
X simplify(sqrt(4*a~4)/(axa))
[] expand (sqrt (4*a~4)/(axa))
X normal (sqrt(4*a~4)/(axa))
L 1n(a™2)/1n(a)
X simplify(1n(a~2)/1n(a))
. O texpand(1n(a~2)/1n(a))
. W normal (texpand(1n(a~2)/1n(a)))

e T T

—_ =
— O
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12. X -1n(exp(-2))
13. O 1/exp(-1n(2))
14. X exp2pow(1/exp(-1n(2)))
Vrai-Faux 6. La ligne de commande proposée définit la fonction f qui & x associe 22 :

vrai ou faux et pourquoi?
1. M f(x):=x"2

X f(a):=a"2
Of := x72
Of(x):=a"2

Xf := a>a"2

0 £ (x) :=evalf (x~2)

0 £(x) :=simplify(x~3/x%)

0 f(x) :=simplify (x*x*a/a)

X E:=x"2:;f:=unapply(E,x)

X f:=unapply(simplify(x~3/x),x)

© 0 N e Ot W
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e

Vrai-Faux 7. La ligne de commande proposée définit la fonction £ qui au couple (z,y)
associe le produit xy : vrai ou faux et pourquoi?

1. O f:=xxy

2. O f:=x->x*y

3. M f:=(a,b)->axb

4. X f(x,y) :=x*y

5. Uf(x,y):=xy

6. X f:=((x,y)>x)*((x,y)->y)
7. O f:=(x->x)*(y->y)

8. X f:=unapply (x*y,x,y)

9. X E:=x*y:;f:=unapply(E,x,y)

Vrai-Faux 8. La ligne de commande proposée définit la fonction £1 qui a x associe
2% x : vrai ou faux et pourquoi?

Of(x):=x"2:; f1(x):=diff(f (%))

(] f1:=diff(x"2)

X f£1:=unapply(diff(x~2),x)

X f(x):=x"2:; fl:=function diff (f)
Of(x):=x"2:; fl:=diff(f)

AN I
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6.
7.
8.

Of(x):=x"2:; fl:=diff(f(x))
X f(x):=x"2:; fl:=unapply(diff(f(x),x),x)
Of(x):=x"2:; fl:=x-—>diff(f(x))

Vrai-Faux 9. La ligne de commande proposée affecte a A I'expression 2 * x % y : vrai
ou faux et pourquoi?

1.

A B A T

X A:=diff (x"2*y)

[0 A:=x->diff (x"2*y)

D A:=diff (x"2%y,x)

O A:=diff (x"2*y,y)

L) A:=diff (x*xy~2,y)

X A:=normal (diff (x*y~2,y))

X A:=normal (diff (x"2*y~2/2,x,y))

X A:=normal (diff (diff (x"2xy~2/2,%),y))

Vrai-Faux 10. La ligne de commande proposée affiche un losange : vrai ou faux et
pourquoi ?

1.

AR B O

—
]

11

X losange(1,i,pi/3)

[J losange ((1,0),(0,1),pi/3)

X losange(point(1,0),point(0,1),pi/3)

[ parallelogramme(0,1,1+1i)

X parallelogramme(0,1,1/2+i*xsqrt(3)/2)

M quadrilatere(0,1,3/2+ixsqrt(3)/2,1/2+i*sqrt(3)/2)

X polygone(0,1,3/2+i*sqrt(3)/2,1/2+i*sqrt(3)/2)

[J polygonplot(0,1,3/2+i*sqrt(3)/2,1/2+i*sqrt(3)/2)

L] polygonplot([0,1,3/2,1/2],[0,0,sqrt(3)/2,sqrt(3)/2])
[] polygone_ouvert(0,1,3/2+ixsqrt(3)/2,1/2+i*sqrt(3)/2)
X polygone_ouvert(0,1,3/2+ixsqrt(3)/2,1/2+i*sqrt(3)/2,0)

Vrai-Faux 11. La ligne de commande proposée affiche le cercle unité : vrai ou faux et
pourquoi ?

1.
. Oarc(-1,1,2%pi)

X cercle(0,1)

2
3. Marc(-1,1,pi), arc(-1,1,-pi)

4.

5. W plot(sqrt(1-x72)), plot(-sqrt(1-x72))

[ plot(sqrt(1-x72))
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X plotimplicit(x~2+y~2-1,x,y)
[0 plotparam(cos(t),sin(t))
X plotparam(cos(t)+i*sin(t))

© 0 N

X plotparam(cos(t)+i*sin(t),t)
10. X plotparam(exp(i*t))
11. U plotparam(cos(t)+i*sin(t),t,0,pi)
12. X plotparam(cos(t)+i*sin(t),t,0,2*pi)
13. X plotpolar(l,t)
14. X plotpolar(l,t,-pi,pi)
15. X plotpolar(1l,t,0,2*pi)
Vrai-Faux 12. La ligne de commande proposée retourne la liste [1,2,3,4,5] : vrai ou
faux et pourquoi?
1. X [1,2,3,4,5]
Oop([1,2,3,4,5])
X nop(1,2,3,4,5)
[ seq(i,i=1..5)
[ seq(j=1..5)
O seq(j,j=1..5)
0 seq(j,j,1..5)
X seq(j,j,1,5)
X seq(j,j,1,5,1)
X [seq(j,j=1..5)]
X nop(seq(j,j=1..5))
O [k$k=1..5]
X [k$(k=1..5)]
O [k+1$(k=0..4)]
X [(k+1)$(k=0..4)]
X cumSum([1$5])
O sort(5,2,3,1,4)
X sort([5,2,3,1,4])
O makelist(k,1,5)
20. M makelist(x->x,1,5)

© 0N o e W
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Vrai-Faux 13. La ligne de commande proposée retourne la liste
[1.0,0.5,0.25,0.125,0.0625] : vrai ou faux et pourquoi ?
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14.
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X 0.57[0,1,2,3,4]
02~(-[0,1,2,3,4])
X2.07(-[0,1,2,3,4])

X 2~-evalf ([0,1,2,3,4])

X evalf(2°(-[0,1,2,3,4]))

U seq(27(-n) ,n=0..4)

X evalf ([seq(27(-n),n=0..4)])
[J1/evalf(2°n$(n=0..4))

(] evalf (2°n$(n=0..4))"(-1)

X [evalf (27n$(n=0..4))]1"(-1)

. X evalf (nop(27n$(n=0..4))"(-1))
Ma:=[]:; (a:=append(a,0.57k))$(k=0..4):; a

O makelist (k->2"(-k),0,4)
X f:=x->2.0"(-x):; makelist(f,0,4)

Vrai-Faux 14. Soit 1 la liste [1,0,2,0,3]. La ligne de commande proposée retourne
I’entier 10203 : vrai ou faux et pourquoi?

1.

—
e

R N R

X 1%10"[4,3,2,1,0]
[11%10~[0,1,2,3,4]

X revlist(1)*10°[0,1,2,3,4]
X 1*seq(10°n,n,4,0,-1)

X expr(char(sum(1,48)))

X 1*nop(seq(10°n,n=(4..0)))
X 1x10"nop (j$(j=4..0))

00 1x107(j$(j=4..0))

1510 (j$(j=4..0))

X 1*nop(107j)$(j=4..0))

Vrai-Faux 15. Soit n 'entier 10203. La ligne de commande proposée retourne la liste
d’entiers [1,0,2,0, 3] : vrai ou faux et pourquoi ?

1. O (floor(n/107k)-floor (n/107 (k+1))*10) $ (k=4. .0)

2. X [(floor(n/107k)-floor (n/107 (k+1))*10)$(k=4..0)]
3. U seq(iquo(n,107k)-10*iquo(n,10” (k+1)) ,k=4..0)

4. M nop(seq(iquo(n,107k)-10*iquo(n,107 (k+1)) ,k=4..0))
5

X revlist(convert(n,base,10))
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6. X sum(asc(string(n)),-48)
7. [ string(n)
8. Omid(string(n),k,1)$(k=0..4)
9. O mid(string(n),k,1)$(k=0..4)]
10. X [expr(mid(string(n),k,1))$(k=0..4)]

Vrai-Faux 16. Le polynome P = X* + 2X? + 3 a été affecté par la commande
P:=X"4+2xX"2+3. La ligne de commande proposée affiche le polynéme réciproque

3*xX~4+2xX"2+1 : vrai ou faux et pourquoi?
1. X poly2symb(revlist (symb2poly(P)))
O X~4*subst (P,X,1/X)
X normal (X~ 4*subst (P,X,1/X))
U normal (subst(P,X,1/X))
X normal (subst(P/X"4,X,1/X))
X normal (X"“degree (P) *subst (P,X,1/X))
X getNum(subst (P,X,1/X))
[ £ :=unapply(P,X) :; part(£(1/X),1)

© X N e W

2.2 Exercices

X f:=unapply(P,X):; part(normal(f(1/X)),1)

1l y a souvent plusieurs manieres d’obtenir le méme résultat en Xcas. On s’efforcera

de choisir les solutions les plus compactes.

Exercice 1. Vérifier les identités suivantes.

1. (21/3 +41/3) (21/3 41/3) =6
7/4 = 4arctan(1/5) — arctan(1/239)
sin(5x) = 5sin(x) — 20sin®(x) + 15 sin®(z)
(tan(z) + tan(y)) cos(z) cos(y) = sin(z + y)
cost(x) + sin®(z) = 1 — 3sin?(z) cos*(x)
In(tan(x/2 + 7/4)) = argsinh(tan(x))

SEEEAN

Exercice 2. Transformer la fraction rationnelle

ot 3 — 42 — Ax
x4’ —a?2—2

en les fractions suivantes

(x+2)(z+1)(x—2) 2*+a23—42®—4x

B+ar2—xz—1 7 z(x—1)(r+1)?

37




Maths en Ligne Démarrer en Xcas UJF Grenoble

x? 1

(x —1)(x+1) _4(x—1)(:v+1) '

Exercice 3. Transformer la fraction rationnelle

23— yr? — yx + y?
3 —yr2—x+y

2

en les fractions suivantes

2x2—y’ 5 z? -y |
x?2—1 (x —1)(x+1)
y—1 y—1 y—1
92— 29 .
x—l—kx—l—l7 2 —1

Exercice 4. On considere les fonctions f définies par

1

flx) =+Ver —1, f(x):ﬁ’
B 1 _ In(x)
fle) = 1 + sin(z) + cos(x) ’ fle) = z(x2 4+ 1)2

Pour chacune de ces fonctions :
1. Calculer une primitive F'.

2. Calculer F'(z) et montrer que F'(x) = f(x) apres simplifications.

Exercice 5. On considére les intégrales définies I = [” f(z) dz suivantes.

11 1
/ —dz, / xarctan(z) dz,
0

-2 T

w/2 w/2
/ \/cos(x) dzx / z* sin(z) cos(x) dz .
0 0

Pour chacune de ces intégrales :
1. Calculer la valeur exacte, puis approchée de I'intégrale I.

2. Pour n = 100, puis n = 1000, et pour tout j =0,...,n, on pose x; = a + j(b —
a)/n, et y; = f(x;). Calculer la valeur approchée de I'intégrale I par la méthode
des rectangles a gauche :

L= fe) iy — 1)

=0

3. Méme question avec la méthode des trapezes :

Zi Fla) 4+ Fley)) o — )
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Exercice 6. On consideére la fonction f qui au couple (z,y) associe f(z,y) = cos(zy).

1.

2.

3.

On pose xy = yo = /4. Définir la fonction qui & (u, v, t) associe
f(ﬂf() + Ut, Yo + Ut) .

Définir la fonction g qui a t associe la dérivée partielle par rapport a t de la
fonction précédente (dérivée directionnelle).

Calculer le gradient de la fonction f au point (xg,yo), puis le produit scalaire de
ce gradient avec le vecteur (u,v). Donner ce résultat en fonction de g.

Exercice 7. On considere 1'équation z2 — (a — 1)2% + a*x — a® = 0 comme une équation

en .
1.

4.

Représenter graphiquement la solution x en fonction de a a I’aide de la fonction
plotimplicit.

Calculer les trois solutions de 1’équation, en utilisant rootof pour la premiere,
en éliminant la premiere avec quo et en trouvant les deux dernieres solutions en
résolvant I’équation du second degré (utiliser coeff pour calculer le discriminant
de I’équation).

Représenter graphiquement chacune des trois racines sur le méme graphique avec
une couleur différente, et pour les valeurs de a telles que ces solutions soient
réelles (on pourra utiliser resultant pour trouver les valeurs de a pour lesquelles
I’équation possede une racine multiple en x, ces valeurs sont les bornes possibles
des intervalles en a ou chacune des racines sont réelles).

Donner la valeur des solutions pour a = 0, 1, 2.

Exercice 8. On consideére les limites suivantes.

sin(z)

lim , lim (sin(2))Y*, lim (1+1/2)%, lim (2% 4 3%)Y/°

z—=0 x—0+ x——+00 z—+00

Pour chacune d’entre elles :

1.
2.

Donner sa valeur exacte.

Trouver une valeur de x telle que la distance de f(z) a la limite soit inférieure a
1073,

Exercice 9. Représenter les fonctions f suivantes, en choisissant l'intervalle des abs-
cisses et des ordonnées, de fagon a obtenir la représentation la plus informative possible.

1.

Ll

flx) =1/x
flz) = e".
f(x) =1/ sin(z)
f(x) = x/sin(z)
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d.

f(z) =sin(x)/x.

Exercice 10. On considére la fonction f(z) =32 + 1+ 4 In((r — 2)?).

1. Vérifier que cette fonction prend des valeurs négatives sur RT. Représenter la
fonction sur l'intervalle [0, 5].

2. Déterminer € > 0 tel que Xcas donne une représentation correcte de la fonction
sur U'intervalle [1 — €, 7 + €.

Exercice 11.

1. Représenter la fonction exp(z) sur Uintervalle [—1,1]. Sur ce graphique, tracer
aussi les représentations des polyndémes de Taylor de cette fonction en x = 0, aux
ordres 1,2, 3, 4.

2. Méme question pour l'intervalle [1,2].

3. Représenter la fonction sin(z) sur l'intervalle [—m, 7]. Sur le méme graphique,

superposer les représentations des polynémes de Taylor de cette fonction en z = 0,
aux ordres 1, 3, 5.

Exercice 12. Superposer les représentations suivantes sur le méme graphique, allant
de 0 a 1 en abscisse et en ordonnée.

1.
2. Le graphe de la fonction f : x+ 1/6 + x/3 + 22/2.
3.
4

. Un segment vertical allant de I’axe des = au point d’intersection de la fonction f

D.

La premiere bissectrice (y = x).

La tangente a la fonction f au point z = 1.

et de la premiere bissectrice, et un segment horizontal allant de ce point d’inter-
section a 'axe des y.

Les chaines de caracteres "point fixe" et "tangente", positionnées sur le graphique.

Exercice 13. Le but de l'exercice est de représenter sur un méme graphique des fa-
milles de fonctions. On choisira le nombre de courbes, I'intervalle de représentation, les
échelles en z et y ainsi que le pas de discrétisation des abscisses, de fagon a obtenir la
représentation la plus informative possible.

1.
2.
3.

*. pour a allant de —1 a 1.

Fonctions f,(z) = z%~
Fonctions f,(z) = 1/(z — a)?, pour a allant de —1 & 1.

Fonctions f,(z) = sin(az), pour a allant de 0 a 2.

Exercice 14. Pour chacune des courbes paramétrées suivantes, on choisira un intervalle
de valeurs du parametre assurant une représentation complete et suffisamment lisse.

1.

{x(t) — sin(t)

y(t) = cos’(t)
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{a:(t) = sin(41t)
y(t) = cos3(61)

{:p(t) = sin(132t)
y(t) = cos®(1261)

Exercice 15. Le but de 'exercice est de visualiser de différentes maniéres la surface
définie par z = f(z,y) = x y?. Ouvrir une fenétre de géométrie 3-d.

1. Choisir un domaine de représentation et les pas de discrétisation, de maniere a
obtenir une représentation informative avec plotfunc.

2. Créer un parametre a modifiable a la souris avec la fonction assume. Représenter
la courbe définie par z = f(a,y), puis faites varier le parametre a la souris.

3. Créer un parametre b modifiable a la souris. Représenter la courbe définie par
z = f(z,b), puis faites varier le parametre a la souris.
Exercice 16. Le but de I'exercice est de visualiser un céne de différentes manieres.
1. Représenter la surface d’équation z = 1 — \/x? + 2.

2. Représenter la surface paramétrée définie par :

x(u,v) = wu cos(v)
y(u,v) = wusin(v)
z(u,v) = 1—wu.

3. En choisisant une valeur de a suffisamment grande, représenter la courbe para-
métrée définie par :

x(t) = t cos(at)
y(t) = tsin(at)
z(t) = 1—t.

xz(t) = a cos(t)

y(t) = asin(t)
2(t) = 1—a.

5. Représenter le méme cone en utilisant la fonction cone.

Exercice 17.
1. Engendrer une liste [ de 100 entiers au hasard entre 1 et 9.
2. Vérifier que 'ensemble des valeurs de [ est contenu dans {1,...,9}.

3. Extraire de la liste [ toutes les valeurs > 5.
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4. Pour tout k =1,...,9, compter combien de valeurs de la liste [ sont égales a k.

Exercice 18. Si x est un réel, la fraction continue a l'ordre n de x est une liste
lag, .. .,a,] d’entiers, dont le premier terme aq est la partie entiére de z. Pour tout
n > 0, a, est la partie entiere de l'inverse de la partie décimale de a,_;. La liste
lag, . .., a,] est associée au rationnel

Up = Qg + 1
Gt 1

Pour z € {m,v/2,e} et n € {5,10} :
1. Calculer [ag, ..., ay,)].
2. Comparer votre résultat avec celui que donne la fonction dfc de Xcas.

3. Calculer u,, et donner la valeur numérique de x — u,,.

Exercice 19. Ecrire (sans utiliser de boucle) les séquences suivantes :

1. Nombres de 1 a 3 par pas de 0.1.

2. Nombres de 3 a 1 par pas de —0.1.

3. Carrés des 10 premiers entiers.

4. Nombres de la forme (—1)"n? pour n = 1,..., 10.

5. 10 "0" suivis de 10 "1".

6. 3 "0" suivis de 3 "1", suivis de 3 "2",..., suivis de 3 "9".

7. "1", suivi de 1 "0", suivi de "2", suivi de 2 "0",..., suivi de "8", suivi de 8 zéros,
suivi de "9".

8. 1"1" suivi de 2 "2", suivis de 3 "3",..., suivis de 9 "9".

Exercice 20.
1. Définir les polynémes de degré 6 suivants.
(a) polyndéme dont les racines sont les entiers de 1 a 6.

(b) polynome dont les racines sont 0 (racine triple), 1 (racine double) et 2 (racine
simple).

(c) polynome (z? —1)3.
(d) polynéme z°® — 1.

2. Ecrire (sans utiliser la fonction companion) la matrice compagnon A associée &
chacun de ces polynémes. On rappelle que la matrice compagnon associée au
polynome :

P:xd+ad_1xd_1+---+alaz~l—ao,
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3.
4.

est :
0 1 0 0
A=
: . 0
0 ... 0 1
—Qp —a —0ad—1

Calculer les valeurs propres de la matrice A.

Calculer le polyndéme caractéristique de A.

Exercice 21.

1.

Ecrire la matrice carrée A d’ordre 4, telle que ajx = a si j = k et ajp = b si
j # k, ot a et b sont des variables.

2. Calculer et factoriser le polynéme caractéristique de A.

3. Déterminer une matrice orthogonale P telle que ‘P AP soit une matrice diagonale.

4. Utiliser la question précédente pour définir la fonction qui & un entier n associe

la matrice A™.

Calculer A%, pour £ = 1,...,6 en effectuant les produits matriciels, et vérifier
que la fonction définie a la question précédente donne bien le méme résultat.

Exercice 22.

1.

AN Sl R

Ecrire la matrice carrée N d’ordre 6, telle que nj, = 1 si k= j + 1 et n;; = 0 si
k#3541

Calculer N? pour p=1,...,6.

Ecrire la matrice A = 21 + N, oll z est une variable.

Calculer AP, pour p=1,...,6.

Calculer exp(At) en fonction de z et ¢ :

(o) tp
exp(At) =T+ —A”.
p=1P"

Exercice 23. Ecrire les fonctions suivantes, sans utiliser de boucle.

1.

La fonction f prend en entrée un entier n et deux réels a, b et retourne la matrice
A dont les termes diagonaux valent a, tous les autres termes étant égaux a b.

La fonction g prend en entrée un entier n et trois réels a,b,c et retourne la
matrice A = (a;k);k=1,.» dont les termes diagonaux sont égaux a a, les termes
ajj+1 égaux a b et termes a;4;; égaux a ¢, pour j = 1,...,n—1 (les autres termes
sont nuls).
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3. La fonction H prend en entrée un entier n et retourne en sortie la matrice A =
(@jk)jk=1,.n définie par a;, = 1/(j + k + 1) (matrice de Hilbert). Comparer le
temps d’exécution de votre fonction avec celui de la fonction hilbert.

4. La fonction V' prend en entrée un vecteur x = (z;)j=1,., et retourne en sor-
. . _ s AW A .
tie la matrice A = (a;)jp=1,.n définie par a;, = = (matrice de Vander-
monde). Comparer le temps d’exécution de votre fonction avec celui de la fonction
vandermonde.

5. La fonction T prend en entrée un vecteur = (x;);—1,. , et retourne en sortie la
matrice A = (a;x)jk=1,.n définie par a;, = x|;_g+1 (matrice de Toeplitz).

Exercice 24. Ecrire les fonctions suivantes. Toutes prennent en entrée une fonction f
(de R dans R), et trois valeurs &, To €t Zyaee (Supposées telles que T, < o < Toaz)-

1. derive : Elle calcule et représente graphiquement la dérivée de f sur 'intervalle
[Timin, Tmaz|- Elle retourne la valeur de f/(xg).

2. tangente : Elle représente la fonction f sur U'intervalle [, Timaz|, €lle superpose
sur le méme graphique la tangente a f au point xg, et retourne I’équation de cette
tangente comme un polynéme du premier degré.

3. araignee : Elle représente la fonction f sur l'intervalle [, Timaz], ainsi que la
droite d’équation y = = (premieére bissectrice). Elle calcule et retourne les 10 pre-
miers itérés de f en xg (v = f(x0),22 = f o f(xg),...). Elle représente la suite
de segments, alternativement verticaux et horizontaux, permettant de visuali-
ser les itérations : segments joignant (zo,0), (zo,x1), (z1,21), (z1,%2), (T2, 22),
... (comparer avec la fonction plotseq).

4. newton_graph : Elle représente la fonction f sur lintervalle [Z,in, Tmas]. Elle
calcule et retourne les dix premiers itérés de la suite définie a partir de zy par la
méthode de Newton : x1 = xg— f(x0)/f'(z0), x2 = 1 — f(x1)/f'(x1) ... Les va-
leurs de la dérivée sont approchées. La fonction représente sur le méme graphique
les segments permettant de visualiser les itérations : segments joignant (xo,0),

(o, f(20)), (21,0), (w1, f(21)), (£2,0), (22, f(22)),. .. (comparer avec la fonction
newton)

Exercice 25. On note D le carré unité : D =]0, 1[2. Soit ® Papplication définie sur D
par

0ay) = Glotle) = (15 12 )

1. Calculer I'inverse de I'application ®.

2. Déterminer et représenter graphiquement I'image par ® du domaine D : A =
d(D).

3. Soit A(x,y) la matrice jacobienne de ® en un point (z,y) de D, et B(z,t) la

matrice jacobienne de ®~! en un point (z,y) de A. Calculer ces deux matrices,
vérifier que B(®(z,y)) et A(z,y) sont inverses 'une de l'autre.
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4. Soit J(z,t) le déterminant de la matrice B. Calculer et simplifier J(z,t).

5. Calculer
//( 1+x+y )dxdy.
(1+y)

12:/A(1+z)(1+t)dzdt,

6. Calculer

et vérifier que I, = I>.

2.3 QCM

Donnez-vous une heure pour répondre a ce questionnaire. Les 10 questions sont
indépendantes. Pour chaque question 5 affirmations sont proposées, parmi lesquelles 2
sont vraies et 3 sont fausses. Pour chaque question, cochez les 2 affirmations que vous
pensez vraies. Chaque question pour laquelle les 2 affirmations vraies sont cochées
rapporte 2 points.

Question 1. La ligne de commande proposée affiche la valeur exacte 2.

evalf(273/4)
normal (273/4)
27 (3/4)

D] 273/4;

273/4.

Question 2. On suppose que la variable a n’a pas été affectée. La ligne de commande
proposée affiche la valeur exacte 2.

Al (2%a)/a

E 2%a/a

normal ((a+a)/a)
E‘ logb(a~2,a)

E expand((ata)/a)

Question 3. La ligne de commande proposée affiche la valeur exacte 2 a la variable c.

c:=4/2
c=2/1

c==2

@ c:=sqrt(4)

c:=4/2.

Question 4. On suppose que la variable a a été affectée a la valeur exacte 1. La ligne
de commande proposée affecte la valeur exacte 2 a la variable b

b=ata
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b:=2.%*a/a
b:=3*a-a
@ b:=a"2
b:=a"2+a

Question 5. On suppose que la variable a n’a pas été affectée. La ligne de commande
proposée affiche la valeur exacte 2.

normal (sqrt(4*a~4)/a~2)

normal (sqrt(4*a~2)/a)

simplify(1n(a~2)/1n(a))

@ normal (1n(a~2)/1n(a))

simplify(sqrt(4*a~2/a)

Question 6. La ligne de commande proposée définit la fonction £ qui & x associe sin(z).
f:=sin
f:=sin(x)
f :=unapply(sin(x))
@ f(x) :=sin(x)

f=x->sin(x)

Question 7. La ligne de commande proposée retourne I'expression sin(x)

x->sin(x)

diff (cos(x),x)
int(cos(x))

E‘ -diff (cos(y) ,x)

E -diff (y*cos(x),x,y)

Question 8. La ligne de commande proposée retourne la liste [4,3,2,1]

E‘ seq(j,j,1,4,-1)
[6-k$k=1..4]

B
seq(5-k,k,1,4)
D]

cumSum(4,-1,4)
revlist ([k$(k=1..4)]

Question 9. La ligne de commande proposée retourne la liste [1,2,4,8]

seq(27k,k,1,3)
2" [k$ (k=0..3)]
27seq(0,3,1)

D] [27k$(k=0..3)]

[2°k$k=0. .3]

Question 10. La ligne de commande proposée affiche le carré unité
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E polygone(0,1,1)

E quadrilatere(0,1,1+i
parallelogram(0,1,i)
E‘ losange(0,1,pi/2)
E polygone(0,1,1+i,1i)

dA-01 dd-6 08 dD-L AV-9 OV G dD ¥ AV-€ D¢ Ad-T : sesuodoy

2.4 Devoir

Essayez de bien rédiger vos réponses, sans vous reporter ni au cours, ni au corrigé. Si
vous souhaitez vous évaluer, donnez-vous deux heures ; puis comparez vos réponses avec
le corrigé et comptez un point pour chaque question a laquelle vous aurez correctement
répondu.

Questions de cours :

1. Pourquoi la commande sqrt(a~2-2xaxb+b~2) ne retourne-t-elle pas a-b? Par
quelles commandes faut-il la compléter pour obtenir a-b?

2. Expliquer la différence entre les deux commandes suivantes.
sin(evalf (10715%pi))
evalf (sin(10715%*pi))

3. On exécute la commande f:=x"2. Expliquer pourquoi la commande f(2) ne
retourne pas 4. Que faudrait-il saisir pour obtenir 4?7

4. Expliquer la différence entre les commandes size([a$10]) et size (%{a$10%}).

5. Expliquer la différence entre les commandes diff (x"2*xy~2) et diff (X"2*Y"2).
Quelle commande retourne la liste [2zy?, 222y] ?

Exercice : Le but de I'exercice est d’étudier des formules « a la Machin » qui relient
entre elles des combinaisons linéaires de valeurs de la fonction arctan pour des va-
leurs inverses d’entiers. L’intérét de ces formules est de fournir, par 'intermédiaire du
développement en série entiere de arctan, des approximations de .

1. Vérifier les formules :

1 T
pour z > 0 arctan <) =5 arctan(z) ,
x

1 T
pour x < 0 arctan () =5 arctan(zx) .
T

2. Soient a, b, ¢ trois réels strictement positifs tels que 1+a? = be. Vérifier la formule

suivante. ] ] |
arctan <) = arctan () -+ arctan < )
a a+b a+c
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3.

Vérifier directement le cas particulier de la formule précédente obtenu pour b =1 :

1 1 1
arctan () = arctan ( ) + arctan ()
a a+1 a+a?+1

Ecrire une fonction Xcas Machin, qui prend en entrée un entier n, et itere n fois
la formule précédente a partir de a = 1. Elle retourne une liste d’entiers [a;] de

longueur 2", telle que :
s 1
- = Z arctan | — | .
4 J <aj )

5. Vérifier la formule obtenue avec la fonction Machin, pour n = 3.

6. Pour tout entier n, on note P, le polynéme de Taylor de la fonction arctan a

lordre 2n +1en O :

P = i ﬂ X 2k+1
), = )

i K
Ecrire une fonction taylor_atan, qui prend en entrée un entier n, et qui retourne
le polynéme P,.
Calculer la valeur exacte de s = >, Pi4(1/ag), ou les ay sont les éléments de la
liste obtenue par Machin(3).

8. Calculer la valeur approchée de m/4 — s avec une précision de 25 décimales.

9. Vérifier la formule de Machin :

10.

11.
12.
13.

14.

1 1
arctan(1) = 4 arctan <> — arctan <>
5 239
On considere les deux nombres complexes
u=(1+5i) et v=(1+239).

Calculer —4arg(u) + arg(v), ainsi que arg(u~4v). En déduire :

3

T —4arctan(b) + arctan(239) .

En déduire la formule de Machin.
Calculer la valeur exacte de 4P14(1/5) — P14(1/239)

Calculer la valeur approchée de w/4 — 4Py4(1/5) + P14(1/239) avec une précision
de 25 décimales.

Vérifier la formule de Stormer :

T 1 1 1
— =44 — — ) =12 — 24 — ] .
1 arctan (57> + 7 arctan (239> arctan (682) + 24 arctan <12943)

En utilisant 'approximation par le polynéme de Taylor P4, calculer la valeur
approchée de la différence des deux membres avec une précision de 60 décimales.
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15.

Vérifier la formule de Takano :

1 1 1
% = 12 arctan (49> + 32 arctan <57> — Harctan () + 12 arctan (

239 110443 ) '

En utilisant 'approximation par le polynéme de Taylor P4, calculer la valeur
approchée de la différence des deux membres avec une précision de 60 décimales.

2.5 Corrigé du devoir

Questions de cours :

1. Le logiciel n’effectue la simplification que si on le lui demande.
simplify(sqrt(a~2-2*a*b+b~2)) retourne abs(a-b). Pour obtenir a-b, il faut
saisir I'hypothese assume (a>b).

2. Dans la premiere commande, la valeur numérique est calculée d’abord. Les calculs
étant effectués par défaut avec une précision de 10714, I’écart entre la valeur exacte
et la valeur numérique de 107 est important, ce qui explique que I'image par la
fonction sinus soit loin de 0. Dans la seconde commande au contraire, le calcul
de sin(10%7) est exact, et donne donc la valeur 0, dont la valeur numérique est
0.0.

3. L’exécution de f:=x"2 affecte 'expression x? a la variable f mais ne définit pas
une fonction. Pour obtenir 4, il faudrait définir la fonction f par
f :=unapply(x~2,x); ou bien
f:=x->x72;.

A partir de 'expression x2, on peut aussi substituer la valeur 2 & z :
f:=x"2; subs(f,x,2);

4. La commande [a$10] crée la liste composée par 1’élément a répété 10 fois. Sa
taille est donc 10. A partir de la séquence ou a est répété 10 fois, la commande
%{a$10%} crée un ensemble, dont les éléments sont tous différents. Sa taille est
donc 1.

5. Par défaut, diff calcule la dérivée partielle d'une expression par rapport a la
variable z. Dans le premier cas, on obtient 2zy?, dans le second cas on obtient
0, car la variable x n’apparait pas dans I’expression. Pour obtenir le gradient, il
faut utiliser grad, en spécifiant les variables : grad(x~2xy~2, [x,y]).

Exercice :

1. assume(x>0);
simplify(atan(1/x)+atan(x));
assume (x<0) ;
simplify(atan(1/x)+atan(x));

2. assume(a>0); assume(b>0); assume(c>0);

simplify(subs(atan(1/(a+b))+atan(1l/(a+c)),c=(1+a~2)/b))
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3. simplify(atan(1/(a+1))+atan(1/(a"2+a+1)))
4. La fonction suivante utilise apply pour transformer les listes :

Machin(n) :={
local a,l1,j,x;
a:=[1]; 1:=a;
for (j:=0;j<n;j++)
{
1:=apply(x->x+1,a);
a:=apply(x->x"2+x+1,a);
a:=append(a,op(1l));
}
return(a);

I
Voici une fonction récursive, qui retourne une séquence.

Machin(a,n) :={
local b,c;
b:=a+1;
c:=a"2+a+l;
if (n==1) return b,c;
return machini(b,n-1) ,machini(c,n-1);
}
5. 1:=Machin(3)
simplify(sum(apply(x->atan(1/x),1)))
6. taylor_atan(n) :=convert(taylor(atan(x),x=0,2*n+1),polynom) ;

ou
taylor_atan(n) :=truncate(taylor(atan(x) ,x=0,2*n+1),2*n+1);
ou

taylor_atan(n) :={
local s,P;
s:=series(atan(x),x,0,2*n+1);
P:=convert (s,polynom) ;

return(P) ;

T

7. P14:=unapply(taylor_atan(14),x);
s1:=sum(apply (x->P14(1/x),1));

8. Digits:=25;
evalf (pi/4-s1);
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9. simplify(atan(1)-4*atan(1/5)+atan(1/239));
10. u:=1+5%i; arg(u);
v:=1+239%i); arg(v);
—-4xarg(u)+arg(v) ;
simplify(arg(u~{-4}*v));
Les deux calculs d’argument donnent la méme valeur : 37 /4.

11. De la formule
31

4
obtenue a la question précédente, on passe a la formule de Machin par
arctan(l/z) = w/2 — arctan(x) (question 1).

12. s2:=4%P14(1/5)-P14(1/239)

13. evalf(pi/4-s2)

14. c:=[44,7,-12,24]; v:=[57,239,682,12943];
simplify(c*apply (x->atan(1/x),v));
s3:=c*apply (x->P14(1/x),v);

Digits:=60;
evalf (pi/4-s3);

15. ¢:=[12,32,-5,12]; v:=[49,57,239,110443];
simplify(c*apply (x->atan(1/x),v));
s4:=c*apply(x->P14(1/x),v);
evalf (pi/4-s4);

= —4 x arctan(5) + arctan(239)
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3 Compléments

3.1 Les regrets de Babbage

Quand Charles Babbage (1791-1871), publie « Passages from the Life of a Philo-
sopher » au soir de sa vie, il avertit le lecteur qu’il ne s’agit pas d’'une autobiographie,
car la vie d’un savant importe moins que ses travaux. Des travaux, il en a produit
beaucoup sur des sujets les plus divers. Pourtant il est amer : son ccuvre majeure n’a
pas été reconnue a sa juste valeur dans son pays. Pire : elle n’a jamais vraiment vu le
jour. Le ton est donné des la dédicace a Victor Emmanuel 11, roi d’Italie.

In 1840 the King Charles Albert, invited the learned of Italy to assemble in
his capital. At the request of her most gifted Analyst, I brought with me the
drawings an explanations of the Analytical Engine. These were thoroughly
examined, and their truth acknowledged by Italy’s choicest sons.

To the King, your father, I am indebted for the first public and official
acknowledgement of this invention.

Sous une autosatisfaction et un détachement affectés, la suite est tout aussi amere :
depuis les longues pages consacrées a ses démarches pour obtenir des financements, a
ses difficultés a étre exposé ou publié en Angleterre, jusqu’aux tout aussi longues pages
sur ses amis savants italiens, allemands, suédois ou francais qui (eux) ont reconnu sa
valeur.

Le chapitre XXVI « Street nuisances » éclaire quelque peu les interactions de Bab-
bage avec ses contemporains.

During the last ten years, the amount of street music has so greatly in-
creased that it has now become a positive nuisance to a very considerable
portion of the inhabitants of London. It robs the industrious man of his
time ; it annoys the musical man by its intolerable badness ; it irritates the
invalid ; deprives the patient who at great inconvenience has visited London
for the best medical advice, of that repose which, under such circumstances,
is essential for his recovery; and it destroys the time and the energies of
all the intellectual classes of society by its continual interruptions of their
pursuits.

... et de lister tous les « intruments de torture » ainsi que les différentes nationalités et
classes sociales coupables de les utiliser dans les rues a toute heure du jour et de la nuit.
Incluant parmi les « nuisances de rues » 'usage immodéré et éminemment périlleux des
cerceaux par les enfants, Babbage énumere toutes ses tentatives pour faire cesser ces
scandales, et en appelle aux forces de 'ordre, a la promulgation d’une loi et a la création
d’associations anti-nuisances... non sans reconnaitre implicitement que la vigueur de
son combat n’était peut-étre pas étrangere au fait que certaines de ces nuisances aient
pu lui étre explicitement destinées (vous l'auriez parié 7).

Et pourtant...! Quand il explique le principe de son Analytical Engine dans le
chapitre viI1, quelle clarté, quelle puissance visionnaire !
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It is known as a fact that the Jacquard loom is capable of weaving any
design which the imagination of man may conceive. It is also the constant
practice for skilled artists to be employed by manufacturers in designing
patterns. These patterns are then sent to a peculiar artist, who, by means
of a certain machine, punches holes in a set of pasteboard cards in such a
manner that when those cards are placed in a Jacquard loom, it will then
weave upon its produce the exact pattern designed by the artist.

Now the manufacturer may use, for the warp and weft of his work, threads
which are all of the same colour ; let us suppose them to be unbleached or
white threads. In this case the cloth will be woven all of one colour; but
there will be a damask pattern upon it such as the artist designed.

But the manufacturer might use the same cards, and put into the warp
threads of any other colour. Every thread might even be of a different
colour, or of a different shade of colour; but in all these cases the form of
the pattern will be precisely the same— the colours only will differ.

The analogy of the Analytical Engine with this well-known process is nearly
perfect.

The Analytical Engine consists of two parts :—

1st. The store in which all the variables to be operated upon, as well as all
those quantities which have arisen from the result of other operations, are
placed.

2nd. The mill into which the quantities about to be operated upon are
always brought.

Every formula which the Analytical Engine can be required to compute
consists of certain algebraical operations to be performed upon given let-
ters, and of certain other modifications depending on the numerical value
assigned to those letters.

There are therefore two sets of cards, the first to direct the nature of the
operations to be performed — these are called operation cards : the other to
direct the particular variables on which those cards are required to operate
— these latter are called variable cards.

The Analytical Engine is therefore a machine of the most general nature.
Whatever formula it is required to develop, the law of its development must
be communicated to it by two sets of cards. When these have been placed,
the engine is special for that particular formula. The numerical value of
its constants must then be put on the columns of wheels below them, and
on setting the Engine in motion it will calculate and print the numerical
results of that formula.

Every set of cards made for any formula will at any future time recalculate
that formula with whatever constants may be required.
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Pensez qu’il y a encore 30 ans, les programmes étaient effectivement transmis aux
ordinateurs par un paquet de cartes perforées. Comme le dit la citation de Byron que
Babbage a placé en exergue du chapitre : « Man wrongs and Time avenges ».

Comme il le rappelle dans sa dédicace, Babbage est invité a Turin en 1840, et peut
exposer ses idées a des auditeurs attentifs. L'un d’eux Louis-Frédéric Ménabréa (1809—
1896), natif de Chambéry, deviendra une des figures de la vie politique italienne apres
I'indépendance. En attendant, ce n’est qu'un jeune ingénieur, a qui ’on confie la tache
de résumer les exposés de Babbage, et de les publier[l]

Some time after the appearance of his memoir on the subject in the “Bi-
bliotheque Universelle de Geneve,” the late Countess of Lovelace informed
me that she had translated the memoir of Menabrea. I asked why she had
not herself written an original paper on a subject with which she was so
intimately acquainted ? To this Lady Lovelace replied that the thought had
not occurred to her. I then suggested that she should add some notes to
Menabrea’s memoir ; an idea which was immediately adopted.

We discussed together the various illustrations that might be introduced :
I suggested several, but the selection was entirely her own. So also was
the algebraic working out of the different problems, except, indeed, that
relating to the numbers of Bernoulli, which I had offered to do to save
Lady Lovelace the trouble. This she sent back to me for an amendment,
having detected a grave mistake which I had made in the process.

The notes of the Countess of Lovelace extend to about three times the
length of the original memoir. Their author has entered fully into almost
all the very difficult and abstract questions connected with the subject.

These two memoirs taken together furnish, to those who are capable of
understanding the reasoning, a complete demonstration— That the whole
of the developments and operations of analysis are now capable of being
executed by machinery.

De nombreux travaux ont été consacrés a la figure attachante d’Ada Lovelace (1815—
1852), et a son influence sur Babbage ; mais il est impossible de savoir quelle part elle a
vraiment prise dans la conception de la Machine Analytique. Elle est parfois considérée
comme l'auteur du premier algorithme de I'histoire, celui qu’elle décrit pour les nombres
de Bernoulli. Mais nous avons vu que Babbage affirme s’en étre chargé « to save Lady
Lovelace the trouble ». Ce qui est évident a la lire, c’est qu’elle avait parfaitement
compris le fonctionnement de la machine, et surtout qu’elle en avait imaginé le potentiel,
avec un bon siecle d’avance. Voici ce qu’elle écrit.

The operating mechanism can even be thrown into action independently
of any object to operate upon (although of course no result could then be
developed). Again, it might act upon other things besides number, were

1. http://www.fourmilab.ch/babbage/
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objects found whose mutual fundamental relations could be expressed by
those of the abstract science of operations, and which should be also suscep-
tible of adaptations to the action of the operating notation and mechanism
of the engine. Supposing, for instance, that the fundamental relations of
pitched sounds in the science of harmony and of musical composition were
susceptible of such expression and adaptations, the engine might compose
elaborate and scientific pieces of music of any degree of complexity or extent.
It seems to us obvious, however, that where operations are so independent
in their mode of acting, it must be easy, by means of a few simple pro-
visions, and additions in arranging the mechanism, to bring out a double
set of results : firstly, the numerical magnitudes which are the results of
operations performed on numerical data. (These results are the primary
object of the engine.) Secondly, the symbolical results to be attached to
those numerical results, which symbolical results are not less the necessary
and logical consequences of operations performed upon symbolical data,
than are numerical results when the data are numerical.

The distinctive characteristic of the Analytical Engine, and that which has
rendered it possible to endow mechanism with such extensive faculties as bid
fair to make this engine the executive right-hand of abstract algebra, is the
introduction into it of the principle which Jacquard devised for regulating,
by means of punched cards, the most complicated patterns in the fabrication
of brocaded stuffs. It is in this that the distinction between the two engines
lies. Nothing of the sort exists in the Difference Engine. We may say most
aptly, that the Analytical Engine weaves algebraical patterns just as the
Jacquard-loom weaves flowers and leaves.

The bounds of arithmetic were however outstepped the moment the idea of
applying the cards had occurred ; and the Analytical Engine does not oc-
cupy common ground with mere “calculating machines.” It holds a position
wholly its own ; and the considerations it suggests are most interesting in
their nature. In enabling mechanism to combine together general symbols
in successions of unlimited variety and extent, a uniting link is established
between the operations of matter and the abstract mental processes of the
most abstract branch of mathematical science. A new, a vast, and a power-
ful language is developed for the future use of analysis, in which to wield
its truths so that these may become of more speedy and accurate practical
application for the purposes of mankind than the means hitherto in our
possession have rendered possible. Thus not only the mental and the ma-
terial, but the theoretical and the practical in the mathematical world, are
brought into more intimate and effective connexion with each other. We are
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not aware of its being on record that anything partaking in the nature of
what is so well designated the Analytical Engine has been hitherto propo-
sed, or even thought of, as a practical possibility, any more than the idea
of a thinking or of a reasoning machine.

« The executive right-hand of abstract algebra » : une belle définition pour Xcas n’est-ce
pas?

3.2 Le canard de Vaucanson

Si Charles Babbage et Ada Lovelace ont parfaitement compris le role des cartes
perforées comme mémoire, a la fois de calcul et de stockage, tous les deux reconnaissent
bien volontiers que l'idée vient du métier a tisser de Jacquard. Mais Jacquard en est-il
bien I'inventeurf]?

L’opinion publique a toujours été mal renseignée sur Jacquard et sa méca-
nique. Beaucoup trop vanté par les biographes, les romanciers et les poetes,
qui en ont fait un génie incompris, martyr de ses découvertes, et ils se
sont méme cru obligés de flétrir I'ingratitude de ses concitoyens qui 'ont,
disent-ils méconnu. Il a été également trop rabaissé par ses détracteurs, qui
n’ont vu en lui qu'un plagiaire inintelligent, n’ayant concouru en rien a la
production de cette mécanique dont la simplicité actuelle a fait la fortune.

Des le 1x° siecle, les freres Banu Musa, inventeurs ingénieux de quantité de dispositifs,
avaient conc¢u un orgue mécanique fonctionnant sur le principe du rouleau a picots, en-
core utilisé dans les boites a musique de nos jours. Il est quelque peu anachronique d’y
voir ’ancétre de la puce électronique, et pourtant c¢’était bien déja un stockage d’infor-
mation binaire. Selon ’encyclopédie de Diderot et d’Alembert, un tissu est « fait de fils
entrelacés sur le métier avec la navette, dont les uns étendus en longueur s’appellent
la chaine, et les autres en-travers sont nommés la trame de 1'ouvrage. » Les fils de
trame passent sur ou sous chaque fil de chaine; c’est en choisissant judicieusement ces
alternances de passage que I'on peut tisser toutes sortes de motifs. Dessus ou dessous :
voila bien encore un choix binaire! Pendant longtemps, la tache de tirer certains des
fils de chaines au passage de la navette était confiée a un « tireur de lacs ». Pour faci-
liter le travail du tireur de lacs, un ouvrier, au nom remarquablement adapté pour un
lyonnais, eut un jour une idée de génie.

La premiere machine qui vint modifier '’emploi de la grande et petite tire,
due a 'ouvrier Dangon et en usage depuis 1606, fut celle de Bazile Bou-
chon qui, en 1725, eut I'idée de substituer a la complication inextricable
des nceuds et des cordes, des aiguilles portant des crochets, repoussées ou

2. P. Eymard, Historique du métier Jacquard, Annales des Sciences Physiques et Naturelles d’Agri-
culture et d’Industrie de la Société Impériale d’Agriculture, d’histoire naturelle et des arts utiles de
Lyon, série 3(7), p. 34-56 (1863)
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maintenues dans leur position au moyen de trous percés sur un papier sans

fin.

Cette idée fut une heureuse découverte, car c’est elle qui fut le germe du
systeme Jacquard, et qui en est la principale économie. Elle fut bientot
modifiée par Falcon vers 'année 1734 ; il substitua au papier des bandes de
carton rectangulaires percées de trous, et enlacées comme nous les voyons
aujourd’hui pour les dessins de Jacquard.

Vers 1750, l'illustre Vaucanson s’occupait de mécanique appliquée au tis-
sage.

[...] Pour supprimer le tireur de lacs, Vaucanson se rapprocha du métier
primitif des Chinois, en supprimant cordes de rames, simples et cassins;
puis, placant sur le métier, sens dessous-dessous, la mécanique de Falcon, il
remplaca le tireur par une mécanique de son invention ; mais il eut le tort
d’abandonner la série ou chaine de bandes de carton percées de trous, ou
plutét d’en revétir un cylindre en bois également percé de trous.

Malgré les efforts de Vaucanson, sa machine ne fut jamais utilisée, et partit apres son
déces accumuler la poussiere pendant quelques années au tout nouveau Musée des Arts
et Métiers. Jacquart I'y redécouvrit en 1804, et. ..

Ce fut alors que Jacquard eut I’heureuse inspiration d’appliquer les cartons
enlacés du métier de Falcon a la machine de Vaucanson.

Il fallut encore plusieurs années et le concours de maints ouvriers et ingénieurs pour
rendre la « machine de Jacquard » fonctionnelle. Mais seul le nom de Jacquard resta :
sans doute était-il plus efficace en relations publiques qu’en mécanique.

Jacquard avait peu de portée dans 'esprit ; il était, quoi qu’on ait pu dire,
artiste et chercheur, il en avait les qualités et les défauts, intelligent et
adroit, mais vaniteux, et, faut-il le dire 7 un peu paresseux. D’un caractere
bon et obligeant, il n’avait d’autre tort que de se faire valoir a tout propos.
Sa gloire 'avait aveuglé ; elle en aurait ébloui bien d’autres.

Mais au fait, qu’est-ce qui avait amené 1’« illustre Vaucanson » a travailler pour I'in-
dustrie du tissage ? Né a Grenoble d’une famille de gantiers, Jacques Vaucanson (1709—
1782) eut tres tot le gott de la mécanique. Il est cité en exemple par son contempo-
rain Helvétius au chapitre « Des hasards auxquels nous devons souvent les hommes
illustres ».

Sa dévote mere avait un directeur : il habitait une cellule a laquelle la salle
de I'horloge servait d’antichambre. La mere rendait de fréquentes visites
a ce directeur. Son fils 'accompagnait jusque dans ’antichambre. C’est la
que, seul et désceuvré, il pleurait d’ennui, tandis que sa mere pleurait de
repentir.
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Cependant, comme on pleure et qu’on s’ennuie toujours le moins qu’on
peut ; comme dans 1’état de désceuvrement il n’est point de sensations in-
diférentes, le jeune Vaucanson, bientot frappé du mouvement toujours égal
d’un balancier, veut en connaitre la cause. Sa curiosité s’éveille. Pour la sa-
tisfaire il s’approche des planches ou I’horloge est renfermée. Il voit a travers
les fentes I’engrénement des roues, découvre une partie des mécanismes, de-
vine le reste, projette une pareille machine, I’exécute avec un couteau et du
bois, et parvient enfin a faire une horloge plus ou moins parfaite. Encouragé
par ce premier succes, son golit pour la mécanique se décide, ses talents se
développent, et le méme génie qui lui avait fait exécuter une horloge en bois
lui laisse entrevoir, dans la perspective, la possibilité du fliiteur automate.

En effet, en 1738 Vaucanson avait publié un mémoire, dont le titre dit toute sa fierté
d’inventeur :

Mécanisme du fliteur automate, présenté a Messieurs de I’Académie Royale
des Sciences par M. Vaucanson, auteur de cette machine. Avec la description
d’un canard artificiel, mangeant, buvant, digérant et se vidant, épluchant
ses ailes et ses plumes, imitant en diverses maniéres un canard vivant, in-
venté par le méme. Et aussi celle d'une autre figure, également merveilleuse,
jouant du tambourin et de la fliite, suivant la relation qu’il en a donnée de-
puis son mémoire écrit.

...« imitant en diverses manieres un canard vivant » 7 Dans son mémoire, Vaucanson
donne quelques détails supplémentaires.

Un canard dans lequel je représente le mécanisme des visceres destinés aux
fonctions du boire, du manger, et de la digestion; le jeu de toutes les par-
ties nécessaires a ces actions y est exactement imité : il allonge son cou
pour aller prendre du grain dans la main, il 'avale, le digere, et le rend par
les voies ordinaires tout digéré; tous les gestes d'un canard qui avale avec
précipitation, et qui redouble de vitesse dans le mouvement de son gosier,
pour faire passer son manger jusque dans l’estomac, y sont copiés d’apres
nature : I'aliment y est digéré comme dans les vrais animaux, par dissolu-
tion, et non par trituration, comme le prétendent plusieurs physiciens ; mais
c’est ce que je me réserve a traiter et a faire voir dans I'occasion. La matiere
digérée dans 'estomac est conduite par des tuyaux, comme ’animal par ses
boyaux, jusqu’a l’anus, ou il y a un sphincter qui en permet la sortie.

Un tel exploit ne tarda pas a établir la réputation de Vaucanson, et le roi de Prusse
Frédéric 11 essaya méme de 'attirer. Mais il déclina l'offre, et fut nommé en 1741 ins-
pecteur des manufactures de soie. On lui doit diverses simplifications mécaniques du
travail de la soie, par ailleurs diversement appréciées des principaux intéressés : son
passage a Lyon en 1744 aurait contribué a déclencher des émeutes ouvrieres durement
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répriméesE]. Les deux couplets suivants d'une chanson de I’époque montrent assez clai-
rement que la sophistication digestive du canard de Vaucanson n’échappait pas a la
verve de ses contemporains. N’étant pas versé dans le patois lyonnais du XVIII®, nous
nous garderons de proposer une traduction des menaces regrettablement explicites pe-
sant sur I'intégrité physique dudit.

Un certain Vocanson
Grand garcon

Un certain Vocanson

A recu una patta

De los maitres marchands :
Gara, gara la gratta

S’y tombe entre nos mans

Y fait chia los canards
Lot canards

Y fait chia los canards
Et la marionetta

Lo plaisant Joquinet
Si sort ses braies-netta
Qu’on me le cope net

3.3 Les pionniers des CAS

Ne croyez pas que le calcul formel sur ordinateur ait été inventé par et pour des
mathématiciens. Les divers logiciels ont en fait deux origines distinctes. D’une part,
les informaticiens, alors aux débuts de l'intelligence artificielle, cherchaient a réaliser
le programme visionnaire d’Ada Lovelace. D’autre part les physiciens se heurtaient a
des calculs de plus en plus sophistiqués qu’il devenait quasiment impossible de réaliser
a la main. Voici ce que dit 'un d’eux, A.C. Hearn, créateur du logiciel REDUCEE].

[In 1963], T began writing a program that would be distributed within a
few years as REDUCE. It all began while I was a postdoc in Theoretical
Physics at Stanford, working with Feynman diagrams which were becoming
increasingly difficult to calculate by hand. I therefore wondered if such
calculations could be done by computer.

A new professor in the Stanford Computer Department, John McCarthy,
gave a talk in the Physics Department proposing his computer language
Lisp as the basis for non-numerical calculations in physics. I was out of
town, and therefore missed this talk. However, a colleague, knowing my
interest in automating Feynman diagram calculations, suggested I talk to

3. P.M. Gonon, Vaucanson a Lyon en 1744. Documents historiques pour servir a I’histoire de la
ville de Lyon au xviIre siecle (1864)
4. A.C. Hearn : REDUCE, the first forty years, http://reduce-algebra.com/reduced0.pdf (2005)
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McCarthy about his work. To cut a long story short, McCarthy convinced
me that his language would be a suitable basis for such calculations. Part of
his efforts to convince me included the offer of free access to a new computer
he was acquiring. In those days, getting computer access was not a trivial
thing. Computer at that time were expensive with limited access, so such
an offer was irresistible! Thus began my work with symbolic computation.

Eh oui, les « Computer Algebra Systems » (CAS) sont nés il y a plus d'un demi-siécle,
au temps ou l'acceés a un ordinateur « n’était pas une chose triviale ». Si, si, I’électricité
existait déja. ..

3.4 Don’t try to solve this problem

Vous aurez été prévenuE]! On considere la suite (uy,),en définie par uy € N* et pour
tout n > 0 :
3u, +1 siwu, est impair,

un+1 - U’n . .
> sl u,, est pair.

Si ug = 1, alors w1 = 4, us = 2 et ug = 1 : est-ce le seul cycle? Est-il vrai que
la suite boucle sur 1,4,2,1 quel que soit son point de départ? Personne n’a jamais
répondu a cette question, et ce n’est pas faute d’avoir essayé. Cette suite apparalt
parfois dans la littérature sous le nom de « suite de Syracuse », non pas qu’elle ait
un quelconque rapport avec Archimede, mais a cause du temps qu’elle a fait perdre
aux mathématiciens de 1I’Université de Syracuse, dans 1’état de New York au début des
années 50. Certains ont prétendu que le probleme avait été inventé spécialement pour
faire baisser la productivité des départements de mathématiques aux USA pendant
la guerre froide. L’auteur du probléme, Lothar Collatz, s’en défend : il avait pensé a
cette suite alors qu’il était encore étudiant a la fin des années 30. Ce type d’énoncé
tres simple a toujours fasciné les mathématiciens, et faisait dire a Paul Erdds, pourtant
orfevre en la matiere : « Mathematics is not yet ripe enough for such questions ».

Malgré nos avertissements, vous avez sans doute déja essayé quelques valeurs de
téte. Un conseil : utilisez plutot Xcas!

syracuse (a) :={

local u,s;
u:=a; s:=u;
while (u'!=1)
{

if (irem(u,2)==0)
{u:=iquo(u,2)}

5. R.K. Guy : Don’t try to solve these problems, American Mathematical Monthly 90 p. 35-41
(1983)
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else
{u:=3*u+1}
s:=8,u;
}
return(s);

};

3.5 Il y a un bug dans cette histoire

Méme un programme aussi simple que celui de la section précédente fonctionne ra-
rement du premier coup, vous le savez bien! Il faut alors le « débugger » (ou déboguer
pour les puristes). Vous avez alors une pensée émue pour ces pionniers de l'informa-
tique dont vous connaissez I'histoire par cceur : les premiers ordinateurs fonctionnaient
avec des lampes, qui attiraient ces fameux insectes, les « bugs » qui en se grillant pro-
voquaient des courts-circuits, etc., etc. Peut-étre méme avez-vous entendu parler de
Grace Murray Hopper, vice-amiral dans la marine américaine, qui le 9 septembre 1945
avait scotché dans son cahier d’expériences un papillon de nuit qu’elle avait trouvé pris
dans un circuit électrique, en marquant a coté : « The first computer bug ever found ».

Oui mais voila : que ce soit 'origine de ’emploi du mot bug dans le sens de « erreur ».
releve essentiellement de la légendeﬂ La preuve ? Voici ce qu’écrivait Edison en 1878 :

It has been just so in all my inventions. The first step is an intuition —
and comes with a burst, then difficulties arise. This thing gives out and
then that — “Bugs”— as such little defaults and difficulties are called — show
themselves and months of anxious watching, study and labor are requisite
before commercial success — or failure — is certainly reached.

6. F.R. Shapiro, Etymology of the computer bug : history and folklore, American Speech, 62(4),
p. 376-378 (1987)
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