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Êîíè÷åñêèå ïðîãðàììû

Îïðåäåëåíèå

Îñòðîêîíå÷íûé çàìêíóòûé âûïóêëûé êîíóñ K ⊂ Rn ñ íåïóñòîé

âíóòðåííîñòüþ íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì èëè ïðàâèëüíûì.

Îïðåäåëåíèå

Êîíè÷åñêàÿ ïðîãðàììà íàä ðåãóëÿðíûì êîíóñîì K ⊂ Rn � ýòî

çàäà÷à îïòèìèçàöèè âèäà

min
x∈K

⟨c , x⟩ : Ax = b.

ëþáàÿ çàäà÷à âûïóêëîé îïòèìèçàöèè ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ê
êîíè÷åñêîé ïðîãðàììå
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Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ

äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî
ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå
ïåðåñå÷åíèÿ êîíóñà K ñ
àôôèííûì
ïîäïðîñòðàíñòâîì

àëüòåðíàòèâíàÿ
ôîðìóëèðîâêà

min
z
⟨c ′, z⟩ : A′z + b′ ∈ K

ïåðåìåííàÿ ïàðàìåòðèçóåò
íå êîíóñ, à äîïóñòèìîå
ìíîæåñòâî
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Êîíè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå óñëîâèé

ñëîæíîñòü êîíè÷åñêîé ïðîãðàììû çàâèñèò îò êîíóñà K

íóæíî çàïèñàòü èñõîäíóþ çàäà÷ó, èñïîëüçóÿ "õîðîøèé" êîíóñ

K ñòðîèòñÿ êàê ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå êîíóñîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ
îòäåëüíûì (âûïóêëûì) îãðàíè÷åíèÿì

íàïðèìåð, y ≥ x2 çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

(1+ y , 1− y , 2x) ∈ L3,

L3 =

{
(x0, x1, x2) | x0 ≥

√
x21 + x22

}
÷åì áîëüøå "õîðîøèõ" êîíóñîâ, òåì øèðå ñïåêòð óñëîâèé,
êîòîðûå ìîæíî èñïîëüçîâàòü â ìîäåëè

öåëü: ïîïîëíèòü çàïàñ "õîðîøèõ" êîíóñîâ
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Ïðèìåðû êîíóñîâ

êîíóñû, èñïîëüçóþùèåñÿ â îïòèìèçàöèè:

îðòàíò Rn
+ =

{
(x1, . . . , xn)

T | xi ≥ 0
}
(Karmarkar 1984)

êîíóñ Ëîðåíöà

Ln =
{
(x0, . . . , xn−1) | x0 ≥

√
x21 + · · ·+ x2n−1

}
(Nesterov,

Nemirovski 1994)

ìàòðè÷íûé êîíóñ Sn
+ âåùåñòâåííûõ ñèììåòðè÷åñêèõ

íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåë¼ííûõ ìàòðèö (NN 1994)

ìàòðè÷íûé êîíóñ Hn
+ êîìïëåêñíûõ ýðìèòîâûõ

íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåë¼ííûõ ìàòðèö (NN 1994)

ýêñïîíåíöèàëüíûé êîíóñ Kexp (Nesterov 2006)

ñòåïåííûå êîíóñû Kp (Chares 2009)

ñïåöèàëüíûå ñå÷åíèÿ ìàòðè÷íûõ êîíóñîâ (Vandenberghe,
Anderson 2014)

èõ ïðÿìûå ïðîèçâåäåíèÿ
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Ýêñïîíåíöèàëüíûé è ñòåïåííûå êîíóñû

ýêñïîíåíöèàëüíûé êîíóñ

Kexp = cl {(t, tx , ty) | t ≥ 0, y ≥ ex}
= {(t, tx , ty) | t > 0, y ≥ ex} ∩ {(0, tx , ty) | x ≤ 0, y ≥ 0}

îãðàíè÷åíèå y ≥ ex çàïèñûâàåòñÿ â âèäå (1, x , y) ∈ Kexp

ñòåïåííîé êîíóñ

Kp = {x ∈ R3 | |x2| ≤ x
1/p
1 x

1/q
3 , x1 ≥ 0, x3 ≥ 0}

ãäå 1
p + 1

q = 1, p, q ∈ [1,+∞]

îãðàíè÷åíèå x1 ≥ |x2|p äëÿ p ≥ 1 çàïèñûâàåòñÿ â âèäå
(x1, x2, 1) ∈ Kp
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Äâîéñòâåííûé êîíóñ

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü K ⊂ Rn � ðåãóëÿðíûé âûïóêëûé êîíóñ. Äâîéñòâåííûì ê

K íàçûâàåòñÿ êîíóñ

K ∗ = {s ∈ Rn = (Rn)∗ | ⟨s, x⟩ ≥ 0 ∀ x ∈ K} .

äâîéñòâåííûé êîíóñ îïðåäåë¼í â äâîéñòâåííîì âåêòîðíîì
ïðîñòðàíñòâå

äëÿ ðåãóëÿðíîãî K êîíóñ K ∗ òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì, è
(K ∗)∗ = K
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Ñàìîäâîéñòâåííûå êîíóñû

åñëè â ïðîñòðàíñòâå V ≃ Rn çàäàíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå,
òî äâîéñòâåííîå V ∗ ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ ïðÿìûì
ïðîñòðàíñòâîì

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü K ⊂ V � ðåãóëÿðíûé âûïóêëûé êîíóñ. Åñëè íà V
ñóùåñòâóåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå òàêîå, ÷òî ïðè

ñîîòâåòñòâóþùåì îòîæäåñòâëåíèè V ñ V ∗ èìååò ìåñòî

ðàâåíñòâî K = K ∗, òî K íàçûâàåòñÿ ñàìîäâîéñòâåííûì.
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Îäíîðîäíûå êîíóñû

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü K ⊂ V � ðåãóëÿðíûé êîíóñ. Ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå

A : V → V íàçûâàåòñÿ àâòîìîðôèçìîì êîíóñà K åñëè

A[K ] = K .

Îïðåäåëåíèå

Ðåãóëÿðíûé êîíóñ íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì åñëè äëÿ ëþáîé

ïàðû x , y òî÷åê âî âíóòðåííîñòè K o êîíóñà K ñóùåñòâóåò

àâòîìîðôèçì A êîíóñà K òàêîé, ÷òî A(x) = y .

äëÿ äàííîé ðàçìåðíîñòè n ñïèñîê îäíîðîäíûõ êîíóñîâ K ⊂ Rn

ìîæíî ïîëó÷èòü àëãîðèòìè÷åñêèì ïóò¼ì [Âèíáåðã 1963;
Kaneyuki, Tsuji 1974; Dorfmeister 1979]
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Êëàññû êîíè÷åñêèõ ïðîãðàìì

ïðîãðàììû íàä êîíóñàìè

K = Rn
+: ëèíåéíûå ïðîãðàììû (LP)

K =
∏

j Lnj : êâàäðàòè÷íî-êîíè÷åñêèå ïðîãðàììû (SOCP)

K = Sn
+: ïîëó-îïðåäåë¼ííûå ïðîãðàììû (SDP)

K = Km
exp: ãåîìåòðè÷åñêèå ïðîãðàììû (GP)

LP ⊂ SOCP ⊂ SDP

ðàçðàáîòàíû ñîëâåðû (CLP, LiPS, SDPT3, SeDuMi, CPLEX,
MOSEK, ...)
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Ìåòîä âíóòðåííåé òî÷êè

íàïîìíèì ôîðìóëèðîâêó êîíè÷åñêîé ïðîãðàììû

min
x∈K

⟨c, x⟩ : Ax = b

ïðîáëåìíîå óñëîâèå x ∈ K óñòðàíÿåòñÿ äîáàâëåíèåì áàðüåðà ê
ôóíêöèîíàëó öåíû

min
x

⟨c , x⟩+ µ · F (x) : Ax = b

ãäå F : K o → R òàêàÿ, ÷òî F |∂K = +∞ è óäîâëåòâîðÿþùÿÿ
ðÿäó äðóãèõ óñëîâèé

ìåòîä ïðèáëèçèòåëüíî ðåøàåò áåçóñëîâíóþ çàäà÷ó è
îäíîâðåìåííî ñòðåìèò µ → 0

ñëåäóþùàÿ èòåðàöèÿ âû÷èñëÿåòñÿ íà îñíîâå ïðîèçâîäíûõ F ′,
F ′′ â 1 � 3 òî÷êàõ (ìåòîä 2-ãî ïîðÿäêà)
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Ëîãàðèôìè÷íî îäíîðîäíûå áàðüåðû

Îïðåäåëåíèå (Þ.Å. Íåñòåðîâ, À.Ñ. Íåìèðîâñêèé 1994)

Ïóñòü K ⊂ Rn � ðåãóëÿðíûé âûïóêëûé êîíóñ. Ëîãàðèôìè÷íî

îäíîðîäíûì ñàìîñîãëàñîâàííûì áàðüåðîì íà K íàçûâàåòñÿ

ôóíêöèÿ F : K o → R êëàññà C 3, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì

F (αx) = −ν logα+ F (x) (ëîãàðèôìè÷íàÿ îäíîðîäíîñòü)

F ′′(x) ≻ 0 (ëîêàëüíî ñòðîãàÿ âûïóêëîñòü)

limx→∂K F (x) = +∞ (áàðüåðíîå ñâîéñòâî)

|F ′′′(x)[h, h, h]| ≤ 2(F ′′(x)[h, h])3/2 (ñàìîñîãëàñîâàííîñòü)

äëÿ âñåõ êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ h â êàæäîé òî÷êå x ∈ K o .

Ïàðàìåòð îäíîðîäíîñòè ν íàçûâàåòñÿ ïàðàìåòðîì áàðüåðà.

ðàñòÿæåíèÿ äåéñòâóþò ïðèáàâëåíèåì êîíñòàíò ê F
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"Õîðîøèå" êîíóñû

Äëÿ êàêèõ êîíóñîâ K àëãîðèòì ðàáîòàåò ýôôåêòèâíî?

âñ¼ çàâèñèò îò ñâîéñòâ áàðüåðà

òåîðèÿ: ÷åì ìåíüøå ïàðàìåòð ν áàðüåðà, òåì áûñòðåå àëãîðèòì

ïðàêòèêà: ñòîèìîñòü âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ íå äîëæíà
äîìèíèðîâàòü ñòîèìîñòü ðåøåíèÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû äëÿ
âû÷èñëåíèÿ íàïðàâëåíèÿ ïîèñêà

òðåáîâàíèÿ ê áàðüåðó

ëîãàðèôìè÷íî îäíîðîäíûé ñ íåáîëüøèì ïàðàìåòðîì ν

ïðîèçâîäíûå F ′,F ′′ äîëæíû áûòü ýôôåêòèâíî âû÷èñëèìû
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Äâîéñòâåííûé áàðüåð

ïóñòü f : D → R � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ

ïðåîáðàçîâàíèåì Ëåæàíäðà ôóíêöèè f íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ

f ∗(s) = sup
x∈D

⟨s, x⟩ − f (x)

Ëåììà (Þ.Å. Íåñòåðîâ, À.Ñ. Íåìèðîâñêèé 1994)

Ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà ëîãàðèôìè÷íî îäíîðîäíîãî áàðüåðà

ñ ïàðàìåòðîì ν íà êîíóñå K ÿâëÿåòñÿ ëîãàðèôìè÷íî

îäíîðîäíûì áàðüåðîì ñ òåì æå ïàðàìåòðîì ν íà −K ∗.

äâîéñòâåííûé áàðüåð îïðåäåëèì êàê

F∗(s) = F ∗(−s) = sup
x∈K

(−⟨s, x⟩ − F (x))
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Ðèìàíîâû ìåòðèêè

ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííûé ãåññèàí áàðüåðà F íà êîíóñå K
ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ðèìàíîâó ìåòðèêó

òîãäà âíóòðåííîñòü êîíóñà K ïðèíèìàåò ñòðóêòóðó ïîëíîãî
ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ (ïîëíîòà � ñëåäñòâèå
ñàìîñîãëàñîâàííîñòè)

Ëåììà (Þ.Å. Íåñòåðîâ, À.Ñ. Íåìèðîâñêèé 1994)

Ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà D : x 7→ p = −F ′(x) ÿâëÿåòñÿ
èçîìåòðèåé ìåæäó âíóòðåííîñòüþ ïðÿìîãî è äâîéñòâåííîãî

êîíóñîâ. Èçîìåòðèÿ äåéñòâóåò íà òåíçîð òðåòüèõ ïðîèçâîäíûõ

áàðüåðà óìíîæåíèåì íà −1.
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Ïðèìåðû áàðüåðîâ

äëÿ êëàññè÷åñêèõ çàäà÷ èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå áàðüåðû

êëàññ K F ν

LP Rn
+ −

∑n
i=1 log xi n

SOCP
∏J

j=1 Lnj −
∑

j log
(
(x j0)

2 − (x j1)
2 − · · · − (x jnj−1)

2
)

2J

SDP Sn
+ − log detA n

íà
∏m

i=1 Ki èñïîëüçóåòñÿ F (x1, . . . , xm) =
∑m

i=1 Fi (xi ) ñ
ïàðàìåòðîì ν =

∑m
i=1 νi

ïàðàìåòð ýòèõ áàðüåðîâ îïòèìàëüíûé (íå ñóùåñòâóåò áàðüåðà ñ
ìåíüøèì ν)

âñå ýòè êîíóñû � ñèììåòðè÷åñêèå (îäíîðîäíûå è
ñàìîäâîéñòâåííûå)

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Ãåîìåòðèÿ 3-õ ìåðíûõ êîíóñîâ



Ýêñïîíåíöèàëüíûé êîíóñ

Kexp =
{
(x , y , 0) | x ≤ 0, y ≥ 0} ∪ {(x , y , z) | z > 0, y ≥ zex/z

}

íà ýêñïîíåíöèàëüíîì êîíóñå èìååòñÿ áàðüåð [Nesterov 2006]

F (x , y , z) = − log
(
z log

y

z
− x
)
− log y − log z ,

çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ν = 3 òàêæå îïòèìàëüíî

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Ãåîìåòðèÿ 3-õ ìåðíûõ êîíóñîâ



Óíèâåðñàëüíûé áàðüåð

ïóñòü K � ïðîèçâîëüíûé ðåãóëÿðíûé âûïóêëûé êîíóñ

ôóíêöèÿ îáú¼ìà V : K o ∋ x 7→ Vol{p ∈ K ∗ | ⟨x , p⟩ < 1}
îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ
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Óíèâåðñàëüíûé áàðüåð

Òåîðåìà (Þ.Å. Íåñòåðîâ, À.Ñ. Íåìèðîâñêèé, 1994)

Ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà c ≥ 1 òàêàÿ, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî

ðåãóëÿðíîãî âûïóêëîãî êîíóñà K ⊂ Rn

F (x) = c logV (x)

ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîãëàñîâàííûì áàðüåðîì íà K ñ ïàðàìåòðîì

ν = c · n. Ýòîò áàðüåð íàçûâàåòñÿ óíèâåðñàëüíûì.

ïîçæå áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî ìîæíî âûáðàòü c = 1 [Bubeck,
Eldan 2015]

⇒ ñî ñòîðîíû òåîðèè ïðåïÿòñòâèé íåò
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Èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå

Ëåììà (G�uler 1996)

Óíèâåðñàëüíûé áàðüåð ñ òî÷íîñòüþ äî àääèòèâíîé êîíñòàíòû

ðàâåí c logφ(x), ãäå

φ(x) =

∫
K∗

e−⟨x ,p⟩ dp

� õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ K .

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Ãåîìåòðèÿ 3-õ ìåðíûõ êîíóñîâ



Ñâîéñòâà

óíèâåðñàëüíûé áàðüåð F

A ∈ Aut K ⇒ F (Ax) = F (x) + log det A

ýêâèâàðèàíòåí ïî îòíîøåíèþ ê äåéñòâèþ SL(n,R)
F∏

i Ki
=
∑

i FKi

äëÿ íåîäíîðîäíûõ êîíóñîâ òðóäíî âû÷èñëèì
íå ýêâèâàðèàíòåí ïî îòíîøåíèþ ê äâîéñòâåííîñòè

äâîéñòâåííûé áàðüåð ê óíèâåðñàëüíîìó íàçûâàåòñÿ
ýíòðîïè÷åñêèì [Bubeck, Eldan 2015]

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Ãåîìåòðèÿ 3-õ ìåðíûõ êîíóñîâ



Êàíîíè÷åñêèé áàðüåð

Òåîðåìà (Cheng, Yau; A.-M. Li è äð.)

Ïóñòü D ⊂ Rn � âûïóêëàÿ îáëàñòü, íå ñîäåðæàùàÿ ïðÿìîé.

Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå âûïóêëîå ðåøåíèå F : D → R
óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ log detF ′′ = 2F ñ ãðàíè÷íûì

óñëîâèåì limx→∂D F (x) = +∞.

Òåîðåìà (Õ. 2014)

Åñëè D � âíóòðåííîñòü âûïóêëîãî ðåãóëÿðíîãî êîíóñà K , ýòî

ðåøåíèå Óð×Ï ÿâëÿåòñÿ ëîãàðèôìè÷íî îäíîðîäíûì

ñàìîñîãëàñîâàííûì áàðüåðîì íà K ñî çíà÷åíèåì ïàðàìåòðà

ν = n. Ýòîò áàðüåð íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì. Äâîéñòâåííûé

áàðüåð ê êàíîíè÷åñêîìó áàðüåðó íà êîíóñå K ñîâïàäàåò ñ

êàíîíè÷åñêèì áàðüåðîì íà äâîéñòâåííîì êîíóñå K ∗.

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Ãåîìåòðèÿ 3-õ ìåðíûõ êîíóñîâ



Ñâîéñòâà

êàíîíè÷åñêèé áàðüåð

îáëàäàåò òåìè æå ñâîéñòâàìè èíâàðèàíòíîñòè ÷òî è
óíèâåðñàëüíûé

ýêâèâàðèàíòåí ïî îòíîøåíèþ ê äâîéñòâåííîñòè

ñîâïàäàåò ñ óíèâåðñàëüíûì (è ýíòðîïè÷åñêèì) íà
îäíîðîäíûõ êîíóñàõ

íåïðåðûâíàÿ ãðóïïà ñèììåòðèé (àâòîìîðôèçìîâ)
ïîíèæàåò ðàçìåðíîñòü Óð×Ï

íà ñèììåòðè÷åñêèõ êîíóñàõ âñå òðè áàðüåðà çàäàþòñÿ
ñòàíäàðòíûì ëîãàðèôìè÷åñêèì áàðüåðîì

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Ãåîìåòðèÿ 3-õ ìåðíûõ êîíóñîâ



Ïðèìåð êàíîíè÷åñêîãî áàðüåðà

íà ýêñïîíåíöèàëüíîì êîíóñå Kexp

Fcan(x , y , z) = − log y − 2 log z + ϕ
(
log

y

z
− x

z

)
ϕ : R++ → R çàäàíà íåÿâíî êðèâîé{(

t
ϕ

)
=

1

2

(
log(1+ κ) + 2κ

log(1+ κ)− 3 log κ

) ∣∣∣∣ κ ∈ R++

}

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Ãåîìåòðèÿ 3-õ ìåðíûõ êîíóñîâ



Îñíîâíàÿ èäåÿ

äî ñèõ ïîð äëÿ äàííîãî êîíóñà íàõîäèëñÿ áàðüåð, èñõîäÿ èç
àíàëèòè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ êîíóñà

äëÿ òðàíñöåíäåíòíûõ êîíóñîâ íàéäåííûå áàðüåðû íå
ñîâïàäàþò íè ñ óíèâåðñàëüíûì, íè ñ ýíòðîïè÷åñêèì, íè ñ
êàíîíè÷åñêèì

äëÿ ñòåïåííûõ êîíóñîâ èñïîëüçóþòñÿ áàðüåðû, çàâåäîìî íå
îïòèìàëüíûå

èäåÿ: èñïîëüçîâàòü ãðóïïó ñèììåòðèé, ÷òîáû ñâåñòè Óð×Ï,
çàäàþùåå êàíîíè÷åñêèé áàðüåð, ê ÎÄÓ

äëÿ êàêèõ êîíóñîâ âîçìîæíà òàêàÿ ðåäóêöèÿ?

êàêèå êîíóñà èç ïîëó÷åííûõ èíòåðåñíû äëÿ îïòèìèçàöèè?

êàêîãî òèïà ÎÄÓ âîçíèêàþò, ñâÿçü ñ äðóãèìè îáëàñòÿìè
ìàòåìàòèêè?

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Ãåîìåòðèÿ 3-õ ìåðíûõ êîíóñîâ



Ïëàí

êîíè÷åñêàÿ îïòèìèçàöèÿ

ñàìîñîãëàñîâàííûå áàðüåðû

ïîëó-îäíîðîäíûå êîíóñû

êàíîíè÷åñêèé áàðüåð íà 3-õ ìåðíûõ êîíóñàõ

ñàìîàññîöèèðîâàííûå êîíóñû

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Ãåîìåòðèÿ 3-õ ìåðíûõ êîíóñîâ



Ïîëóîäíîðîäíûå êîíóñû

èäåÿ: èñïîëüçîâàòü ãðóïïó àâòîìîðôèçìîâ, ÷òîáû ñâåñòè
Óð×Ï, çàäàþùåå êàíîíè÷åñêèé áàðüåð, ê ÎÄÓ

Îïðåäåëåíèå

Ðåãóëÿðíûé êîíóñ K ⊂ Rn íàçîâ¼ì ïîëóîäíîðîäíûì, åñëè

àëãåáðà Ëè åãî ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ èìååò ðàçìåðíîñòü íå

ìåíåå n − 1.

â ýòîì ñëó÷àå

ïðîñòðàíñòâî îðáèò ïî ãðóïïå àâòîìîðôèçìîâ èìååò
ðàçìåðíîñòü íå áîëåå 1

Óð×Ï íà ïðîñòðàíñòâå îðáèò ñâîäèòñÿ ê ÎÄÓ

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Ãåîìåòðèÿ 3-õ ìåðíûõ êîíóñîâ



Êëàññèôèêàöèÿ â ñëó÷àå n = 3

ñòàòüÿ: Analytic formulas for complete hyperbolic a�ne spheres.
Contributions to Algebra and Geometry, 2014

Òåîðåìà

Ëþáîé ïîëóîäíîðîäíûé êîíóñ K ⊂ R3 ëèíåéíî èçîìîðôåí

ðîâíî îäíîìó èç ñëåäóþùèõ êîíóñîâ, ãäå 1
p + 1

q = 1:

Kexp

R3
+

{x | x2 ≤ x
1/p
1 x

1/q
3 , x1 ≥ 0, x3 ≥ 0} äëÿ p ∈ [2,∞)

{x | − αx
1/p
1 x

1/q
3 ≤ x2 ≤ x

1/p
1 x

1/q
3 , x1 ≥ 0, x3 ≥ 0} äëÿ

p ∈ [2,∞), α ∈ (0, 1]

{x | 0 ≤ x2 ≤ x
1/p
1 x

1/q
3 , x1 ≥ 0, x3 ≥ 0} äëÿ p ∈ [2,∞)

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Ãåîìåòðèÿ 3-õ ìåðíûõ êîíóñîâ



ôóíêöèè íà ïîëóîñÿõ âèäà y = β · |x |p, β ∈ [0,+∞]
K ïîëó÷àåòñÿ ãîìîãåíèçàöèåé íàäãðàôèêà

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Ãåîìåòðèÿ 3-õ ìåðíûõ êîíóñîâ



ÎÄÓ è ðåøåíèÿ äëÿ Kexp

îïðåäåëèì t = log y
z − x

z , òîãäà ÎÄÓ ïðèìåò âèä

2ϕ̈− ϕ̇2 − 3ϕ̇ϕ̈+ ϕ̇3 = e2ϕ

è F = − log t − log y − 2 log z

êðèâóþ (t, ϕ(t)) ìîæíî ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêè â
ïàðàìåòðèçîâàííîì âèäå (t(κ), ϕ(κ)), ãäå κ = −1/ϕ̇

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Ãåîìåòðèÿ 3-õ ìåðíûõ êîíóñîâ



ÎÄÓ è ðåøåíèÿ äëÿ ñòåïåííûõ êîíóñîâ

îïðåäåëèì t = x−1/py−1/qz , òîãäà ÎÄÓ ïðèìåò âèä

ϕ̈(2(p + q) + 1+ 3tϕ̇)− ϕ̇2(p + q − 1+ tϕ̇) = (p + q)e2ϕ

è F = −p+1
p log x − q+1

q log y + ϕ(x−1/py−1/qz)

êðèâóþ (t, ϕ(t)) ìîæíî â íåêîòîðûõ ñïåöèàëüíûõ ñëó÷àÿõ
ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêè â ïàðàìåòðèçîâàííîì âèäå (t(ζ), ϕ(ζ))

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Ãåîìåòðèÿ 3-õ ìåðíûõ êîíóñîâ



ÎÄÓ è ðåøåíèÿ äëÿ ñòåïåííûõ êîíóñîâ

â ÷àñòíîñòè, äëÿ êîíóñà Kp èìååì ζ ∈ R,(
t
ϕ

)
=

(
(ζ2 + p + 1)−

1
2p (ζ2 + q + 1)−

1
2q ζ

−1
2 log(p + q) + p+1

2p log(ζ2 + p + 1) + q+1
2q log(ζ2 + q + 1)

)

äëÿ ïÿòîãî ñåìåéñòâà êîíóñîâ èìååì

t=

(√
ξ + p + q − 1+

√
q − 1

ξ + p

) 1
p
(√

ξ + p + q − 1+
√
p − 1

ξ + q

) 1
q

·(
√

ξ + p + q − 1+
√
p + q)

(
ξ

(
√
ξ + p + q − 1+

√
p + q − 1)2

)√
p+q−1√
p+q

ϕ = log

(
1+

ξ
√
ξ + p + q − 1√

p + q

)
− log t

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Ãåîìåòðèÿ 3-õ ìåðíûõ êîíóñîâ



Ïàðàìåòð áàðüåðà äëÿ Kp

êîíóñû Kp,Kq èçîìîðôíû äëÿ 1
p + 1

q = 1
ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé p ∈ [2,+∞]

äëÿ ðàíåå èçâåñòíîãî áàðüåðà

F = − log
(
x
2/p
1 x

2/q
3 − x22

)
−
(
1− 2

p

)
log x1 −

(
1− 2

q

)
log x3

èìååì ν = 3− 2
p : [Chares 2009] ýìïèðè÷åñêè, [Roy, Xiao 2022] ñ

äîêàçàòåëüñòâîì
äëÿ êàíîíè÷åñêîãî áàðüåðà ν = 3p

p+1

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Ãåîìåòðèÿ 3-õ ìåðíûõ êîíóñîâ



ÎÄÓ è ðåøåíèÿ äëÿ ñòåïåííûõ êîíóñîâ

äëÿ òðåòüåãî ñåìåéñòâà êîíóñîâ èìååì ξ ∈ (0,+∞),

t=(
√

ξ + p + q − 1+
√
q − 1)−

1
p (
√

ξ + p + q − 1+
√
p − 1)−

1
q

· 1− ξ√
ξ + p + q − 1+

√
p + q

(√
ξ + p + q − 1+

√
p + q − 1√

ξ + p + q − 1−
√
p + q − 1

)√
p+q−1√
p+q

ϕ = log

√
p + q − ξ

√
ξ + p + q − 1√

p + q t

â îáùåì ñëó÷àå ïàðàìåòðèçàöèÿ êðèâîé (t, ϕ) âîçìîæíà ÷åðåç
ýëëèïòè÷åñêèå ôóíêöèè

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Ãåîìåòðèÿ 3-õ ìåðíûõ êîíóñîâ



Ðåçóëüòàòû

â êà÷åñòâå íîâûõ êîíóñîâ íàøëèñü "íåñèììåòðè÷åñêèå"
ñòåïåííûå êîíóñû

îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò "ïîëîâèíû" ñòåïåííûõ
êîíóñîâ è èõ äâîéñòâåííûå (5-å è 3-å ñåìåéñòâà)

ïàðàìåòð áàðüåðà äëÿ ñòåïåííûõ êîíóñîâ Kp óëó÷øåí

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Ãåîìåòðèÿ 3-õ ìåðíûõ êîíóñîâ



Îòêðûòûå âîïðîñû

êëàññèôèêàöèÿ ïîëóîäíîðîäíûõ êîíóñîâ äëÿ ðàçìåðíîñòåé
n > 3

êàêèå ÎÄÓ ïîëó÷àþòñÿ ðåäóêöèåé Óð×Ï, çàäàþùåãî
êàíîíè÷åñêèé áàðüåð

ðåøåíèÿ ýòèõ ÎÄÓ êàê ñïåöôóíêöèè, ñâÿçü ñ äðóãèìè
îáëàñòÿìè

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Ãåîìåòðèÿ 3-õ ìåðíûõ êîíóñîâ



Ïëàí

êîíè÷åñêàÿ îïòèìèçàöèÿ

ñàìîñîãëàñîâàííûå áàðüåðû

ïîëó-îäíîðîäíûå êîíóñû

êàíîíè÷åñêèé áàðüåð íà 3-õ ìåðíûõ êîíóñàõ

ñàìîàññîöèèðîâàííûå êîíóñû

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Ãåîìåòðèÿ 3-õ ìåðíûõ êîíóñîâ



Óíèôîðìèçèðóþùàÿ êîîðäèíàòà

ïóñòü K ⊂ R3 � ðåãóëÿðíûé êîíóñ ñ áàðüåðîì F

ãåññèàí áàðüåðà F ′′ çàäà¼ò íà K o ñòðóêòóðó ïîëíîãî
ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ

ëîãàðèôìè÷íàÿ îäíîðîäíîñòü âëå÷¼ò ôàêòîðèçàöèþ
ìíîãîîáðàçèÿ íà 1-ìåðíóþ ðàäèàëüíóþ è 2-ìåðíóþ
òðàíñâåðñàëüíóþ êîìïîíåíòó [Sasaki 1980; Loftin 2002]

òðàíñâåðñàëüíàÿ êîìïîíåíòà (óðîâåíü F ) åñòü
íåêîìïàêòíàÿ îäíîñâÿçíàÿ ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü

íà íåé ñóùåñòâóåò ãëîáàëüíàÿ êîìïëåêñíàÿ êîîðäèíàòà
z ∈ M ⊂ C òàêàÿ, ÷òî ìåòðèêà ðàâíà g(z) = 3eu(z)|dz |2

îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ M êîíôîðìíî ýêâèâàëåíòíà ëèáî D,
ëèáî C
ïàðàìåòðèçàöèÿ îäíîçíà÷íà ñ òî÷íîñòüþ äî êîíôîðìíîãî
èçîìîðôèçìà

eu(z) � êîíôîðìíûé ôàêòîð

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Ãåîìåòðèÿ 3-õ ìåðíûõ êîíóñîâ



Ãîëîìîðôíàÿ êóáè÷åñêàÿ ôîðìà

îïðåäåëèì òåíçîð C êàê îãðàíè÷åíèå êóáè÷åñêîãî òåíçîðà 1
3F

′′′

íà òðàíñâåðñàëüíûé ôàêòîð
èç Óð×Ï detF ′′ = e2F ñëåäóåò, ÷òî C èìååò íóëåâîé ñëåä,

2∑
i ,j=1

g ijCijk = 0

îòñþäà ïîëó÷àåì â êîîðäèíàòå z = x + iy

C111 = −C122 = a, −C112 = C222 = b

äëÿ íåêîòîðûõ âåùåñòâåííûõ ôóíêöèé a(z), b(z)
îïðåäåëèì ãîëîìîðôíóþ êóáè÷åñêóþ ôîðìó

U(z) =
1

2
(a(z) + ib(z))

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Ãåîìåòðèÿ 3-õ ìåðíûõ êîíóñîâ



Óðàâíåíèå Âàíãà

åñëè ïåðåïèñàòü Óð×Ï â òåðìèíàõ u(z),U(z), òî îíî îêàæåòñÿ
ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèÿì

∂U

∂z̄
= 0, eu =

1

2
∆u + 2|U|2e−2u

ãäå ∂
∂z = 1

2

(
∂
∂x − i ∂

∂y

)
, ∂
∂z̄ = 1

2

(
∂
∂x + i ∂

∂y

)
� ïðîèçâîäíûå

Âèðòèíãåðà, ∆ = 4 ∂2

∂z∂z̄ � Ëàïëàñèàí

ïåðâîå óð-å ãîâîðèò, ÷òî U � ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ
âòîðîå óð-å íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Âàíãà [C. Wang, 1991]

ñëåäóåò âîñïðèíèìàòü êàê ýëëèïòè÷åñêîå óð-å íà u ïðè
äàííîì U

ãðàíè÷íîå óñëîâèå � ïîëíîòà ìåòðèêè eu|dz |2

îáëàäàåò íåïðåðûâíîé ãðóïïîé ñèììåòðèè: åñëè (u,U) �
ðåøåíèå, òî (u, e iφU) � ðåøåíèå äëÿ ïîñòîÿííîãî φ

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Ãåîìåòðèÿ 3-õ ìåðíûõ êîíóñîâ



Òåîðèÿ óðàâíåíèÿ Âàíãà

åñëè M ⊂ C îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü, U : M → C ãîëîìîðôíà,
u : M → R � ðåøåíèå óð-ÿ Âàíãà, òî ñóùåñòâóåò
îïðåäåë¼ííûé ñ òî÷íîñòüþ äî äåéñòâèÿ ãðóïïû SL(3,R)
ðåãóëÿðíûé êîíóñ K ⊂ R3, íà êîòîðîì êàíîíè÷åñêèé
áàðüåð âîñïðîèçâîäèò ïàðó (u,U) [Simon, C. Wang 1993]

äëÿ ëþáîé ïàðû (M,U) êàê âûøå, êðîìå (C, 0), ðåøåíèå
óð-ÿ Âàíãà ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî [Q. Li 2019]

âûâîä: ëþáîé ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè U, îïðåäåë¼ííîé íà
îäíîñâÿçíîé îáëàñòè M ⊂ C, êðîìå òîæäåñòâåííîãî íóëÿ íà C,
ìîæíî ñîïîñòàâèòü åäèíñòâåííûé ñ òî÷íîñòüþ äî ëèíåéíîãî
èçîìîðôèçìà êîíóñ K , êàíîíè÷åñêèé áàðüåð íà êîòîðîì
âîñïðîèçâîäèò U êàê êóáè÷åñêóþ ãîëîìîðôíóþ ôîðìó
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Ñèììåòðèÿ óðàâíåíèÿ Âàíãà

äëÿ äàííîãî êîíóñà K ⊂ R3, (u,U,M) îïðåäåëåíû ñ òî÷íîñòüþ
äî êîíôîðìíîãî èçîìîðôèçìà:

åñëè M ∋ z 7→ w ∈ M̃, òî

Ũ(w) = U(z)

(
dz

dw

)3

, ũ(w) = u(z) + 2 log

∣∣∣∣ dzdw
∣∣∣∣

ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ êîììóòèðóþò ñ îòîáðàæåíèåì
(u,U) 7→ (u, e iφU)

⇒ ýòî îòîáðàæåíèå ãåíåðèðóåò äåéñòâèå ãðóïïû S1 íà êëàññàõ
ýêâèâàëåíòíîñòè êîíóñîâ
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Àññîöèèðîâàííûå ñåìåéñòâà

Îïðåäåëåíèå

Êîíóñû, ïîëó÷àþùèåñÿ äðóã èç äðóãà ýòèì äåéñòâèåì,

íàçûâàþòñÿ àññîöèèðîâàííûìè, ñîîòâåòñòâóþùèå îðáèòû �

àññîöèèðîâàííûìè ñåìåéñòâàìè.

â ÷àñòíîñòè, K àññîöèèðîâàí ñ K ∗, òàê êàê äâîéñòâåííîñòü
ãåíåðèðóåòñÿ îòîáðàæåíèåì (u,U) 7→ (u,−U) [Loftin 2001]

àññîöèèðîâàííîñòü ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íåïðåðûâíîå
îáîáùåíèå äâîéñòâåííîñòè
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Ïîëóîäíîðîäíûå êîíóñû

àâòîìîðôèçìû K ãåíåðèðóþò àâòîìîðôèçìû îáëàñòè M

ïîñëåäíèå íå ìåíÿþò íè ìåòðèêó, íè ãîëîìîðôíóþ ôîðìó

u,U ïîñòîÿííû íà îðáèòàõ ⇒ U ïîñòîÿííà ãëîáàëüíî

M U ≡ const K

D 0 L3
C 1 R3

+

|Re z | < l
2 e iφ 4-å ñåìåéñòâî

Re z > 0 e iφ, |φ| < π
2 5-å ñåìåéñòâî

Re z > 0 ±i Kexp

Re z > 0 e iφ, |φ| > π
2 3-å ñåìåéñòâî

u ïîñòîÿííî èëè çàäà¼òñÿ ℘ ôóíêöèÿìè Âåéåðøòðàññà îò |z |
èëè x [Z. Lin, E. Wang 2016]
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Äðóãèå ôàêòû

[Dumas, Wolf 2015]: ïîëèíîìû íà C ñîîòâåòñòâóþò
ïîëèýäðàëüíûì êîíóñàì, ïðè ýòîì ÷èñëî ãðàíåé íà 3 áîëüøå,
÷åì ñòåïåíü ïîëèíîìà

íåêîòîðûå ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè íà C ñîîòâåòñòâóþò
"êàíòîðîâûì" êîíóñàì, ó êîòîðûõ ìíîæåñòâî ýêñòðåìàëüíûõ
ëó÷åé ÿâëÿåòñÿ êàíòîðîâûì ìíîæåñòâîì

íóæíî âûêîëîòü ïîëþñà èç C
M ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíîé íàêðûâàþùåé
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ñå÷åíèå êàíòîðîâà êîíóñà: ìíîæåñòâî ýêñòðåìàëüíûõ ëó÷åé
èìååò íóëåâóþ ìåðó
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ñå÷åíèå "òîëñòîãî" êàíòîðîâà êîíóñà: ìíîæåñòâî
ýêñòðåìàëüíûõ ëó÷åé èìååò ïîëîæèòåëüíóþ ìåðó
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Âîïðîñû

Êàêàÿ ñâÿçü åñòü ìåæäó ãîëîìîðôíîé ôîðìîé U : M → C è
êîíóñîì K?

Äëÿ äàííîãî êîíóñà, êàê íàéòè åãî àññîöèèðîâàííîå ñåìåéñòâî?

Êàêèå êîíóñû îòâå÷àþò êîíôîðìíîìó òèïó M = C?
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Ïëàí

êîíè÷åñêàÿ îïòèìèçàöèÿ

ñàìîñîãëàñîâàííûå áàðüåðû

ïîëó-îäíîðîäíûå êîíóñû

êàíîíè÷åñêèé áàðüåð íà 3-õ ìåðíûõ êîíóñàõ

ñàìîàññîöèèðîâàííûå êîíóñû
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Ðåäóêöèÿ óðàâíåíèÿ Âàíãà

íàïîìíèì, ÷òî ìû õîòèì ïðèâåñòè óð-å Âàíãà

eu =
1

2
∆u + 2|U|2e−2u

ê ÎÄÓ ñ ïîìîùüþ ñèììåòðèè

äëÿ ïîëóîäíîðîäíûõ êîíóñîâ ñèììåòðèÿ ñîõðàíÿëà u è U

íî íàì íóæíî òîëüêî, ÷òîáû ñîõðàíÿëèñü u è |U|, ò.å., äåéñòâèå
ãðóïïû ñèììåòðèè ìîæåò ìåíÿòü ôàçó U

ñèììåòðèÿ áóäåò ãåíåðèðîâàòü àâòîìîðôèçì êîíóñà òîëüêî
òîãäà, êîãäà ôàçà ñäâèãàåòñÿ íà e2πik , k ∈ Z
îñòàëüíûå ýëåìåíòû ãðóïïû ãåíåðèðóþò èçîìîðôèçì êîíóñà ñ
êîíóñàìè èç åãî àññîöèèðîâàííîãî ñåìåéñòâà
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Ñàìî-àññîöèèðîâàííûå êîíóñû

Îïðåäåëåíèå

Ðåãóëÿðíûé êîíóñ K ⊂ R3 íàçîâ¼ì ñàìî-àññîöèèðîâàííûì,

åñëè îí ëèíåéíî èçîìîðôåí âñåì êîíóñàì èç ñâîåãî

àññîöèèðîâàííîãî ñåìåéñòâà.

ïðèìåðû: L3, R3
+

K = R3
+ ñîîòâåòñòâóåò U ≡ const íà C

çäåñü ïàðàëëåëüíûå ïåðåíîñû C ãåíåðèðóþò àâòîìîðôèçìû
R3
+, à âðàùåíèÿ � èçîìîðôèçìû ñ àññîöèèðîâàííûìè

êîíóñàìè
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Êëàññèôèêàöèÿ

ñòàòüÿ: Self-associated three-dimensional cones. Contributions to
Algebra and Geometry 63:867�906, 2022

ñïåêòð àâòîìîðôèçìà, ãåíåðèðóåìîãî ñäâèãîì ôàçû U íà e2πi ,
ðàâåí {1, λ, λ−1}
íàçîâ¼ì êîíóñ ýëëèïòè÷åñêîãî, ïàðàáîëè÷åñêîãî èëè
ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà â çàâèñèìîñòè îò òîãî, èìååì ëè
λ = e iϕ, ϕ ∈ (0, π); λ = 1; èëè λ > 1

êëàññèôèêàöèÿ:
òèï M ïàðàìåòðû U

ýëëèïòè÷åñêèé |z | < R R ∈ (0,+∞], k ∈ N zk

ïàðàáîëè÷åñêèé Re z < b b ∈ (−∞,+∞] ez

ãèïåðáîëè÷åñêèé a < Re z < b −∞ < a < b ≤ +∞ ez
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Âèä ÎÄÓ

óðàâíåíèå Âàíãà ñâîäèòñÿ ê ÎÄÓ

χ′′ = 2eχ − χ′

r
− 4r2ke−2χ

äëÿ ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà, ãäå u(z) = χ(|z |) = χ(r)

è ê ÎÄÓ
χ′′ = 2eχ − 4e2xe−2χ

äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî è ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà, ãäå u(z) = χ(x)

îáà óðàâíåíèÿ ñâîäÿòñÿ ê óðàâíåíèÿì Ïýíëåâå III òèïà D7
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Âèä êîíóñîâ

ãðàíèöà êîíóñîâ ñîñòîèò èç ïëîñêèõ ãðàíåé (äëÿ R = +∞ è
b = +∞) è ãëàäêèõ êóñêîâ

ïîñëåäíèå ÿâëÿþòñÿ êîíè÷åñêèìè îáîëî÷êàìè êðèâûõ,
ïðåäñòàâëÿåìûõ â âèäå âåêòîðíî-çíà÷íûõ ðåøåíèé ÎÄÓ

...
y + 2αẏ + β · sin t · y = 0,

ãäå α, β � êîíñòàíòû

êàðòèíà àíàëîãè÷íà ïîëóîäíîðîäíûì êîíóñàì: ó íèõ ãðàíèöà
ïîëèýäðàëüíàÿ èëè êóñî÷íî-ãëàäêàÿ è ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå
êîíè÷åñêîé îáîëî÷êè ðåøåíèÿ ÎÄÓ

...
y + 2αẏ + β · y = 0,

ãäå α, β � êîíñòàíòû
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Ýëëèïòè÷åñêèé òèï: ñå÷åíèÿ

M = {z | |z | < R}, U = zk , ïîëÿðíàÿ ñåòêà â M
k = 0, 1; R = 1, 2, 4

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Ãåîìåòðèÿ 3-õ ìåðíûõ êîíóñîâ



Êîíóñû íàä ðåãóëÿðíûìè ìíîãîãðàííèêàìè

åñëè R = +∞, òî U = zk � ïîëèíîì íà C

òîãäà êîíóñ ïîëèýäðàëüíûé ñ k + 3 ãðàíÿìè [Dumas, Wolf 2015]

â ñèëó ñèììåòðèè êîíóñ ïîñòðîåí íàä ðåãóëÿðíûì
ìíîãîãðàííèêîì

ïàðàìåòð áàðüåðà ðàâåí ν = n = 3, íåçàâèñèìî îò ÷èñëà ãðàíåé
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Ïàðàáîëè÷åñêèé òèï: ñå÷åíèÿ

M = {z | Re z < b}, U = ez , ðàâíîìåðíàÿ ñåòêà â M
b = −2,−1, 0, 1
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∞-ýäðàëüíûé êîíóñ

b = +∞ ⇒ M = C, U = ez

êîíóñ K ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé êîíè÷åñêîé îáîëî÷êîé ìíîæåñòâà

{(1, n, n2) | n ∈ Z}

åãî êîìïàêòíîå ñå÷åíèå èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ãðàíåé ñ
åäèíñòâåííîé òî÷êîé íàêîïëåíèÿ

íåòðèâèàëüíûå àâòîìîðôèçìû K ñîîòâåòñòâóþò
àâòîìîðôèçìàì Z è îáðàçóþò äèýäðàëüíóþ ãðóïïó D∞

êîíóñ ìîæíî èñïîëüçîâàòü â ðåëàêñàöèé êâàäðàòè÷íûõ
öåëî÷èñëåííûõ çàäà÷ äëÿ îïèñàíèÿ óñëîâèÿ y ≥ x2, â ñëó÷àå
êîãäà x ∈ Z
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Ãèïåðáîëè÷åñêèé òèï: ñå÷åíèÿ

M = {z | a < Re z < b}, U = ez , ðàâíîìåðíàÿ ñåòêà â M
(a, b) = (−3, 2); (−1, 0); (1, 2); (−4,−2); (−2, 0); (0, 2)
∂K ñîñòîèò èç äâóõ àíàëèòè÷åñêèõ êóñêîâ
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Ãèïåðáîëè÷åñêèé òèï: ñå÷åíèÿ

M = {z | a < Re z < b}, U = ez , ðàâíîìåðíàÿ ñåòêà â M
(a, b) = (−6, 2); (−4, 0); (−2, 2); (−12,−4); (−6, 2); (−14, 2)
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Ðåçóëüòàòû

íåñêîëüêî ñåìåéñòâ íîâûõ êîíóñîâ

äëÿ îïòèìèçàöèè èíòåðåñíû êîíóñû íàä ðåãóëÿðíûìè
ìíîãîãðàííèêàìè è ∞-ýäðàëüíûé êîíóñ

ïðèëîæåíèå ê ðåëàêñàöèÿì êâàäðàòè÷íûõ öåëî÷èñëåííûõ
çàäà÷

ðåøåíèå âûðàæàåòñÿ ÷åðåç òðàíñöåíäåíòû Ïýíëåâå
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Ñïàñèáî çà âíèìàíèå!

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Ãåîìåòðèÿ 3-õ ìåðíûõ êîíóñîâ


