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Feuille 4 solutions

1.

1.1. On a d~r = d(r~ur + z~k) = dr ~ur + r d~ur + dz ~k et

d~ur = d(~i cos θ +~j sin θ) = − sin θ dθ~i+ cos θ dθ~j = ~uθ dθ.

Alors
d~r = dr ~ur + r dθ ~uθ + dz ~k.

Le repère {~ur, ~uθ,~k} étant orthonormé, on obtient également

||d~r|| =
√
dr2 + r2dθ2 + dz2.

1.2. On a

d~ur =~i(cos θ cosφdθ− sin θ sinφdφ) +~j(cos θ sinφdθ+ sin θ cosφdφ)− ~k sin θ dθ = ~uθ dθ+ sin θ ~uφ dφ

et alors
d~r = dr ~ur + r d~ur = dr ~ur + r ~uθ dθ + r sin θ ~uφ dφ.

Le repère {~ur, ~uθ, ~uφ} étant orthonormé, on obtient également

||d~r|| =
√
dr2 + r2dθ2 + r2 sin2 θdφ2.

2. En coordonnées cartesiennes le gradient et le laplacien d’une fonction f(x1, . . . , xn) sont donnés par

∇f = (
∂f

∂x1
, . . . ,

∂f

∂xn
), ∆f =

n∑
k=1

∂2f

∂x2k
.

Alors on obtient pour f = x2 + y2

∇f = (2x, 2y) = 2x~i+ 2y~j, ∆f = 4

et pour g = x√
x2+y2

∇g = (
y2

(x2 + y2)3/2
,− xy

(x2 + y2)3/2
), ∆g = − 3xy2

(x2 + y2)5/2
+
−x3 + 2xy2

(x2 + y2)5/2
= − x

(x2 + y2)3/2
.

En coordonnées polaires on a les formules

∇f =
∂f

∂r
~ur + r−1 ∂f

∂θ
~uθ, ∆f =

∂2f

∂r2
+ r−1 ∂f

∂r
+ r−2 ∂

2f

∂θ2
.

Alors pour f = x2 + y2 = r2 on obtient

∇f = 2r~ur, ∆f = 2 + r−1 · 2r = 4

et pour g = x√
x2+y2

= cos θ

∇g = −r−1 sin θ~uθ, ∆g = −r−2 cos θ.

On vérifie facilement que le résultat est le même en coordonnées polaires et cartesiennes.

3. En coordonnées cartesiennes la divergence d’un champ de vecteurs ~u =
∑
k uk~ek est donnée par

div ~u =
∑
k
∂uk

∂xk
. Cela donne

div V =
∂

∂x
(2xe2z sin y) +

∂

∂y
(x2e2z cos y) +

∂

∂z
(2x2e2z sin y) = 2e2z sin y − x2e2z sin y + 4x2e2z sin y

= (3x2 + 2)e2z sin y.
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Le rotationnel d’un champ de vecteurs ~u = ux~i + uy~j + uz~k en coordonnées cartesiennes en R3 est
donné par

rot ~u = (
∂uz
∂y
− ∂uy

∂z
)~i+ (

∂ux
∂z
− ∂uz

∂x
)~j + (

∂uy
∂x
− ∂ux

∂y
)~k.

On observe que 2xe2z sin y = ∂f
∂x , x2e2z cos y = ∂f

∂y , 2x2e2z sin y = ∂f
∂z pour f = x2e2z sin y. Alors

rotV = (
∂2f

∂z∂y
− ∂2f

∂y∂z
)~i+ (

∂2f

∂x∂z
− ∂2f

∂z∂x
)~j + (

∂2f

∂y∂x
− ∂2f

∂x∂y
)~k = 0.

En coordonnées cylindriques la divergence d’un champ de vecteurs ~v = vr~ur + vθ~uθ + vz~k est donnée
par

div~v = r−1 ∂

∂r
(rvr) + r−1 ∂vθ

∂θ
+
∂vz
∂z

.

Alors

divW = r−1 ∂

∂r
(r2 sin θ) + r−1 ∂(r cos θ)

∂θ
+
∂z

∂z
= 2 sin θ − sin θ + 1 = sin θ + 1.

Le rotationnel est donné par

rot~v = (r−1 ∂vz
∂θ
− ∂vθ

∂z
)~ur + (

∂vr
∂z
− ∂vz

∂r
)~uθ + r−1(

∂

∂r
(rvθ)−

∂vr
∂θ

)~k.

Alors on obtient

rotW = r−1(
∂

∂r
(r2 cos θ)− ∂(r sin θ)

∂θ
)~k = r−1(2r cos θ − r cos θ)~k = cos θ~k.

4. Soit v =
∑
k vk~ek. On a f~v =

∑
k(fvk)~ek et

div(f~v) =
∑
k

∂(fvk)

∂xk
=

∑
k

(f
∂vk
∂xk

+
∂f

∂xk
vk).

D’autre côté,

f div~v +∇f · ~v = f
∑
k

∂vk
∂xk

+
∑
k

∂f

∂xk
vk.

Il suit que div(f~v) = f div~v +∇f · ~v.
On a

div(∇f) =
∑
k

∂

∂xk

∂f

∂xk
=

∑
k

∂2f

∂x2k
= ∆f.

L’égalité rot∇f = 0 a été prouvé à l’exo précédent.

5. En coordonnées sphériques la fonction s’écrit fα = r2α. On a en général

∆f =
1

r2
∂

∂r
(r2

∂f

∂r
) +

1

r2 sin θ

∂

∂θ
(sin θ

∂f

∂θ
) +

1

r2 sin2 θ

∂2f

∂φ2
.

Alors

∆fα =
1

r2
∂

∂r
(2αr2α+1) = 2α(2α+ 1)r2α−2.

Cette expression s’annule pour α = 0 et α = − 1
2 . La première solution correspond à la fonction

constante 1, la deuxième à f = r−1.


