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Feuille 4 solutions
1.
1.1. On a dF = d(rd, + zE) =dr i, + rdi, + dz k et
dit, = d(icos0 + jsinf) = —sin@ dhi + cos 0 df j = i d6.

Alors .
dr¥ = drd, +rdf iy + dz k.

Le repere {,, @y, E} étant orthonormé, on obtient également

|7l = /dr? + r2d6? + dz2.

1.2. On a
dit, = i(cos 0 cos ¢ df — sin 0 sin ¢ d¢p) + j(cos 0 sin ¢ df + sin 6 cos ¢ dep) — ksin6do = iip do + sin @ @y do

et alors
dr' = dr i, + rdi, = drd, +rigdf + rsinf iy do.

Le repere {u,, tig, iy} étant orthonormé, on obtient également

||dF| = \/dr2 + 72d62 + r2sin” Odg?.

2. En coordonnées cartesiennes le gradient et le laplacien d’une fonction f(z1,...,z,) sont donnés par

_of of

Alors on obtient pour f = x2 + 12
VS = (22,2y) = 2xi + 2yJ, Af =4

et pour g = w:+y2

y? Ty 3xy? —x3 4 2292 T
Vo=(— - ) Ag—- . - |
(22 4+ 42)3/2 (22 + y2)3/2 (22 +42)5/2 " (22 + y2)5/2 (22 + y2)3/2
En coordonnées polaires on a les formules

Alors pour f = 22 + y? = r2 on obtient

_Pf a0f | 507
Af_W_FT E—i—r W

Vf = 2ri,, Af=24r"1.2r=4

x
x24y?

et pour g = = cosf

Vg = —rtsin 0y, Ag = —r~2cos#.
On vérifie facilement que le résultat est le méme en coordonnées polaires et cartesiennes.

3. En coordonnées cartesiennes la divergence d'un champ de vecteurs @ = ), up€j est donnée par

divii =), g% Cela donne
divV = 3(2917622 siny) + ﬁ(xzeh cosy) + Q(QerQZ siny) = 2e** siny — 2%e** siny + 42%e** siny
ox oy 0z

= (32 4 2)e** siny.
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Le rotationnel d’'un champ de vecteurs 4 = ug? + uyj + u.k en coordonnées cartesiennes en R3 est

donné par
R ou, B Ouy .~ ,Ou, Ou, -

ouy  Oug .
Oy g)l * 0z Ox )i+ Ox Oy k.

On observe que 2ze?? siny = %, 22e?? cosy = %7];’ 222e%* siny = % pour f = 22e**siny. Alors
2 2 2 2 2 2
0z0y 0yoz 0xdz 020z Jydx  Oxdy

En coordonnées cylindriques la divergence d’un champ de vecteurs ¢ = v, + vgtig + v,k est donnée
par

dive = 7’71%(7“1}7") + 7’71% + 3611;
Alors o 5 p 5
divW = rila(rgsirﬂ) —1—7'71% + £ =2sinf —sinf + 1 =sinf + 1.
Le rotationnel est donné par
_,0v,  Oug ov,  Ov, 15} ov,

rot ¥ = (r

96~ 5x )Tt gy g et (Gt =

Alors on obtient

O(rsind)
06

1

rot W = 7"_1(6g(7“2 cosf) — )k =1"1(2rcos® — rcos )k = cos O k.
r

4. Soit v =), k€. On a fo =73, (fur)éx et

div(fo) = o) _ > 9o a—ka).

- oxy, . oxy, oxy,

D’autre coté,
fdivi+Vf- v—fzavk 4 %vk.
11 suit que div(fv) = fdivi+ V[ -0
On a

div(V) =Y — 2L =N 2L Ay,

Z g Jf 0% f
Oxy, Oxy, - ox?

L’égalité rot V f = 0 a été prouvé a I'exo précédent.

5. En coordonnées sphériques la fonction s’écrit f, = 72*. On a en général

10, ,0f 1 8 of 1 0*f
Af=—4-(r" 5 ( T a5
r29r. or r2sin 6 06 89 r2sin® 0 0¢
Alors w
— 200+1y _ 2a—2
Afy = 7725(20” ) =2a(2a+ )r .
Cette expression s’annule pour « = 0 et a = —%. La premiere solution correspond a la fonction

constante 1, la deuxieme a f = 1.



