TD MAT 304 Roland Hildebrand

Feuille 3 solutions

1.

1.1. Si g—f; = gz = 0 alors f est une constante.

1.2. Si les dérivées d’ordre 2 s’annulent alors les dérivées d’ordre 1 sont constantes par le point
précédent. On note af = aq, % =b. Alors f = ax + by + ¢ et on obtient les fonctions affines.

0f2

1.3. On note f; = 303, fo= amz L’équation s’écrit = 0. Il suit que f5 est une fonction de z,

fa(z,y) = h(z). Pour la fonction f; on obtient 8’;1 = h(z ) et alors

filw) = Fi0.)+ [ o)
0
De la méme maniere
f(ur:,y)=f(0,y)+/0 (fl(O,y)—F/O h(t)dt)ds = £(0,y) + zf1(0,y) / / ) dt ds.

Ici on peut choisir f(0,y) = ho(y) et f1(0,y) = h1(y) comme deux fonctions arbitraires 3 fois dérivables
de y. Le double intégral est une fonction de x qui s’annule avec sa premiere dérivée a x = 0.

2. On remplace les dérivées par rapport a s,t par les dérivées par rapport a u,v.

of _ 9of 9wvw) Of Of 1
(s, t)  O(u,v) I(s, 1) (8u Bv) <1 2> ’

L’équation devient

of of of .of _df _

(8u+8v) (8u+ 811) ou
Donc f est une fonction arbitraire de v, f(u,v) = h(v). En revenant aux variables s,¢ on obtient
f(s,t) = h(s+ 2t).

3. On remplace les dérivées par rapport a u,v par les dérivées par rapport a s, t.

of _ of 9(s,t) (3f 3f)< O)
O(u,v)  I(s,t) (u,v) Os Ot -2/

On a aussiu = s, v = % Alors I’équation devient
of af af of 33 —t
— —2-—=)=2—= .
255 T390 325 =25, 75

On obtient
B Tw@Bw—t) | s3 82
Fls.0) = 50+ [ o = (0.0 + Gl = 505 = b + T o

ou h(t) est une fonction arbitraire. En revenant aux variables u,v on obtient

3 2 ) 3 2
f(u,v):h(3u—2v)+%—th(z&u—zv)—%Jr%.

sing rcos¢ “lsing rlcos¢

o(z,y) _ (cosgb —rsinqS) o(r, ﬁ; (8(x,y))_1 _ (rcosqs sin ¢ )
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Alors

of  Of ( Ccos ¢ sinqb)
A(z,y)  A(r,¢) \—r tsing rlcose

I’équation devient

of of

7 cos ¢(cos d)a —r" 51n¢8¢ of of

)+ rsin(b(sind)a 4+t cos¢a¢) =r— = qr.

On obtient g—f =a et

f(r,¢) = () +ar

avec h une fonction arbitraire.

5. Déduisons d’abord la formule de transformation des dérivées d’ordre 2 sous une changement de
variables 1, ..., %, 3 Y1,...,Y,. On a

of 9y
3xk Z Oy; Oz,
De la méme fagon
00f N\~ 0~ OF Oy 0 o, 0 0f |0 0f 0 0u;, 0
ox; Ory, ; Jy; (Z Oy; Oxy, axl Z Z oxy Oy; 3yj 8xl ZZ 0y, 8% 8xk 3xl

Pour transformer ’expression dans le deuxiéme terme on calcule

Ay; 3xk 8xm 8xk Oy

Alors on obtient

Z (‘3yj 8yz Z af 8yZ Z 0? 0%y 0Ty,

8xk8xl Oz, Oz ayzayj 5'y] ox; 02,0%m 0yi
_ (“)yj Oy; 0? y;j Orm
n ZE: Oxy Oxy Byﬁyj Z Z 01,0, 0T

-y 9y; Oy Z of 9%y,
= Oxi, Oxy ayﬁyj dy;j Oxy 0z,

Si le changement de variables est linéaire alors 3 =0 et on a la formule simplifiée

Z dy; oy *f
Ozy, Oxy Oy 0y;

8a:k6xl

Si on note J = % la Jacobienne du changement, la formule s’écrit sous forme

Pf L 0f
72 = g

21 1 sont les Hessiennes de f dans le systeme z et y de variables.

Ou8$2a82
0% f 1 -1
tr(a(x,w?'(—l 1>)‘0'

L’ equatlon a résoudre s’écrit
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. ) 1 -1 . ) . -
La Jacobienne du changement est donnée par ggz;; = (1 1 ) En variables u, v I’équation dévient

(= ) [ C)) B O R [CRrS [y
- tr(a(if{;y ' (3 8)> = 4% =0.

La solution de cette équation est donnée par f(u,v) = ho(v) 4+ uhi(v) avec hg, hy des fonctions arbi-
traires. Finalement on obtient

—_

f(z,y) = ho(x +y) + (z — y)hi(z + y).

6. On veut développer f dans une serie de puissances de u = x — xg et v = y — yg. On écarte toute
puissance d’ordre 3 et plus haute et obtient

22y = (u+1)*(v+1)? = (u? +2u+ 1)(v* + 20 + 1)
=1+ (2u+2v) + (u? + duv + v?) + O((u,v)?)
=14+2z-1D)+2y-D+ (-1 +4z-1D)y-1)+y-1)*+0((z -1,y — 1)%),

sin(zy) = zy — é(wy)3 +o-=ay + O((x,9)%),
ay? —2zyt +° = (u+1)° (0 +2)* + (0 +2) (~2(u+ 1) + (v +2))
= (3u® + 3u +1)(v? +4v +4) + (16 + 320)(—2u + v) + O((u,v)?)
=4+ 12u + 4v — 32u + 160 + 12u® + 12uv + v? — 64uv + 320 + O((u,v)?)
=4 — 20u + 20v + 12u? — 52uv + 330 + O((u, v)?)

=4-20(x —1)+20(y —2) +12(z — 1)? = 52(z — 1)(y — 2) +33(y — 2)2 + O((z — 1,y — 2)*).

7. On calcule les dérivées partielles de f.

of T
of Yy
- Vi
82f y2
>’f zy
0xdy (a2 + 1237
0% f x2

o W

Le développement de Taylor d’ordre 2 s’écrit alors, avec les dérivées partielles évaluées a © = xg, y = yo,

2 2 2
) = Fos0) + 50— 20) + 5Ly 30) + 5 550~ 20 + (o= au)y— ) + 5 5% (0~ ) + O(( — 0y
=5 D=+ =)+ e =3~ e =3y —4) sy — 42+ O — 3,y — 4.

On note h = (0.1,0.02) et L = f(a) + df,(h) I'approximation de f(a + h) = f(3.1,4.02) par la
valeur du polynome de Taylor d’ordre 1. A Vextérieur du disque de rayon 5 les dérivées partielles de
f d’ordre 2 sont bornées par % L’erreur f(a+ h) — L est donc borné par

1/1 1 1
- (th + hihy + th) = £(0.005 +0.002 +0.0004) = 0.00148 < 0.002.



