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Figure 1: Exo 2: Repere sur les dessins

Feuille 2 solutions

1. On note D; pour le domaine de définition de f;. On a

Dy ={(z,y) [z #0, y # 0},

Dy = {(z,y) |y # —x},

Dy = {(z,y) [ (z,y) # (0,0)},

Dy ={(z,y) oy >0} =R}, U-R?,

2. D’abord on fait une classification grossiere selon le type de fonction.

Fonctions linéaires: Dans cette classe on trouve les fonctions fs, fa, fo, f15 et les dessins A, F, J.

Le plan horizontal A correspond a la fonction constante fy.

Le graphe F' ne passe pas par l'origine et la fonction représentée croit avec y. Ce comportement
correspond a f5, qui a une constante non-nulle et un coefficient positif devant y.

Le graphe J passe par l'origine. Donc la constante dans la fonction linéaire représentée est nulle et
J correspond a fy.

Fonctions trigonométriques: Dans cette classe on trouve les fonctions f7, f11, fi3 et les dessins D, H.
Le graphe D ne passe pas par 'origine et correspond alors a fi3.
La fonction représentée par H et décroissante en = a z = 0 et est alors f7.

Fonctions non-différentiables: Le seul graphe qui correspond a une telle fonction est C, et la seule
fonction est fi4.

Autres fonctions: 1l reste les dessins B, E, G, I, K, L et les fonctions f1, f3, f5, f6, fs, f10, f12-

Les dessins F, K représentent des fonctions dépendantes de y seulement et correspondent a fg, fs,
respectivement.

La fonction représentée par B possede un maximum a l'origine et est donc fs.

La fonction représentée par G n’a ni un maximum ni un minimum a ’origine et est donc fs.

La fonction représentée par I posséde un minimum stricte & 'origine qui vaut zéro et est donc f1g.

La fonction représentée par L possede un minimum stricte a 'origine qui est négatif et est donc

fi2.
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Figure 2: Exo 3: Courbes de niveau et graphes de f;
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Graphe de f,
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4. On a

‘Graphe de 'a

Graphe de I‘

Figure 3: Exo 4: Graphes de f;

f]ZT,

f2 = T_Qa

f3 =tanf,

5. On note D; pour le domaine de définition de f;. On a

Dy = {(z,y) |y # —=},

D, = D3 = Dy = D5 = Dy = R?,

Les dérivées partielles sont données par

_ 2y

1623y — 621> +y

of

A

=8zty — 922y + -1

= (@ty)? gy
=2z + ¢ %—?

= 2y cos(z?y) 60;/4

— : 0,

Lo = " (ysinx + cosx) FE
S ot
Toriy? 9y
— _dxy® afr _
- (:v2+y2)2 ay
iz o
— (z24y Jy
_ —2z+y dfe
T (eP—wy+y?+1)? oy

2f
Ox2
9% f

dx2

9% fs
D2
% f4
Ox?

= 482%y% — 6y°

4y
(z+y)®

=2

= e ((y? — 1) sinz + 2y cos x)

— —z’4y?
= @rry2)?

—42%y? sin(2?y) + 2y cos(xy)

2z

(z+y)?
2y — 2013

22 cos(z%y)

eWrsinx

_y
z2+y2
__4z’y
- ($2 +y2)2
z(z®—y?)
(@24y2)2

xr—

2y

(22 —xy+y?+1)?

Ja=0.

D¢ = D7 = Dg = R?\ {(0,0)}.

%8& =322y — 18xy” + 1 —La; L= 8x* — 1822y
82f3 = 2@-y) 32yf2 _ 4z
% = ooy a7 " Ghe

= - 2
agaz 2y 7 P =2x — 60y
g:cgz = =223y sin(zy) + 2z cos(zy) %;24 = —z*sin(a?y)
giaz =e™((zy + 1)sinz + z cos z) f’a_zyé — 226% gin x
Pfs _ _ 2zy %fs _  2P—y?
dzdy —  (22+y?)? 72 — @ Fy0)°
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9% fr _ 4i(=327+y?)

9% fr _ 8zy(z®—y?)

9% fr _ 42®(—32+3y°)

oz2 T (2?4y?)3 Ozdy —  (x24+y?)3 oyz (x2142)3

O fs _ 2zy(x®—3y?) *fs _ —at+6ay’—y* % fs _ 2xy(=3z°+y?)

612 - (12+y2)3 6:63y - (z2+y2)3 ayZ - (I2+y2)3

% fy _ 622 —62y—2 0%fy _ —3x249xy—3y%+1 8%fy _  —6zy+6y>—2

dx2 — (22—xy+y?+1)3 ozdy — (22—zy+y>+1)3 92— (@ —zyty?F1)°

6. On a

af _of , ag g 2y 2x 6y + 2z
42— = ((z+1)e" V) +2(ze" ) = (3z+1)e” Y, 32 =3 —(- = :
Ox Oy ( ) J+2(e™) = ( Je 8:5 Ay (z+y)? ( (:1:+y)2) (x+y)?
7. On a

df1 = e*dx + 2ydy dfi[p1] = (1,0)

dfs = cos:c cosydx —sinx siny dy dfa[p2] = (0,0)

dfs = dSU mdy de[P3] = (%,_g)

dfy = 2my3dx + 322y2%dy dfs[ps) = (2,3

8. Une condition nécessaire et localement suffisante pour que w = g1dx+ gody soit exacte est agyl = 992

ox
Elle est satisfaite pour les formes wy,ws et elle ne 'est pas pour wsy,w4. On vérifie

2
7ty
w1 = d B s w3 = d($y)
9. Onaw = g1dx+gody+gsdz = (r+y)2 dx— (z+y)2 dy+ i;_g dz. Une condition nécessaire et localement

suffisante pour I'existence d’un potentiel f tel que w = df sont les relations

991 Og2  Ogr _ Ogs  Og2 _ g3

dy oz’ 0z oz 0z Oy
et elles sont vérifiées par w. Le potentiel a la forme
T —

f= szrconst
T+y

avec une constante réelle arbitraire.

10. On asint = O(1). Alors f(z,y) = O(r?) = o(r) dans le voisinage de l'origine. Alors f est continue
et différentiable a ’origine et ses dérivées partielles sont nulles dans ce point. Ailleurs on calcule

af 1 x 1 af 1 Y 1

= 2zsin - cos — = 2ysin - cos .
Vaz+y2 a2 +y2 a2 +y?

Za Vatty? Vet eyt Oy
Les dérivées partielles sont bornées mais n’ont pas de limite si on s’approche de l'origine et ne sont
donc pas continues.

11. On a f(z,y) = O(r?) = o(r) dans le voisinage de l'origine. Alors f est continue et différentiable &
l'origine et ses dérivées partielles sont nulles dans ce point. Ailleurs on calcule

of _ a?y(a® +3y?) of _ x*(a® —y?)

o= @i 0" oy T @irger 00

Les dérivées partielles de f tendent alors vers 0 si on s’approche de 'origine. Il suit que ces dérivées

sont continues et f est de classe C* sur R2.
On a df(o,o) =0et

23(2? — y2)

z?y(2? + 3y%)
(22 + 12)2

df1,1) = (22 + 12)2

|@y)=0,ndz + @y=0,1dy = dx
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12. Le vecteur u, est proportionnel au vecteur Oﬁ = (x,y) et de norme 1, tandis que @y est proportion-
nel au vecteur (—y, ) et de norme 1. En coordonnées cartesiennes on a alors 4, = (—%2—, ——4—
(—y.) =T e

L y . s . 9 9
Uug = (— . Les composantes sont a interpreter comme coefficients dans la base %, <.
o ( [z2+y2 " \/x2+y? ) p 1% oz’ Jy

Pour passer a la base %, % il faut utiliser la Jacobienne

a(r,0) _(8(m,y))_1_ % % 71_ cosf —rsind 71_ cos @ sin 6
ANz,y) 0(r,0)"  \F 5 ~ \sinf rcosé “\—r7!sinf r~tcosf)"
On obtient
i = L(ﬁﬁ_i_%g)_kL(@ﬁ_i_%g)_g
" a2t y2 OxOr 0z 00’ \Ji2 g2 OyOor  Oyoe’  Or’
i __L(gﬁ_k%g)%_#(ﬁﬁ_,_%g)_r—l 9
T Rt 2 0xor  0xd0’ T \Jr2 12 O0ydr  dyds’ 96
13. On a
y? ___ay
Our [ 2w+ 2y I
O(w,y) \cos(x +y) cos(x+y))’ oz, y,2) T @1y @212
14.

14.1. La formule suit d’'une maniere triviale de la regle du produit.

14.2. On a ||F|| constant si et seulement si | F||2 = F - F est constant. Application de la formule
mene a la conclusion désirée.



