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Feuille 1 solutions

2. Onnoteu:ﬁ,vzm,wzﬁ. Alorsﬁzw—v,ﬁzu—w,B_(}:v—u. On obtient
E-C"ﬁ—f—ﬁ-lﬁ—i—ﬁ-@:u(w—v)—l—v-(u—w)+w~(v—u):0

par bilinéarité et commutativité du produit scalaire.

3.
8.1. On note u = 1@, v = ﬁ, alors B? =0v—u, ﬁ = —u. On obtient

ﬁ/\z@—B?/\B—}l:u/\v—(v—u)/\(—u):uAv+vAu—uAu:0

par bilinéarité et anti-commutativité du produit vectoriel.

— —
3.2. Onnoteu:DA,v:ﬁJu:D?. AlorsCA:u—mC@:v—w,et

C’—X‘l/\C@—D—Xél/\D?—D?/\D?—D?/\D—ZX:(u—w)/\(v—w)—u/\v—v/\w—w/\u

=—uANw—-—wAvt+wAw—-—vAw—-—wAu=0
par bilinéarité et anti-commutativité du produit vectoriel.
4. En utilisant la formule on calcule
UN(TAD)+TA(WAT) + TN (TAD) = (@-0)0— (G- )T+ (0 @)0 — (- @0)d+ (0 - 0)d — (W-2) v =0
par commutativité du produit scalaire.

5. On veut calculer la distance d(Py, D) = d(Py, H) a partir de Py, Py, d. Par Pythagoras nous avons

—
d?(Py, Py) = d*(P1,H) + d*(Py, H) et d(P1, H) = P‘I‘Po Alors

—_— —
d*(Py,H) = P,P, - PP — (

a
i v

5.1. Nous avons

49 1

1
d* (A, M) = (1—2)*+(2—(22—-1))? = 2?20+ 14+42* — 12249 = 5x2—l4x—|—g+g = (Vb5z— .

7 2
- _l’_f
5
Le minimum par rapport a x est atteint a xp;, = %7 et sa valeur est d(A, D) = min, d(A, M) = %

La projection est donnée par H = (Zmin, 2Tmin — 1) = (g, g)

5.2. Un vecteur directeur est donné par d = (1,2), un point Py sur D par (0,—1) en posant z = 0
dans Pexpression pour un point général de D. Alors par la formule (1)

\/ﬁ R ﬁdd ST _ 4
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Figure 1: Exo 1: Domaines D & Dy dans le plan
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Figure 2: H est le point le plus proche a Py sur D

—_—
6.1. Un vecteur directeur de D est donné par & = Py P> = (—4,1,6). Pour avoir un vecteur directeur

(_%6). La droite D est donnée par ’ensemble {P; + acf| a € R}, mais

de norme 1 on pose d= ﬁ =
on cherche une équation de D.

On pose y = ax + b, z = cx + d comme systeme d’équations déterminant D. Les points Py, Ps
doivent satisfaire le systéme, alors on a

1=3a+b, —2=3c+d, 2=-a+b 4=-c+d.
Cela donne les systemes linéaires

G660 G)E-0)

sur les coefficients inconnus a, b, ¢, d qui ont pour solution
a\ _ 1 (1 =1\ (1\_ (-3 a\ _ 1 /1 =1\ [/-2\_ (-3
b) a4\l 3)\2) "\ ) \») a4\l 3 4 )\ %)
Le systeme d’équations de D est alors donné par
1 . 7 3 L 5
=——-x+ - z=——x+ —.
LA 2" T2
. N . =75
6.2. La formule pour le calcul de la distance restant la méme, on obtient avec Py Py = (—2,2,1)

—
_— = PP, %)2 162 221
d(Py, D) = \/PlPo-PlPo—w =1/9- = =1/
U 53 53

6.3. La projection orthogonale H satisfait H = P; 4+ a¥ parce que elle se situe sur D et Poﬁ =0

. 55 o BoP,-7
parce que H est le point le plus proche sur D. On a ByH = PyP) + av’ donc a = —~%1=. Alors H
est donné par

—
b v —16 95,69, —10
H=P — %’u =(3,1,-2) — = (-4,1,6) = %

7. On détermine des vecteurs normaux ¥/, U2 aux plans. Les vecteurs des coefficients dans les équations
nous donnent o7 = (2,3,1) et ¥2 = (3, —1,—3).

7.1. Les plans sont perpendiculaires si et seulement si leurs vecteurs normaux sont perpendiculaires.
On vérifie bien ¥ - v = 0.
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7.2. Soit Hy (Hsz) le point le plus proche de P; (P2) & O. Alors O—H1> (O—H;) est perpendiculaire &
Py (P2) et donce collinéaire a ¥ (¥2). Pour calculer la distance d(O,P;) (d(O, P2)) il suffit de projeter
O—P1> (O—Pg) sur la direction 7 (¥2), o Pi (P2) est un point arbitraire dans P; (P2). On peut choisir
P, =(0,0,4) et P, =(0,—2,0). On obtient

qopy OBt _ 4 oo 0P 2
B T Vv S s TG}

Le vecteur directeur de D est perpendiculaire a la fois a v et ¥5. Donc on peut poser d = U1 A\ Uy =
(—8,9,—11). Pour trouver un point P € D il faut trouver une solution des deux équations des plans
P1,P2. En posant = 0 on obtient un systéme linéaire sur y, z

G506

qui a pour solution y = %, z= f%. On pose P = (0, Z, f%). Alors on obtient par la formule (1)

=3 . 58 _ (PO-d)2 74 (282 5760 180
d-d V16 266 16-266 V133

7.3. Le centre de la sphére S est situé dans le point C = (1,1,1) et son rayon est égal & 1. On
calcule

AR TATI N =1z

La distance étant plus petite que le rayon, la sphere intersecte P;.
De plus, on calcule

\/ﬁ 52 ﬁ d2 6 (12%)2  [106 2t fio)
I-d

16 266 16 266 133"

Cette distance est aussi plus petite que le rayon, donc S intersecte D.

8.

8.1. r = const correspond & un cercle (ou un point dans le cas r = 0); 8 = const correspond & un
rayon émanant de l’origine.

8.2. r = const correspond a un cylindre centré sur 'axe z; 6 = const correspond a un demi-plan
vertical borné par l'axe z; z = const correspond a un plan horizontal.

r = const et § = const correspond a une droite verticale; r = const et z = const correspond a un
cercle horizontal centré sur un point sur ’axe z.

8.3. v = const correspond a une sphere centrée sur ’origine; 8 = const correspond a un cone centré
sur ’'axe z; ¢ = const correspond & un demi-plan vertical borné par 'axe z.

r = const et § = const correspond a un cercle horizontal centré sur un point sur I’axe z; r = const
et phi = const correspond & un demi-cercle vertical centré sur ’origine.

8.4. On substitue les valeurs x = r cos 6, y = rsinf dans I’équation et on obtient
r?cos?f —2rcosf+1+r’sin®f=1 < r(r—2cosf) =0

L’équation du cercle se reduit a r = 2 cos 6.

8.5. On substitue les valeurs x = r cos 6, y = rsin f dans I’équation et on obtient z = r.
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9.1. La normale 77 a P est orthogonale a w; et us a la fois, donc on peut poser 7 = U1 A Us.
L’équation de P peut s’écrire 7i - X = ¢, avec X = (x1,x2,x3) le point général de P et ¢ une constante
réelle. Pour déterminer ¢ on insere le point M; dans 1’équation, ce qui donne ¢ = 7 - M;. On obtient

(171 /\’172) . Mlx =0.

—
Soit M’ = My 4 atls € Dy un point arbitraire. Pour évaluer la distance d(P, M’) on projette My M’
sur 7. On a

—_— —_— N N —_—
d(P M’):‘MlM/.n = |BAtE o) %) | M = d(P, M)
’ |I7]] 17| 17| T

parce que s - 7 = 0.

9.2. Le volume est donné par V = (i3 A tz) - MiMy = 7 - M Ms. Alors d(P, Ms) = % . La

distance d(D1, Ds) est égale a d(P, Ms) parce que 7, @2 ne sont pas collinéaires et la projection de Dy
sur P se croise avec Dj.

10. En coordonnées sphériques (7, ¢, ) les coordonnées des villes sont (R, Lo, —La + %) avec Lo la
longitude et La la latitude. En valeurs absolues on a

b5 =0, ony =1.2886, 05 =0.7185, Ony = 0.8610.
Deduisons la formule de I’angle entre deux points sur la sphere. On a
cos 612 = (cos ¢y sin 01, sin ¢ sin 61, cos 01)-(cos ¢ sin o, sin g sin Oz, cos b)) = sin 61 sin O (cos ¢1 cos Po+sin @1 sin ¢y )+cos B co

L’angle entre les villes s’éleve alors a ¢ = arccos(0.6296) ~ 0.8897. Alors la distance entre les villes
s’éleve a 0.8897 - R ~ 5694km.

11.

11.1. La fonction sint est 2mw-périodique, la fonction cos?t est m-périodique. Alors la période de la
trajectoire est 2.

11.2. La vitesse est donnée par (z(t),y(t)) = (cost,—2costsint) = (cost, —sin 2t). Ce vecteur est
nul sit = (k1 + %)T( et 2t = kom pour kq, ko € Z, alors pour t = (k+ %)71’, k € Z. La norme de la vitesse

est égale a \/ cos? t + 4cos? tsin? t. La vitesse atteint son extremum ot la dérivée de I'expression sous
la racine s’annule.

On derive 'expression sous la racine et on obtient sin 2¢(—1+ 4 cos2t) = 0. Les points ou sin 2t = 0
correspond a des minima locaux de la vitesse, les points ot 1 = 4 cos 2t correspond a des maxima. On
obtient alors t = i% arccosi +km, ke Z.
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Figure 3: Exo 11.1: Trajectoire (x(t),y(t)) sur le plan

1.4

Vitesse

Figure 4: Exo 11.2: Vitesse en fonction de ¢



