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>
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=
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=
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=
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>
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=
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=

{(x
,y
)|x

2
+
y
2≤

1,x
>

0,y≥
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=
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=
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=
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oit
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D
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oin
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∧
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∧
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−
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∧
−−→DC

−
−−→DC

∧
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∧
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∧
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∧
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∧
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∧
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∧
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∧
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p
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oit

D
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roite
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ation
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=
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1
et

soit
A

le
p
oin

t
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x
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d
e
la

d
istan

ce
d
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oin
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oin
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e
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D
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ro
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d
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d
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2)
et

P
2 (−

1,2,4)
d
eu
x
p
oin

ts
d
an

s
IR

3.

1.
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l’éq

u
ation
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d
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q
u
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p
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P
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P
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D
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er
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r-d
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d
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d
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ro
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H

d
e
P
0
su
r
la

d
roite

D
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1
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+
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z−

4
=
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P
2
:

3x−
y−

3z−
2
=

0.

1.
M
on
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q
u
e
les

d
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x
p
lan
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t
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erp

en
d
icu

laires.
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lan

P
2 ,

à
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=
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=

0.
L
e
p
lan

P
1 ,
cou

p
e-t-il

la
sp
h
èreS

?
L
a
d
roiteD

cou
p
e-t-elle

la
sp
h
èreS

?

2

A
 faire: 1,3,4,8 puis au m

oins 1 parm
i 5,6,7

2 séances

checcols
Evidenziato

checcols
Evidenziato

checcols
Evidenziato

checcols
Evidenziato



P

P

P n
H

1

2

3

P
0

P

C
o
o
rd

o
n
n
é
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1.
E
n
co
ord

on
n
ées

p
olaires,q

u
e
rep

résen
ten

t
resp

ectivem
en
t
les

éq
u
ation

s
r
=

con
sta

n
te,

θ
=

con
sta

n
te
?

2.
E
n
co
oro

d
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cy
lin

d
riq

u
es,

q
u
e
rep

résen
ten

t
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ectivem
en
t
les

éq
u
ation

s
r
=

con
sta

n
te,

θ
=

con
sta

n
te
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=
con

sta
n
te
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Q
u
elles
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in
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s
d
e

r
=

con
sta

n
te

et
θ
=

con
sta

n
te
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D
e
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êm

e
p
ou
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r
=

con
sta

n
te
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z
=

con
sta

n
te
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E
n
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es,

q
u
e
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ten

t
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en
t
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éq
u
ation

s
r

=
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sta
n
te,

θ
=

con
sta

n
te,

φ
=

con
sta

n
te
?
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u
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t
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in
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s
d
e
r
=

con
sta

n
te

et
θ
=

con
sta

n
te
?
D
e
m
êm

e
p
ou

r
r
=

con
sta

n
te

et
φ
=

con
sta

n
te
?

4.
S
oit

C
le
cercle
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’éq

u
ation

(x−
1)

2+
y
2
=

1.
D
on

n
er

l’éq
u
ation

d
e
C

en
co
ord

on
n
ées

p
olaire

r
et

φ
.

3
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d
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l’éq
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d
u
côn

e
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t
l’éq

u
ation
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= √
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r
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r
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s
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roite
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p
asse

p
ar

le
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oin

t
M

1
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d
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u
n
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r
d
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1 ,
et

soit

D
2
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roite

q
u
i
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p
ar

M
2
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u
n
vecteu

r
d
irecteu

r
est

→u
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n
ap

p
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la
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d
(D
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en
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2
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m
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u
m
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e
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d
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d
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′)
en
tre

les
p
oin
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M

∈
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′∈

D
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an
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u
e

→u
1
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n
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son

t
p
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éaires.

1.
S
oitP
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lan

p
arallèle
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→u
1
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2
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u
i
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asse

p
ar

le
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oin

t
M

1 .
Q
u
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l’éq

u
ation

d
eP
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on

trer
q
u
e
p
ou

r
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t
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t
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e
la

d
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2
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d
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d
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,M
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=
d
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,M
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au
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en
t
d
it
q
u
eD

2
est

p
arallèle

au
p
lan

P
.

2.
C
alcu

ler
le

volu
m
e
d
u
p
arallélép

ip
èd
e
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d
es

cotés
→u

1 , →u
2
et −−−−→

M
1 M

2 .
E
n
d
éd
u
ire

la
d
istan

ce
en
tre

le
p
oin

t
M

2
et

le
p
lan

P
.
L
a
d
istan

ce
en
tre

les
d
roitesD

1
etD

2 .

1
0
.
U
n
n
av
igateu

r
veu

t
se

ren
d
re

d
e
B
rest

à
N
ew

-Y
ork

en
su
ivan

t
u
n
arc

d
e
gran

d
cercle

su
r
l’O

céan
A
tlan

tiq
u
e.

C
alcu

ler
la

lon
gu

eu
r
d
e
cet

arc
B
rest-N

ew
-Y
ork

,
con

n
aissan

t
le

rayon
terrestre

R
=

6400k
m

et
les

co
ord

on
n
ées

géograp
h
iq
u
es

:

B
re
st

:
latitu

d
e
48

o50 ′N
,
lon

gitu
d
e
0
o

N
e
w
-Y

o
rk

:
latitu

d
e
40

o40 ′N
,
lon

gitu
d
e
73

o50 ′W
.
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d
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n
:

S
oit

deu
x
vecteu

rs
→a

1
et

→a
2
de

m
êm

e
n
orm

e.
M
on

trer
qu
e
l’an

gle
θ
1
2
en

tre

→a
1
et

→a
2
satisfait

:

cos
θ
1
2
=

sin
θ
1
sin

θ
2
cos(φ

1 −
φ
2 )
+
cos

θ
1
cos

θ
2

où
les

an
gles

θ
1 ,θ

2 ,
φ
1
et

φ
2
son

t
les

an
gles

caractérisan
t
les

deu
x
vecteu

rs
en

coordon
n
ées

sphériqu
es.

C
a
lcu

l
d
e
v
ite

sse
e
t
d
’a
cc

é
lé
ra

tio
n

1
1
.
U
n
p
oin

t
d
écrit

la
cou

rb
e
rep

résen
tée

p
ar

x
(t)

=
sin

t,

y
(t)

=
1−

cos
2
t,

où
t
est

le
tem

p
s.

1.
R
ep
résen

ter
grap

h
iq
u
em

en
t
la

tra
jectoire,

m
on

trer
q
u
e
le
m
ovem

en
t
est

p
ério

d
iq
u
e.

D
éterm

in
er

la
p
lu
s
p
etite

p
ério

d
e
p
ositive.
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2.
C
alcu

ler
le

vecteu
r
v
itesse.

Q
u
els

son
t
les

p
oin

ts
où

la
v
itesse

est
n
u
lle

?
L
a
v
itesse

est
m
ax

im
ale

?

5

2
F
o
n
ctio

n
s
d
e
p
lu
sie

u
rs

v
a
ria

b
le
s

F
o
n
ctio

n
s
sca

la
ire

s
d
e
p
lu
sie

u
rs

v
a
ria

b
le
s

1
.
D
éterm

in
er

le
d
om

ain
e
d
e
d
éfi
n
ition

d
es

fon
ction

s
d
e
d
eu
x
variab

les
su
ivan

tes
:

f
1 (x

,y
)
=

1x
+

1y
f
2 (x

,y
)
=

1

x
+
y

f
3 (x

,y
)
=

1

|x|+
|y|

f
4 (x

,y
)
=

ln
(
1x
y
)

2
.
A
sso

cier
à
ch
acu

n
e
d
es

12
su
rfaces

la
fon

ction
q
u
i
lu
i
corresp

on
d
p
arm

i
les

su
ivan

tes
:

f
1 (x

,y
)
=

x
2

f
2 (x

,y
)
=

16
(5−

x
+
2y

)
f
3 (x

,y
)
=

y
2−

x
2

f
4 (x

,y
)
=

y

f
5 (x

,y
)
=

y
2

f
6 (x

,y
)
=

−
y
3

f
7 (x

,y
)
=

−
sin

x
f
8 (x

,y
)
=

1−
(x

2
+
y
2)

f
9 (x

,y
)
=

5
f
1
0 (x

,y
)
=

x
2
+
y
2

f
1
1 (x

,y
)
=

sin
x

f
1
2 (x

,y
)
=

x
2
+
y
2−

1

f
1
3 (x

,y
)
=

cos
x

f
1
4 (x

,y
)
= √

x
2
+
y
2

f
1
5 (x

,y
)
=

3−
x−

y
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3
.
D
on

n
er

l’allu
re

d
es

cou
rb
es

d
e
n
iveau

et
d
u
grap

h
e
d
es

fon
ction

s
d
e
d
eu
x
variab

les
réelles

x
,y

su
ivan

tes
:

f
1 (x

,y
)
=

(x−
2)

2
f
2 (x

,y
)
=

x
2−

y
2

f
3 (x

,y
)
=

x
2+

x−
y

f
4 (x

,y
)
=

x
2+

y
2−

2x
+
4y

+
5

4
.
D
on

n
er

l’ex
p
ression

en
co
ord

on
n
ées

p
olaires

d
es

fon
ction

s
su
ivan

tes
(et

en
d
éd
u
ire

l’allu
re

d
e
ces

fon
ction

s)
:

f
1 (x

,y
)
= √

x
2
+
y
2

f
2 (x

,y
)
=

1

x
2
+
y
2

f
3 (x

,y
)
=

yx
f
4 (x

,y
)
=

arctan
yx

D
é
riv

é
e
s
p
a
rtie

lle
s

5
.
D
éterm

in
er

le
d
om

ain
e
d
e
d
éfi
n
ition

et
calcu

ler
les

d
ériv

ées
p
artielles

p
rem

ières
et

secon
d
es

d
es

fon
ction

s
su
ivan

tes
:

f
1 (x

,y
)
=

4x
4y

2−
3x

2y
3
+
x
y−

y
+
1

f
2 (x

,y
)
=

x−
y

x
+
y

f
3 (x

,y
)
=

x
2
+
x
y
2−

5y
4

f
4 (x

,y
)
=

sin
(x

2y
)

f
5 (x

,y
)
=

ex
p
(x
y
)
sin

x
f
6 (x

,y
)
=

ln
( √

x
2
+
y
2)

f
7 (x

,y
)
=

x
2−

y
2

x
2
+
y
2

f
8 (x

,y
)
=

x
y

x
2
+
y
2

f
9 (x

,y
)
=

1

x
2−

x
y
+
y
2
+
1

6
.
C
alcu

ler
les

d
ériv

ées
d
irection

n
elles

d
es

fon
ction

s
su
ivan

tes
d
an

s
la

d
irection

d
:

f
(x
,y
)
=

x
e
x
+
y,

d
=

(1,2)
et

g
(x
,y
)
=

x−
y

x
+
y
,
d
=

(3,−
1)

7
.
P
ou

r
ch
aq

u
e
fon

ction
f
,
calcu

ler
sa

d
iff
éren

tielle
df

et
ex
p
liciter

df
[p]

:
IR

2→
IR

1.
f
1
=

e
x
+
y
2,
p
1
=

(0,0)

2.
f
2
=

sin
(x
)
cos(y

),
p
2
=

(π
,π

/2)

3.
f
3
=

ln
(2x−

3y
),
p
3
=

(1,−
1)

4.
f
4
=

x
2y

3,
p
4
=

(1,1)

8
.
D
éterm

in
er

si
les

d
iff
éren

tielles
su
ivan

tes
su
r
IR

2
son

t
exactes.

(O
n
rap

p
elle

q
u
’u
n
e

form
e
d
iff
eren

tielle
ω

=
g
1 d
x
+

g
2 d
y
est

d
ite

ex
acte

s’il
ex
iste

u
n
e
fon

ction
f
telle

q
u
e

ω
=

df
.)
L
e
cas

éch
éan

t,
calcu

ler
f
.

1.
ω
1
=

x
d
x
+
y
d
y
,

2.
ω
2
=

x
d
x
+
x
d
y
,

3.
ω
3
=

y
d
x
+
x
d
y
,

4.
ω
4
=

y
2d
x
+
y
d
y
.

9
.
M
on

trer
q
u
e

1

(x
+
y
)
2 (2y

z
d
x−

2x
z
d
y
+
(x

2−
y
2)
d
z )

est
la

d
iff
éren

tielle
d
’u
n
e
fon

c-

tion
f
q
u
e
l’on

d
éterm

in
era.

7

1
0
.
(bon

u
s)

S
oit

f
d
éfi
n
ie

p
ar

:

{
f
(x
,y
)
=

(x
2
+
y
2)
sin

1
√

x
2
+
y
2

si
(x
,y
)	=

(0,0)

f
(0,0)

=
0

M
on

trer
q
u
e
f
est

con
tin

u
e
et

ad
m
et

d
es

d
ériv

ées
p
rem

ières
su
r
IR

2.
S
es

d
ériv

ées
p
artielles

son
t-elles

con
tin

u
es

su
r
IR

2
?

1
1
.
(bon

u
s)

O
n
con

sid
ère

la
fon

ction
f
:
IR

2→
IR

d
éfi
n
ie

p
ar

f
(x
,y
)
=

x
3y

x
2
+
y
2 ,

si
(x
,y
)	=

(0,0),

et
f
(0,0)

=
0.

M
on

trer
q
u
e
f

est
d
e
classe

C
1
su
r
IR

2
tou

t
en
tier.

C
alcu

ler
d
f
(0
,0
) ,

et
d
f
(1
,1
) .

F
o
n
ctio

n
s
v
e
cto

rie
lle

s
1
2
.
(R

ep
ère

m
ob

ile
orth

on
orm

ée).
S
oit

�u
r
:
IR

2\{0}
→

IR
2
le

ch
am

p
s
d
e
vecteu

rs
su
r

IR
2\{0}

tel
q
u
e
p
ou

r
ch
aq

u
e
p
oin

t
P

=
(x
,y
)∈

IR
2\{0}

�u
r (P

)
=

le
vecteu

r
u
n
itaire

d
e
la

m
êm

e
d
irection

et
sen

s
q
u
e −→OP

.

S
oit

�u
θ
le

ch
am

p
s
d
e
vecteu

rs
su
r
IR

2\{0}
tel

q
u
e,

p
ou

r
tou

t
P

d
an

s
IR

2\{0},

�u
θ (P

)
=

la
rotation

en
sen

s
trigon

om
étriq

u
e
d
e
�u
r (P

)
p
ar

π2
.

E
x
p
liciter

�u
r (P

)
et

�u
θ (P

)
en

term
es

d
es

co
ord

on
n
ées

cartesien
n
es

(x
,y
)
et

en
term

es
d
es

co
ord

on
n
ées

p
olaires

(r,θ)
d
u
p
oin

t
P
.

1
3
.
P
ou

r
ch
aq

u
e
ch
am

p
s
d
e
vecteu

rs
�u
:
IR

n→
IR

n
ci-d

essou
s,

calcu
ler

sa
m
atrice

jaco-
b
ien

n
e
J
�u .

1.
�u
1 (x

,y
)
=

(x
2
+
x
y
2,sin

(x
+
y
))

2.
�u
2 (x

,y
,z)

=
(

x
√

x
2
+
y
2 ,

y
√

x
2
+
y
2 ,0).

1
4
.
S
oien

t
�F
:
IR

n→
IR

n
et

�v
:
IR

n→
IR

n
d
es

ch
am

p
s
d
e
vecteu

rs
su
r
IR

n.

1.
S
oit

g
:
IR

n→
IR

la
fon

ction
d
éfi
n
ie

p
ar

g
(P

)
=

�F
(P

)·�v
(P

).
M
on

trer
q
u
e
p
ou

r

tou
t
�h∈

IR
n
n
ou

s
avon

s
q
u
e

∂
g

∂
�h
(P

)
=

∂
�F

∂
�h
(P

)·�v
(P

)
+

�F
(P

)·
∂
�v

∂
�h
(P

).

2.
E
n
d
éd
u
ire

q
u
e
si|| �F||

est
con

stan
t
alors

p
ou

r
tou

t
P

et
tou

t
�h

∂
�F

∂
�h

·
�F
=

0.

8



3
É
q
u
a
tio

n
s
e
n

d
é
riv

é
e
s
p
a
rtie

lle
s

1
.
T
rou

ver
tou

tes
les

fon
ction

s
f
(x
,y
)
d
éfi
n
ies

su
r
IR

2
d
on

t

1.
les

d
ériv

ées
p
artielles

d
’ord

re
1
ex
isten

t
et

son
t
id
en
tiq

u
em

en
t
n
u
lles

;

2.
les

d
ériv

ées
p
artielles

d
’ord

re
2
ex
isten

t
et

son
t
id
en
tiq

u
em

en
t
n
u
lles

;

3.
les

d
ériv

ées
p
artielles

d
’ord

re
3
ex
isten

t
et

telles
q
u
e

∂
3f

∂
x
2∂
y
=

0.

2
.
R
ésou

d
re

l’éq
u
ation

:
2
∂
f

∂
s −

∂
f∂
t
=

0
à
l’aid

e
d
u

ch
an

gem
en
t
d
e
variab

les
(u
,v
)
=

(s
+
t,s

+
2t).

3
.
R
ésou

d
re

l’éq
u
ation

:
2
∂
f

∂
u
+
3
∂
f

∂
v
=

u
v
à
l’aid

e
d
u
ch
an

gem
en
t
d
e
variab

les
(s,t)

=

(u
,3u−

2v
).

4
.
R
ésou

d
re

d
an

s
IR

2\{(0,0)}
:
x
∂
f

∂
x
+
y
∂
f

∂
y
=

a √
x
2
+
y
2,
avec

a∈
IR
.
(op

érer
u
n
ch
an

-

gem
en
t
d
e
variab

les
en

co
ord

on
n
ées

p
olaires.)

5
.
R
ésou

d
re

l’éq
u
ation

∂
2f

∂
x
2
+

∂
2f

∂
y
2 −

2
∂
2f

∂
x
∂
y
=

0
à
l’aid

e
d
u

ch
an

gem
en
t
d
e
variab

les

(u
,v
)
=

(x−
y
,x

+
y
).

6
.
D
on

n
er

le
d
évelop

p
em

en
t
d
e
T
ay
lor

d
’ord

re
2
d
es

fon
ction

s
su
ivan

tes
:

x
2y

2,
au

p
oin

t
(1,

1),
sin

(x
y
),

au
p
oin

t
(0,

0),
x
3y

2−
2x

y
4
+
y
5,

au
p
oin

t
(1,

2).

7
.
(bon

u
s)

O
n
con

sid
ère

la
fon

ction
f
d
e
IR

2
d
an

s
IR

d
éfi
n
ie

p
ar

f
(x
,y
)
= √

x
2
+
y
2

E
crire

la
form

u
le

d
e
T
ay
lor

à
l’ord

re
2
p
ou

r
f
au

p
oin

t
a
=

(3,4).
M
on

trer
q
u
e
l’erreu

r
com

m
ise

en
rem

p
laçan

t
f
(3.1,

4.02)
p
ar

5
+
d
f
a (0.1,

0.02)
est≤

2.10 −
3.

9

4
R
e
p
è
re
s
m
o
b
ile

s
e
t
o
p
é
ra

te
u
rs

d
iff
é
re
n
tie

ls

1
.
S
oit

→r
=

x
→i

+
y

→j
+
z

→k
vecteu

r
d
e
p
osition

d
an

s
IR

3.
A
lors

sa
d
iff
éren

tielle
(le

d
ép
lacem

en
t
in
fi
n
itésim

al)
d

→r
=

→i
d
x
+

→j
d
y
+

→k
d
z
et‖d

→r‖
= √

(d
x
)
2
+
(d
y
)
2
+
d
z
2.

1.
O
n
se

rap
p
elle

q
u
e

→r
=

r
→u

r
+
z

→k
,
ou

les
trois

vecteu
rs

u
n
itaires

orth
on

orm
és

d
u

rep
ère

en
co
ord

on
n
ées

cy
lin

d
riq

u
es

→u
r ,

→u
θ
et

→k
son

t
d
on

n
és

p
ar

les
éq
u
ation

s

→u
r =

→i
cos

θ+
→j
sin

θ,
→u

θ =
−

→i
sin

θ+
→j
cos

θ

p
ou

r
les

vecteu
rs

m
ob

iles
→u

r
et

→u
θ ,
et

le
vecteu

r
fi
x
e

→k
.

O
b
ten

ir
l’ex

p
ression

p
ou

r
le
d
ép
lacem

en
t
in
fi
n
itésim

ald
→r
et

la
d
istan

ce
élém

en
taire

‖d
→r‖

en
co
ord

on
n
ées

cy
lin

d
riq

u
es.

2.
E
n
co
ord

on
n
ées

sp
h
ériq

u
es

les
vecteu

rs
u
n
itaires

orth
on

orm
és

m
ob

iles
→u

r ,
→u

θ
et

→u
φ
son

t
d
on

n
és

p
ar

les
éq
u
ation

s

→u
r

=
→i
sin

θ
cos

φ
+

→j
sin

θ
sin

φ
+

→k
cos

θ
→u

φ
=

−
→i
sin

φ
+

→j
cos

φ
,

→u
θ

=
→i
cos

θ
cos

φ
+

→j
cos

θ
sin

φ−
→k
sin

θ.

V
érifi

er
les

ex
p
ression

s
p
ou

r
d

→r
=

d
(r

→u
r )

:

d
→r

=
d
r

→u
r
+
rd
θ

→u
θ
+
r
sin

θd
φ

→u
φ ,

‖d
→r‖

=
(d
r)

2
+
r
2(d

θ)
2
+
r
2
sin

2
θ(d

φ
)
2.

2
.
C
alcu

ler
le

grad
ien

t
et

le
lap

lacien
d
es

fon
ction

s
su
r
IR

2
à
valeu

r
d
an

s
IR

d
éfi
n
ies

p
ar

∀
(x
,y
)∈

IR
2,

f
(x
,y
)
=

x
2
+
y
2

∀
(x
,y
)∈

IR
2\{(0,0)}

,
g
(x
,y
)
=

x
√
x
2
+
y
2 .

R
efaire

le
calcu

l
en

co
ord

on
n
ées

p
olaires.

3
.
C
alcu

ler
la

d
ivergen

ce
et

le
rotation

n
el

d
es

ch
am

p
s
d
e
vecteu

rs
su
ivan

ts

∀
(x
,y
,z)∈

IR
3,

V
(x
,y
,z)

=
2x

e
2
z
sin

y
→i
+
x
2e

2
z
cos

y
→j
+
2x

2e
2
z
sin

y
→k

∀
(r,θ,z),r

>
0,

W
(r,θ,z)

=
r
sin

θ
→u

r
+
r
cos

θ
→u

θ
+
z

→k

4
.
S
oien

t
f
:
IR

3→
IR

et
→v
:
IR

3→
IR

3
u
n
e
fon

ction
réelle

et
u
n
ch
am

p
d
e
vecteu

rs
d
e

classeC
2
su
r
IR

3.
M
on

trer
q
u
e

d
iv
(f

→v
)

=
f
d
iv

→v
+
grad

f· →v
d
iv
(grad

f
)

=
Δ
f

rot(grad
f
)

=
0.10

A
 faire : 1,2,4,5,6

2 séances
Faire tous les exos
2 séances

checcols
Evidenziato

checcols
Evidenziato



5
.
P
ou

r
tou

t
réel

α
∈
IR
,
on

d
éfi
n
it
la

fon
ction

f
α
:
IR

3→
IR

p
ar

∀
(x
,y
,z)∈

IR
3\{(0,0,0)},

f
α (x

,y
,z)

=
(x

2
+
y
2
+
z
2)

α.

D
éterm

in
er

les
valeu

rs
d
e
α
p
ou

r
lesq

u
elles

Δ
f
α
=

0.
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5
In

té
g
ra

tio
n

In
té
g
ra

le
s
d
o
u
b
le
s
e
t
trip

le
s

1
.C

alcu
ler

les
in
tégrales

su
ivan

tes

I
1
= ∫∫

[0
,3
]×

[0
,2
] (4−

y
2)

d
x
d
y
,

I
2
= ∫∫

[0
,3
]×

[−
2
,0
] (x

2y−
2x

y
)
d
x
d
y
,

I
3
= ∫∫

[π
,2
π
]×

[0
,π
] (sin

x
+
cos

y
)
d
x
d
y
,

I
4
= ∫

π0 (∫
x0
x
sin

y
d
y )

d
x
,

I
5
= ∫

π0 (∫
sin

x

0
y
d
y )

d
x
,

I
6
= ∫

ln
8

1 (∫
ln

y

1
e
x
+
y
d
x )

d
y
,

I
7
= ∫∫∫

[0
,
π2
] 3
sin

(x
+
y
+
z)

d
x
d
y
d
z.

2
.
D
éterm

in
er

l’aire
d
e
la

su
rface

p
lan

e
d
élim

itée
p
ar

les
cou

rb
es

1.
x
y
=

1,
x
+
y
=

52 a
(a

>
0)

;

2.
r
=

a
cos

3θ
en

co
ord

on
n
ées

p
olaires,−

π6 ≤
θ≤

π6 .

3.
en

p
assan

t
en

co
ord

on
n
ées

p
olaires,

calcu
ler

l’aire
d
e
la

su
rface

d
élim

itée
p
ar

les
cou

rb
es

(x
2
+
y
2)

2
=

2a
2(x

2−
y
2)
;
x
2
+
y
2≥

a
2.

3
.
C
alcu

ler
le

volu
m
e
d
es

sou
s-en

sem
b
les

su
ivan

ts
d
e
IR

3

D
1

=
{(x

,y
,z)∈

IR
3
z≥

0,
x
2
+
y
2≤

1−
z},

D
2

=
{(x

,y
,z)∈

IR
3
x
2
+
y
2
+
z
2≤

1},
D

3
=

{(x
,y
,z)∈

(IR
+
)
3
x≤

y
,
x
+
y≤

2,
z≤

x
2
+
y
2}
.

4
.
C
alcu

ler
les

in
tégrales

d
ou

b
les ∫∫

D
f
(x
,y
)
d
x
d
y
d
an

s
les

cas
su
ivan

ts
:

1.
f
(x
,y
)
=

x
2y

et
D

=
{(x

,y
)∈

IR
2|

x
2
+
y
2≤

1}.
2.

f
(x
,y
)
=

x
y
et

D
=

{(x
,y
)∈

IR
2|

x≥
0,y≥

0,x
+
y≤

1}.
3.

f
(x
,y
)
=

x
2
et

D
=

{(x
,y
)∈

IR
2|

x
2≤

y≤
x}.

4.
f
(x
,y
)
=

(x
2−

y
2)e

x
y
et

D
=

{(x
,y
)∈

IR
2|

x
2
+
y
2≤

1,x
+
y≥

1,x≥
y}.

In
dication

:
on

pou
rra

faire
le

chan
gem

en
t
de

variables
(X

,Y
)
=

(x
+
y
,x−

y
).

5.
f
(x
,y
)
=

x
cos( √

x
2
+
y
2)

et
D

=
{(x

,y
)∈

IR
2|

x≥
y≥

0,x
2
+
y
2≤

π}.
5
.
D
éterm

in
er

les
co
ord

on
n
ées

d
u
b
ary

cen
tre

d
es

su
rfaces

su
ivan

tes
:

1.
p
laq

u
e
h
om

ogèn
e
d
éfi
n
ie

p
ar

x
2≤

y≤
1,−

1≤
x≤

1.

2.
u
n
d
em

i-d
isq

u
e
h
orizon

tal.

3.
d
isq

u
e
d
’éq

u
ation

(x−
1)

2
+
y
2≤

1

d
e
m
asse

volu
m
iq
u
e
ρ
=

x|y|
gram

m
es/u

n
ité

d
e
su
rface.
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Faire : 1,3,4,7,8,10,13
4 séances

checcols
Evidenziato



In
té
g
ra

le
cu

rv
ilig

n
e

6
.
C
alcu

ler
les

lon
gu

eu
rs

d
es

cou
rb
es

1.
x
=

3t,
y
=

3t
2,

z
=

2t
3,
en
tre

O
(0,0,0)

et
A
(3,3,2)

2.
x
=

e −
tcos

t,
y
=

e −
tsin

t,
z
=

e −
t,
en
tre

t
=

0
et

t
=

1

3.
x
2
+
y
2
=

z,
yx
=

tan
z,

en
tre

O
(0,0,0)

et
A
( √

π8 , √
π2
4 ,π

/6)

7
.
L
e
p
oin

t
m
ob

ile
évolu

e
selon

l’éq
u
ation

x
=

a
cos

t,
y
=

a
sin

t,
z
=

bt
en
tre

t
=

0
et

t
=

2π
.
C
alcu

ler
le

travail
d
e
force

→F
(x
,y
,z)

=
x

→i
+
y

→j
+
z

→k
.

8
.
L
e
p
oin

t
m
ob

ile
d
écrit

la
cou

rb
e
d
éfi
n
ie

p
ar

x
=

e
tcos

t,
y
=

e
tsin

t
et

z
=

e
t

où
t
est

le
tem

p
s.

1.
Q
u
elle

est
la

d
istan

ce
p
arcou

ru
e
en
tre

t
=

0
et

t
=

1
?
P
ou

r
q
u
elle

valeu
r
d
e
t
la

d
istan

ce
p
arcou

ru
e
est-elle

d
e
4 √

3,
en

u
n
ité

d
e
lon

gu
eu
r
?

2.
C
alcu

ler
le

travail
d
e
la

force
→F
=

z
→k

en
tre

t
=

0
et

t
=

1

9
.

1.
T
rou

ver
le

travail
d
e
la

force
→F
=

−
k
r

→u
r
su
r
l’arc

d
’ellip

se
x
2

a
2
+

y
2

b
2
=

1
en
tre

M
1 (a

,0)
et

M
2 (0,b).

2.
T
rou

ver
le

travail
d
e
la

force
d
e
grav

itation
→F
=

k →u
r

r
2
,
où

r
= √

x
2
+
y
2
+
z
2
en
tre

le
p
oin

ts
M

1 (x
1 ,y

1 ,z
1 )

et
M

2 (x
2 ,y

2 ,z
2 ).

1
0
.

1.
S
oit

Γ
la

cou
rb
e
d
e
IR

2
d
’éq

u
ation

y
=

(x−
1)

ln
(x

+
1),

x
varian

t
d
e
0
à
1.

C
alcu

ler

I
1
= ∫

Γ √
x
d
y−

( √
x
ln
(x

+
1))

d
x
.

2.
S
oit

C
⊂

IR
2
le

cercle
d
e
rayon

R
,
d
e
cen

tre
(0,0)

d
écrit

d
an

s
le

sen
s
trigon

o-
n
om

étriq
u
e.

C
alcu

ler

I
2
= ∫

C

(2x−
y
)
d
x
+
(x

+
y
)
d
y
.

3.
S
oit

Γ
u
n
e
cou

rb
e
ferm

ée
(lisse)

d
an

s
IR

3.
C
alcu

ler

I
3
= ∫

Γ

y
z
d
x
+
x
z
d
y
+
x
y
d
z.
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1
1
.

1.
S
oit

Γ
⊂

IR
2
u
n
e
cou

rb
e
ferm

ée
sim

p
le
d
élim

itan
t
u
n
d
om

ain
eD

d
’aire

A
.
M
on

trer
à
l’aid

e
d
e
la

form
u
le

d
e
G
reen

-R
iem

an
n
q
u
e

A
=

12 ∫
Γ

x
d
y−

y
d
x
.

2.
E
n
d
éd
u
ire

l’aire
lim

itée
p
ar

l’ellip
se

d
éfi
n
ie

p
ar

{
x

=
a
cos

θ
avec

0≤
θ≤

2π
.

y
=

b
sin

θ

1
2
.
S
oit

K
=

{
x
,y

∈
R

2|x
≥

0,y
≥

0
et

x
2
+

y
2≤

1}.
S
oit

γ
son

b
ord

orien
té

et
ω

la
form

e
d
iff
éren

tielle
ω
=

x
y
2d
x
+
2x

y
d
y
.

C
alcu

ler ∫
γ
ω
en

u
tilisan

t
la

form
u
le

d
e
G
reen

-R
iem

an
n
.

1
3
.
E
n
u
tilisan

t
le

form
u
le

d
e
G
reen

-R
iem

an
n
,
calcu

ler
I
= ∫

D
x
y
d
x
d
y
où

D
=

{(x
,y
)∈

R
2|x≥

0,y≥
0,x

+
y≤

2}
.
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C
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e
n
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U
n
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e
rsité

G
re
n
o
b
le

A
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e
s

M
A
T
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A
n
n
ée

2016-2017

C
C
1
a
:
e
x
a
m
e
n

p
a
rtie

l
d
u

1
3
o
cto

b
re

2
0
1
6

U
n
e
feu

ille
A
4
recto-verso

m
an

u
scrite

est
au

torisée

C
alcu

lettes,
téléphon

es
portables

in
terdits

D
u
rée

45m
n

L
e
s
ré

p
o
n
se

s
b
ro

u
illo

n
n
e
s
se

ro
n
t
sy

sté
m
a
tiq

u
e
m
e
n
t
re
fu

sé
e
s

E
x
e
rcice

1
.

O
n
con

sid
ère

les
d
om

ain
es

su
ivan

ts
d
an

s
IR

2
:

D
1
=

{(x
,y
)∈

IR
2
:
x
>

y},
D

2
=

{(x
,y
)∈

IR
2
:
x
2
+
y
2≥

1},
D

3
=

{(x
,y
)∈

IR
2
:
x
2
+
y
2
<

1},
D

4
=

∅,
D

5
=

{0},
D

6
=

IR
2,

D
7
=

{(x
,y
)∈

IR
2
:|x|

>
|y|},

D
8
=

{(x
,y
)∈

IR
2
:|x|

>
−
y},

D
9
=

{(x
,y
)∈

IR
2
:
(x
,y
)	=

(0,0)}
D

1
0
=

{(x
,y
)∈

IR
2
:{x	=

0}∪
{
y	=

0}}.
C
h
oisissez

p
arm

iles
en
sem

b
les

ci-d
essu

s
les

d
om

ain
es

d
e
d
éfi
n
ition

d
es

fon
ction

s
su
ivan

tes
:

(M
arqu

ez
le

n
u
m
éro

du
dom

ain
e
correspon

dan
t
en

face
de

chaqu
e
fon

ction
.)

1.
f
(x
,y
)
=

x
2−

y
2

x
2
+
y
2

2.
f
(x
,y
)
=

ln
(1−

x
2−

y
2)

3.
f
(x
,y
)
=

ln
(x

2−
y
2)

4.
f
(x
,y
)
=

(x
+
y
)e

x
+
y

5.
f
(x
,y
)
= √

x
2
+
y
2

1−
x
2−

y
2

E
x
e
rcice

2
.

1.
C
o
ch
er

les
form

es
lin

éaires
q
u
i
son

t
ex
actes.

�
x
d
y
+
y
d
x
;

�
e
x
y
(y

cos(y
2)d

x
+
2y

x
sin

(y
2)d

y
)
;

�
4
x

(x
2
+
y
2
)
2 d
x
+

4
y

(x
2
+
y
2
)
2 d
y
;

�
sin

(y
x
)(y

d
x
+
x
d
y
).

2.
C
o
ch
er

la
fon

ction
ci-d

essou
s
d
on

t
la

d
iff
éren

tielle
est

(
zx

2y−
zy

3

3 )
d
x− (

zx
y
2−

zx
3

3 )
d
y
+

x
y3
(x

2−
y
2)d

z

�
z(x

3−
y
3)
+
1;

�
zx

y
(y

3−
x
3)
+
z;

�
z
x
y

3
(x

+
y
);

�
z
x
y

3
(x

2−
y
2)
+
6;

�
y
33
+

z6 (x
3−

z
3);

�
z
x
y

3
(x

2
+
y
2);
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E
x
e
rcice

3
.

1.
D
an

s
la

liste
ci-d

essou
s
co
ch
ez

tou
tes

les
solu

tion
s
d
e
l’éq

u
ation

∂
2f

∂
x
∂
y
=

x
2
+
y
2.

�
f
=

13 x
y
(x

2
+
y
2)−

1;
�

f
=

13 (x
2
+
y
2)(x

+
y
);

�
f
=

x
+
y
2
+

13 (x
2−

y
2)(x

+
y
),

�
f
=

x
+
y
2
+

13 x
y
(x

2
+
y
2);

�
f
=

x
+
y
2
+
x
3y

+
x
2y
;

�
f
=

x
+
y
2
+

13 (x
2
+
y
2)(x

+
y
);

�
f
=

13 (x
2−

y
2)(x

+
y
)−

1;
�

f
=

13 (x
2
+
y
2)(x

+
y
)−

1.

2.
E
n
tou

rez
en

p
lu
s
celle

q
u
i
satisfait

au
x
con

d
ition

s
f
(x
,0)

=
x
,
f
(0,y

)
=

y
2
:
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U
n
iv
e
rsité

d
e
G
re
n
o
b
le

A
lp
e
s.

A
n
n
ée

2016-2017
M
o
d
u
le

M
A
T

304

C
o
n
trô

le
co

n
tin

u
2
.

C
alcu

lettes,
téléphon

es
portables,

in
terdits.U

n
e
feu

ille
recto-verso

A
4
m
an

u
scripte

au
torisée.

D
u
rée

1h
30.

E
x
e
rcice

1
.
N
ou

s
con

sid
éron

s
l’éq

u
ation

−
1x

∂
f

∂
x
+

1y

∂
f

∂
y
=

x
2
+
y
2

x
y

(1)

su
r
le

d
om

ain
e
D

=
{(x

,y
)|x

>
0,y

>
0.}

P
osan

t
f
(x
,y
)
=

g
(r,θ)

résou
d
re

cette
éq
u
ation

p
ar

u
n
p
assage

en
co
ord

on
n
ées

p
olaires.

E
x
e
rcice

2

S
oit

D
le

d
om

ain
e

D
=

{(x
,y
)||x−

y|≤
1;|x

+
y|≤

1.}
1.

D
essin

er
le

d
om

ain
e
D

d
an

s
le

p
lan

.

2.
C
alcu

ler
l’in

tégrale
d
ou

b
le

∫
D

x
2d
x
d
y

u
tilisan

t
le

ch
an

gem
en
t
d
e
variab

le
u
=

(x−
y
),v

=
(x

+
y
).

E
x
e
rcice

3
.

1.
O
n
con

sid
ère

la
fon

ction
g
:
(x
,y
)→

x
2

x
2
+
y
2 .

(a)
Q
u
el

est
le

d
om

ain
e
d
e
d
éfi
n
ition

d
e
g
?

(b
)
C
alcu

ler
→∇

(g
)
en

co
ord

on
n
ées

cartesien
n
es.

(c)
D
on

n
er

la
fon

ction
g
en

co
ord

on
n
ées

p
olaires.

R
ecalcu

ler
→∇

(g
)
en

co
ord

on
n
ées

p
olaires.

(d
)
E
n
d
éd
u
ire

le
lap

lacien
Δ
(g
)
en

co
ord

on
n
ées

p
olaires.

2.
S
oit

f
:
R

3→
R
u
n
e
fon

ction
scalaireC

1
et

soit
→u
:
R

3→
R

3
u
n
ch
am

p
s
d
e
vecteu

rs
C
1.
M
on

trer
q
u
e

d
iv
(f

→u
)
=

f
d
iv
( →u

)+
→∇

(f
)· →u

.

E
x
e
rcice

4
.
S
oit

f
:
R

2→
R

la
fon

ction
d
on

n
ée

p
ar

f
(x
,y
)
=

x
2
+
x
+
y
2−

2y
.

1.
D
essin

er
p
ou

r
tou

t
k∈

R
la

lign
e
d
e
n
iveau

L
k (f

).

2.
R
ep
résen

ter
le

grap
h
e
d
e
la

fon
ction

f
d
an

s
R

3.

3.
Q
u
el

est
le

p
oin

t
(x
,y
)∈

R
2
ou

la
valeu

r
d
e
la

fon
ction

f
est

m
in
im

ale
?
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L
2
-
U
E
M
A
T
304

2
è
m
e
p
a
rtie

:
a
lg
è
b
re

7
M

a
trice

s
e
t
a
p
p
lica

tio
n
s
lin

e
a
ire

s

1
.
C
alcu

ler
les

p
ro
d
u
its

A
B

et
B
A
,
q
u
an

d
ils

ex
isten

t,
d
an

s
les

cas
su
ivan

ts
:

1.
A

=
(1,

2,−
1,

3),
B

=
(−

1,
0,

2,
1)

T

2.
A

= (
1

0
1

−
1 )

,
B

= ⎛⎝
−
1

1
0

0
1

−
2 ⎞⎠

3.
A

= ⎛⎝
1

2
0

0
3

4
0

0
0

0
1

0 ⎞⎠
,
B

= ⎛⎜⎜⎝
0

0
2

1
0

0
1

1
0

0
1

0
0

0
0

1 ⎞⎟⎟⎠
(u
tiliser

la
m
u
ltip

lication
p
ar

b
lo
c
p
ou

r
calcu

ler
le

p
ro
d
u
it).

2
.
R
ép

on
d
re

p
ar

O
u
i/N

on
.

(a)
T
ou

te
m
atrice

d
iagon

ale
est

sy
m
étriq

u
e.

(b
)
P
ou

r
u
n
e
m
atrice

A
et

u
n
scalaire

c,
(cA

)
T
=

cA
T
.

(c)
T
ou

te
m
atrice

tri-d
iagon

ale
est

sy
m
étriq

u
e.

(d
)
p
ou

r
d
es

m
atrices

A
,B

q
u
elcon

q
u
es,

(A
B
)
T
=

B
T
A

T
.

3
.
C
om

p
leter

les
p
h
rases

:

(a)
L
e
ran

g
d
e
la

m
atrice (

0
−
1

2
0

3
4 )

est
.

(b
)
S
i
A

est
u
n
e
m
atrice

3×
7
alors

son
ran

g
est

au
m
oin

s
et

au
p
lu
s

.
(c)

L
e
ran

g
d
’u
n
e
m
atrice

3×
3
n
on

n
u
lle

avec
tou

s
les

élém
en
ts

égau
x
est

.
(d
)
S
i
A

est
u
n
e
m
atrice

4×
8,

alors
la

n
u
llité

d
e
A

est
au

m
oin

s
.

(e)
S
oit

A
u
n
e
m
atrice

4×
3
con

stan
te

p
ar

colon
n
e,

alors
le

ran
g
d
e
A

est
.

(f)
U
n
ex
em

p
le

d
e
m
atrice

d
e
ran

g
2
et

d
e
n
u
llité

1
est

.

4
.
S
oit

u
=

(1,2,3)
T
et

v
=

(a
,b,c)

T
d
eu
x
vecteu

rs
colon

n
es.

F
orm

er
la

m
atrice

P
=

u
v
T
.

Q
u
el

est
le

ran
g
d
e
P
?
C
alcu

ler
P

2,
P

k,
k
=

3,4,....
Q
u
elle

est
l’im

age
d
e
P
?
Q
u
el

est
l’esp

ace
n
u
l
d
e
P
?

5
.
D
on

n
er

la
rep

résen
tation

m
atricielle

d
es

ap
p
lication

s
lin

éaires
su
ivan

tes
d
an

s
les

b
ases

can
on

iq
u
es

d
es

esp
aces

en
jeu

.
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1.
f
: {

IR
3

→
IR

3

(x
,y
,z)

�→
(x

+
2y

+
3z,2y−

z,x
+
z)

2.
la

sy
m
étrie

d
an

s
IR

2
p
ar

rap
p
ort

à
l’ax

e
d
éfi
n
i
p
ar

e
1
p
arallèlem

en
t
à
e
2 ,
en

su
p
p
o-

san
t
q
u
e
IR

2
est

m
u
n
i
d
’u
n
e
b
ase

(e
1 ,e

2 )

3.
la

p
ro
jection

d
an

s
IR

2
su
r
l’ax

e
d
éfi
n
i
p
ar

e
1
p
arallèlem

en
t
à
e
2

4.
f
: {

IR
2 [X

]
→

IR
2 [X

]
P

�→
2(X

+
1)P

−
(X

2−
1)P

′

6
.
O
n
con

sid
ère

l’esp
ace

IR
2
m
u
n
i
d
e
la

b
ase

can
on

iq
u
e
B

=
(e

1 ,e
2 ).

S
oit

f
l’ap

p
lication

lin
éaire

d
on

n
ée

p
ar

f
: {

IR
2

→
IR

2

(u
,v
)

�→
(2u

,−
v
)

d
an

s
la

b
ase

B
.

1.
D
éterm

in
er

la
m
atrice

A
d
e
f
d
an

s
la

b
ase

B
.

2.
M
on

trer
q
u
e
les

vecteu
rs

e ′1
=

(3,1)
et

e ′2
=

(5,2)
form

en
t
u
n
e
b
ase

B
′
d
e
IR

2.

3.
D
éterm

in
er

la
m
atrice

A
′
d
e
f
d
an

s
le

b
ase

B
′
en

calcu
lan

t
f
(e ′1 )

et
f
(e ′2 ).

4.
C
alcu

ler
les

m
atrices

d
e
p
assage

P
et

Q
en
tre

les
b
ases

B
et

B
′.

5.
D
éterm

in
er

A
′
p
ar

le
form

u
le

d
e
ch
an

gem
en
t
d
e
b
ase.

6.
C
alcu

ler
les

m
atrices

d
e
f
5
d
an

s
les

d
eu
x
b
ases

(in
d
ication

:
A

=
P
A

′P
−
1
im

p
liq

u
e
q
u
e
A

n
=

P
A

′nP
−
1).

7
.O

n
con

sid
ère

l’esp
ace

IR
3
m
u
n
i
d
e
la

b
ase

can
on

iq
u
e
B
.

1.
M
on

trer
q
u
e
u
1
=

(2,−
1,−

2),
u
2
=

(1,0,−
1)

et
u
3
=

(−
2,1,3)

form
en
t
u
n
e
b
ase

B
′
d
e
IR

3.

2.
S
oit

f
:
IR

3
→

IR
3

u
n
e
ap

p
lication

lin
éaire

d
on

t
la

m
atrice

d
an

s
la

b
ase

can
o-

n
iq
u
e
est

A
= ⎛⎝

9
−
6

10
−
5

2
−
5

−
12

6
−
13 ⎞⎠

.
C
alcu

ler
les

m
atrices

d
e
p
assage

d
’u
n
e
b
ase

à

l’au
tre.

3.
C
alcu

ler
la

m
atrice

d
e
f
d
an

s
la

b
ase

B
′.

8
.
S
oit

A
,
B
,
C

et
D

d
es

m
atrices

carrées
d
’ord

re
n
.

1.
M
on

trer
q
u
e
tr(A

B
)=

tr(B
A
).

2.
E
n
d
éd
u
ire

q
u
e
les

égalités
A
C
+
D
B

=
I
n

et
C
A
+
B
D

=
0
n

son
t
in
com

p
atib

les.

3.
E
n
d
éd
u
ire

au
ssi

q
u
e
la

m
atrice

rep
résen

tan
t
u
n
e
ap

p
lication

lin
éaire

u
d
an

s
u
n
e

b
ase

B
a
tou

jou
rs

la
m
êm

e
trace

q
u
elq

u
e
soit

la
b
ase

B
ch
oisie.

9
.
E
x
p
rim

er
la

form
e
q
u
ad

ratiq
u
e

Q
(x
,y
,z)

=
2x

2
+
y
2
+
z
2
+
2x

y
+
4y

z−
6x

z

en
form

e
m
atricielle

v
T
A
v
,
ou

v
=

(x
,y
,z)

T
et

A
est

u
n
e
m
atrice

trian
gu

laire
in
férieu

re
;

ou
en
core

q
u
an

d
A

est
u
n
e
m
atrice

sy
m
étriq

u
e.
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8
S
y
stè

m
e
s
lin

é
a
ire

s
e
t
d
é
te
rm

in
a
n
ts

1
.
R
ésou

d
re

les
sy
stèm

es
su
ivan

ts
p
ar

la
m
éth

o
d
e
d
e
G
au

ss
ou

G
au

ss-J
ord

an
.

(a
)

x
+
y
+
z
=

0
x
+
2y

+
3z

=
2

x
+
3y

+
4z

=
3

(b)
x
+
3y−

z
=

9
3x

+
9y−

3z
=

27
−
2x

+
y−

5z
=

10

x
+
y
=

1
(c)

2x
+
y
=

2
3x

+
2y

=
5;

x
3
+
x
4
=

0
(d
)

−
2x

1 −
4x

2
+
x
3
=

0
−
x
3
+
x
4
=

0;

x
1
+
x
2
+
3x

3
=

2
(e)

2x
1
+
5x

2
+
9x

3
=

1
x
1
+
2x

2
+
4x

3
=

1;

2
.
D
an

s
cet

ex
ercice,

tou
tes

les
m
atrices

son
t
carrées.

1.
S
oit

M
′la

m
atrice

ob
ten

u
e
à
p
artir

d
e
la

m
atrice

M
p
ar

l’op
ération

L
1 →

2L
1 +

L
2 .

E
st-ce

q
u
’alors

d
et(M

)
=

d
et(M

′)
?

2.
S
u
p
p
oson

s
q
u
e
M

et
M

′
son

t
d
eu
x
m
atrices

carrées
telles

q
u
’il

ex
iste

x∈
IR

n\{0}
tel

q
u
e
M

x
=

M
′x
.
P
eu
t-on

en
d
éd
u
ire

q
u
e
d
et(M

)
=

d
et(M

′)
?

3.
S
’il

ex
iste

x∈
IR

n\{0}
tel

q
u
e
M

x
=

M
′x
,
p
eu
t-on

en
d
éd
u
ire

q
u
e
d
et(M

−
M

′)
=

0
?

4.
S
u
p
p
oson

s
n
=

3.
E
st-ce

q
u
’alors

d
etB

(v
1 ,v

2 ,v
3 )

=
d
etB

(v
2 ,v

3 ,v
1 )
?

5.
S
oit

v
u
n
vecteu

r
d
’u
n
esp

ace
vectoriel

E
d
e
d
im

en
sion

n
.
S
i
d
et(v

1 +
v
,v

2 ,...,v
n )

=
d
et(v

1 ,...,v
n ),

a-t’on
alors

v∈
v
ect(v

2 ,..,v
n )

?

3
.
C
alcu

ler
les

d
éterm

in
an

ts
d
es

m
atrices

su
ivan

tes

A
= ⎛⎝

1
1

−
1

2
3

−
4

4
1

−
4 ⎞⎠

B
= ⎛⎝

−
1

1
1

1
−
1

1
1

1
−
1 ⎞⎠

C
= ⎛⎝

4
1

2
−
1

1
−
1

−
2

−
1

0 ⎞⎠
D

= ⎛⎝
1

1
−
2

0
2

−
2

1
0

0 ⎞⎠
.

a
=

1
2

1
3

4
0

3
1

−
1

2
−
3

0
1

6
−
1

−
1

,
b
=

1
cos

x
cos

2x
1

cos
y

cos
2y

1
cos

z
cos

2z
∀
(x
,y
,z)∈

IR
3,

c
=

0
1

1
1

1
0

c
2

b
2

1
c
2

0
a
2

1
b
2

a
2

0

∀
(a
,b,c)∈

IR
3.

4
.
O
n
rap

p
ele

l’éq
u
ation

v
u
e
en

T
D
1
:

d
et(u

,v
,w

)
=

u·(v∧
w
)[=

v·(w
∧
u
)
=

w
·(u∧

v
)].
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Faire : 2,3 et quelques systèm
es de 1,4,6 (1 ou 2 séances)

checcols
Evidenziato



1.
D
on

n
er

u
n
e
in
terp

retation
géom

étriq
u
e
d
a
la

q
u
an

tité
‖v‖‖w‖|sin

θ|,
où

θ
est

l’an
gle

en
tre

v
et

w
.

2.
E
n
d
éd
u
ire

q
u
e|d

et(u
,v
,w

)|
=

V
ol(P

)
ou

P
est

le
p
arallelep

ip
ed

en
gen

d
ré

p
ar

u
,v

et
w
.

3.
S
ou

s
q
u
elles

con
d
ition

s
ce

p
arallelep

ip
ed

est-il
d
e
volu

m
e
0
?
C
om

m
en
ter

votre
résu

ltat.

5
.
S
oit

A
∈
M

n (IR
)
telle

q
u
e
ran

g(A
)
=

1.

1.
N
oton

s
(C

1 ,...,C
n )

les
colon

n
es

d
e
A
.
M
on

trer
q
u
e∃

C
∈
IR

n,∃
(λ

1 ,...,λ
n )∈

IR
n

tq∀
i∈

{1,···
,n},C

i
=

λ
i C

.

2.
E
n
faisan

t
u
n
ch
an

gem
en
t
d
e
b
ase

ad
ap

té,
m
on

trer
q
u
e
d
et(I

n
+
A
)
=

1
+
tr(A

).

6
.
S
oit

A
= (

0
n

I
n

−
I
n

0
n )

∈
M

2
n (IR

).

1.
C
alcu

ler
d
et
A
.

2.
S
oit

S
∈
M

2
n (IR

)
telle

S
T
A
S
=

A
.
M
on

trer
q
u
e
S

est
in
versib

le
et

q
u
e
S
T
et

S
−
1

son
t
sem

b
lab

les.
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9
V
a
le
u
rs

e
t
v
e
cte

u
rs

p
ro

p
re
s

1
.
T
rou

ver
les

élém
en
ts

p
rop

res
d
es

m
atrices

su
ivan

tes
:

A
= ⎛⎝

1
1

−
1

2
3

−
4

4
1

−
4 ⎞⎠

B
= ⎛⎝

−
1

1
1

1
−
1

1
1

1
−
1 ⎞⎠

C
= ⎛⎝

4
1

2
−
1

1
−
1

−
2

−
1

0 ⎞⎠
D

= ⎛⎝
1

1
−
2

0
2

−
2

1
0

0 ⎞⎠
.

L
esq

u
elles

d
e
ces

m
atrices

son
t
d
iagon

alisab
les

?

2
.
S
oit

A
= ⎛⎝

3
−
1

1
0

2
0

1
−
1

3 ⎞⎠
.

M
on

trer
q
u
e
A

est
d
iagon

alisab
le

et
trou

ver
u
n
e
m
atrice

P
q
u
i
d
iagon

alise
A
.
E
n
d
éd
u
ire

A
n
p
ou

r
n≥

1.
O
n
con

sid
ére

les
su
ites

(u
n ),

(v
n )

et
(w

n )
d
éfi
n
ies

p
ar

les
valeu

rs
in
itiales

u
0
=

v
0
=

1,
w

0
=

2
et

les
relation

s
su
ivan

tes
:

u
n
+
1
=

3u
n −

v
n
+
w

n
v
n
+
1
=

2v
n

w
n
+
1
=

u
n −

v
n
+
3w

n .

D
éterm

in
er

u
n ,

v
n
et

w
n .

3
.
S
oien

t
a
,b∈

IR
et

A
= ⎛⎝

a
b

b
b

a
b

b
b

a ⎞⎠
.

P
ou

r
tou

t
n≥

1,
trou

ver
A

n.

4
.
S
oit

A
∈
M

n (C
)
u
n
e
m
atrice

n
ilp

oten
te,

c’est-à-d
ire

q
u
’il

ex
iste

p∈
N

∗
tel

q
u
e
A

p
=

0.
M
on

trer
q
u
e
0
est

l’u
n
iq
u
e
valeu

r
p
rop

re
d
e
A
.
L
a
récip

ro
q
u
e
est-elle

v
raie

?

5
.
S
oit

A
∈
M

n (C
).
M
on

trer
q
u
e
le

d
éterm

in
an

t
d
e
A

est
égal

au
p
ro
d
u
it
d
e
ses

valeu
rs

p
rop

res
et

q
u
e
sa

trace
est

égale
à
la

som
m
e
d
e
ses

valeu
rs

p
rop

res.

6
.
S
oien

t
A
,B

∈
M

n (C
).
M
on

trer
q
u
e
A
B

et
B
A

ad
m
etten

t
les

m
êm

es
valeu

rs
p
rop

res.

7
.
L
e
m
ath

ém
aticien

d
u
X
IIIe

siècle
L
eon

ard
o
F
ib
on

acci
est

à
l’origin

e
d
e
la

su
ite

d
e

n
om

b
res

en
tiers

1,
1,

2,
3,

5,
8,.

.
.
q
u
i
p
orte

son
n
om

.
L
a
su
ite

satisfait
les

relation
s
d
e

récu
rren

ce
f
0
=

1,
f
1
=

1,
f
k
+
1
=

f
k
+
f
k−

1 ,
k
=

1,2,...
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Faire : 2,3,7,8,11,12 (a) et (b) (4 séances) 

checcols
Evidenziato



1.
S
oit

x
(k
)
=

(f
k
+
1 ;f

k ).
É
crire

ces
relation

s
sou

s
la

form
e
m
atricielle

éq
u
ivalen

te

x
(k
+
1
)
=

A
x
(k
),

k
=

0,1,...,
x
(0
)
=

(1;1),

avec
la

m
atrice

A
à
d
éterm

in
er.

2.
C
alcu

ler
les

valeu
rs

p
rop

res
et

les
vecteu

rs
p
rop

res
d
e
A
.
L
a
m
atrice

A
,
est-elle

d
iagon

alisab
le
?

3.
T
rou

ver
la

form
u
le

ex
p
licite

p
ou

r
le

k
-èm

e
élém

en
t
d
e
la

su
ite

d
e
F
ib
on

acci.

8
.
D
éterm

in
er

les
élém

en
ts

p
rop

res
d
e
la

m
atrice

A
= ⎛⎜⎜⎝

1
0

4
0

0
1

0
4

1
0

1
0

0
1

0
1 ⎞⎟⎟⎠

.

O
n
con

sid
ère

le
sy
stèm

e
d
iff
éren

tiel
su
ivan

t
:

ẋ
(t)

=
x
(t)

+
4z(t),

ẏ
(t)

=
y
(t)

+
4w

(t),

ż(t)
=

x
(t)

+
z(t),

ẇ
(t)

=
y
(t)

+
w
(t).

T
rou

ver
la

solu
tion

gén
érale

d
e
ce

sy
stèm

e,
p
u
is

la
solu

tion
p
articu

li ère
q
u
i
v
érifi

e
les

con
d
ition

s
in
itiales

x
(0)

=
y
(0)

=
z(0)

=
0,w

(0)
=

2.

9
.
S
oit

a∈
IR
.
O
n
con

sid
ère

la
m
atrice

A
= ⎛⎜⎜⎝

1
1

−
1

0
0

1
0

a
0

−
1

2
0

1
0

1
2 ⎞⎟⎟⎠

.

-
C
alcu

ler
la

p
oly

n
ôm

e
caractéristiq

u
e
d
e
A

et
trou

ver
ses

valeu
rs

p
rop

res.
-
D
éterm

in
er

les
sou

s-esp
aces

p
rop

res
d
e
A
.
P
ou

r
q
u
elles

valeu
rs

d
e
a
,
la

m
atrice

A
est-elle

d
iagon

alisab
le
?
trigon

alisab
le
?

A
p
artir

d
’ici

on
su
p
p
osera

q
u
e
a
=

0.

-
O
n
con

sid
ère

le
sy
stèm

e
d
iff
éren

tiel
su
ivan

t
:

ẋ
(t)

=
x
(t)

+
y
(t)−

z(t),
ẏ
(t)

=
y
(t),

ż(t)
=

−
y
(t)

+
2z(t) ,

ẇ
(t)

=
x
(t)

+
z(t)

+
2w

(t).

T
rou

ver
la

solu
tion

gén
érale

d
e
ce

sy
stèm

e,
p
u
is

la
solu

tion
p
articu

lière
q
u
i
v
érifi

e
les

con
d
ition

s
in
itiales

x
(0)

=
y
(0)

=
w
(0)

=
0,z(0)

=
1.
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1
0
.
D
eu
x
m
asses

égales
son

t
su
sp
en
d
u
es

en
tre

trois
ressorts

id
en
tiq

u
es

d
e
co
effi

cien
t
d
e

rigid
ité

k
su
r
u
n
e
tab

le
p
lan

e
et

lisse,
com

m
e
d
an

s
le

d
iagram

m
e
ci-d

essou
s
:

L
es

d
eu
x
m
asses

son
t
m
ises

en
m
ou

vem
en
t
en

tem
p
s
t
=

0.
S
oit

x
1 (t)

(resp
.
x
2 (t))

l’écart
d
e
la

p
rem

ière
(resp

.
d
e
la

secon
d
e)

m
asse

d
e
sa

p
osition

d
’éq

u
ilib

re
en

tem
p
s
t.

O
n

ad
m
ettra

q
u
e
les

lois
d
e
N
ew

ton
n
ou

s
d
on

n
en
t
q
u
e

m
x ′′1

=
−
2k

x
1
+
k
x
2 ,

m
x ′′2

=
k
x
1 −

2k
x
2 .

1.
R
eécrire

ces
éq
u
ation

s
sou

s
la

form
e

(
x
1

x
2 )

′′
=

M (
x
1

x
2 )

p
ou

r
u
n
e
certain

e
m
atrix

M
.

2.
D
iagon

aliser
M

et
d
on

n
er

la
solu

tion
gén

érale
d
e
cette

éq
u
ation

.

3.
In
terp

reter
p
h
y
siq

u
em

en
t
les

d
eu
x
m
o
d
es

�
fon

d
am

en
tales

�
,
c.-à-d

.,
les

solu
tion

s
p
articu

lières
corresp

on
d
an

tes
à
ch
aq

u
e
valeu

r
p
rop

re.

N
ou

s
con

sid
éron

s
m
ain

ten
an

t
la

m
êm

e
situ

ation
avec

3
m
asses

su
sp
en
d
u
es

en
tre

4
ressorts,

com
m
e
ci-d

essou
s.

1.
D
on

n
er

les
éq
u
ation

s
d
e
m
ou

vem
en
t
d
e
ce

sy
stèm

e
p
h
y
siq

u
e.

2.
L
es

re-écrire
d
an

s
la

form
e
m
atricielle
⎛⎝

x
1

x
2

x
3 ⎞⎠

′′

=
M ⎛⎝

x
1

x
2

x
3 ⎞⎠

p
ou

r
u
n
e
certain

e
m
atrix

M
.
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3.
D
iagon

aliser
M

et
d
on

n
er

la
solu

tion
gén

érale
d
e
cette

éq
u
ation

.

4.
In
terp

réter
p
h
y
siq

u
em

en
t
la

m
o
d
e

�
fon

d
am

en
tale

�
corresp

on
d
an

te
à
la

valeu
r

p
rop

re
2k

/m
.

E
le
m
e
n
ts

p
ro

p
re
s
d
e
s
m
a
trice

s
sy

m
é
triq

u
e
s
e
t
d
e
co

m
p
o
sitio

n
e
n

v
a
le
u
rs

sin
-

g
u
liè

re
s

1
1
.
M
on

trer
q
u
e
les

m
atrices

su
ivan

tes
son

t
orth

ogon
ales

et
trou

ver
leu

rs
valeu

rs
p
rop

res.

(a
) ⎡⎣

0
1

0
−
1

0
0

0
0

−
1 ⎤⎦

(b)
1√2 [

1
1

−
1

1 ]
(c) ⎡⎣

0
1

0
1

0
0

0
0

1 ⎤⎦
.

1
2
.
M
on

trer
q
u
e
les

m
atrices

su
ivan

tes
son

t
sy
m
étriq

u
es

et
trou

ver
les

m
atrices

orth
ogo-

n
ales

d
e
d
iagon

alisation

(a
) [

−
2

2
2

1 ]
(b) [

2
36

36
23 ]

(c) ⎡⎣
1

2
0

2
1

0
0

0
1 ⎤⎦

(d
) ⎡⎣

1
1

1
1

1
1

1
1

1 ⎤⎦
1
3
.
D
on

n
er

la
d
ecom

p
osition

en
valeu

rs
sin

gu
lieres

d
es

m
atrices

(a
) [

3
0

0
0

−
1

0 ]
(b) ⎡⎣

−
2

0
0

1
0

−
1 ⎤⎦

(c) [
0

−
2

0
2

0
0 ]

(d
) ⎡⎣

1
0

0
0

0
0

0
−
1

2 ⎤⎦
1
4
.
S
oit

A
=

U
Σ
V

T
la

d
écom

p
osition

en
valeu

rs
sin

gu
lieres

d
e
la

m
atrice

A
∈
IR

m
×
n
d
e

ran
g
p
<

m
in
(m

,n
).

O
n
d
en
ote

σ
1 ≥

σ
2 ≥

...≥
σ
p
les

valeu
rs

sin
gu

lieres
n
on

-n
u
lles

d
e

A
et

les
m
atrices

orth
ogon

ales
Ū

=
[u

1 ,...,u
p ]

et
V̄

=
[v

1 ,...,v
p ]

d
e
vecteu

rs
sin

gu
liers

gau
ch
es

et
d
roits

resp
ectifs,

d
e
façon

q
u
e

A
=

Ū
d
iag

(σ
1 ,...,σ

p )
V̄

T

25

(d
écom

p
osition

m
in
im

ale).
S
oit

A
+
m
atrice

n×
m

d
on

n
ée

p
ar

A
+
=

V̄
d
iag

(σ
−
1

1
,...,σ

−
1

p
)
Ū

T
;

on
ap

p
elle

A
+
la

m
atrice

pseu
do-in

verse
de

A
.

1.
D
e
q
u
elle

taille
est

A
+
?
Q
u
e
valen

t
A

+
A

et
A
A

+
?
V
érifi

ez
q
u
e
A
A

+
A

=
A

et
q
u
e

A
+
A
A

T
=

A
T
A
A

+
=

A
T
.
E
x
p
liq

u
ez

ce
q
u
e
ces

relation
s
sign

ifi
en
t.

2.
S
oit

A
m
atrice

m
×

n
d
e
ran

g
n

et
b
u
n
m
-vecteu

r.
S
u
p
p
oson

s
q
u
e
le

sy
stèm

e
A
x
=

b
est

solu
b
le.

M
on

trer
q
u
e
la

solu
tion

x∈
IR

n
d
u
sy
stèm

e
satisfait

x
=

A
+
b.
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1
0

A
p
p
lica

tio
n
s

E
x
tre

m
a
d
’u
n
e
fo
n
ctio

n
d
e
p
lu
sie

u
rs

v
a
ria

b
le
s

1
.
D
éterm

in
er

si
elles

ex
isten

t
les

valeu
rs

m
ax

im
ales

et
m
in
im

ales
d
es

fon
ction

s
su
ivan

tes
su
r
IR

2
:

f
1 (x

,y
)
=

4−
2x

2−
y
2

f
2 (x

,y
)
=

x
2
+
y
2−

1
f
3 (x

,y
)
=

x
2−

2x
+
y
2−

1

f
4 (x

,y
)
=

−
x
2
+
2x

y−
2y

2−
4

f
5 (x

,y
)
=

x−
y
2−

x
3

f
6 (x

,y
)
=

3x
+
12y−

x
3−

y
3

f
7 (x

,y
)
=

(x−
y
)
2+

x
3+
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=
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=
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y
4

2
.
P
ou

r
ch
acu

n
e
d
es

fon
ction

s
su
ivan

tes

f
(x
,y
)
=
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=
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=
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=
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=
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=
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+
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+
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d
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d
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p
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d
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d
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P
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p
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t
u
n
itaire

d
e
p
ro
d
u
ction

est
d
e
2e

.
L
eu
r
con

su
ltan

t
d
e
m
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p
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b
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b
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=
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d
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d
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l’aid

e
d
es

variab
les

ex
p
licatives

d
o
s
a
g
e
et

r
é
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à
p
artir

d
e
d
on

n
ées

(t
i ,z

i ).

29

1
1

C
o
m
p
le
m
e
n
ts

U
n
iv
e
rsité
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p
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éq
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égal
à
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