TD MAT 304 Roland Hildebrand

Feuille 9 solutions

1. Valeurs et vecteurs propres.
Une matrice A de taille n x n est diagonalisable s’il existe une matrice inversible S et une matrice
diagonale A = diag(A1,...,\,) tel que A = SAS~!. Dans ce cas AS = SA, et les colonnes de S sont

des vecteurs propres de A avec des valeurs Ay, ..., \,. Alors R™ possede une base composée de vecteurs
propres de A.
D’autre c6té, supposons que sy, ..., S, € R™ sont des vecteurs propres de A avec valeurs propres

Aly..oy Ap. Posons A = diag(A1,...,A,) et S = (s1,...,8n), alors AS = SD. Si {s1,...,8,} est une
base de R”, alors S est inversible, A = SDS~!, et A est diagonalisable.

Alors A est diagonalisable si et seulement si A possede n vecteurs propres linéairement indépendents.
Une condition suffisante est que toutes valeurs propres sont différentes, car pour chaque valeur propre
il existe au moins un vecteur propre, et les vecteurs correspondants a des différentes valeurs sont
linéairement indépendants.

1.1.

1 1 -1
A=12 3 —4|, det(A—X)=-X4+7A—6
4 1 —4

On devine A\; = 1. Apres division (A3 — 7A +6) : (A —1) = A2 + X — 6 on obtient les deux autres
solutions Ay = —3, A3 = 2.

Le systéme (A — I)xz = 0 meéne a la solution x1 = x9 = x3, alors le vecteur propre est donné par
r=(1,1,1)T.

Le systéme (A + 3I)y = 0 meéne a la solution y, = Ty, y3 = 11y;, alors le vecteur propre est donné
par y = (1,7,11)T.

Le systéme (A — 2I)z = 0 mene & la solution zo = 227, 23 = 21, alors le vecteur propre est donné
par z = (1,2, 1)T.

La matrice A est diagonalisable.

1.2.
-1 1 1
B={1 -1 1], det(B=X)=-X-3\2+4=—-A-1)(\+2)?
1 1 -1
Alors les valeurs propres sont la valeur simple A\; = 1 et la valeur double Ay = —2.
Le systéeme (B — I)x = 0 a la solution z; = xz3 = x3, alors le vecteur propre est donné par
z=(1,1,1)T.

Le systéme (B + 21)y = 0 est équivalent & y1 + y2 + y3 = 0, et l'espace propre pour Ay a dimension
2, avec solution générale (—ys — y3,%2,y3)” paramétrée par yo,y3. Une base de cet espace est donnée
p.ex. par y' = (1,-1,0)7 et y? = (0,1, -1)T.

La matrice B est diagonalisable.

1.8.
4 1 2
C=|-1 1 —1], det(C—A)=-X 45\ -8 \+4=—-(\A—1)(\—2)?
-2 -1 0
Alors les valeurs propres sont la valeur simple A\; = 1 et la valeur double Ay = 2.
Le systeme (C — I)x = 0 a la solution z7 = —x9 = —x3, alors le vecteur propre est donné par
r=(-1,1,1)T.
Le systeme (C — 2[)y = 0 a la solution y; = —ys, y2 = 0, alors le vecteur propre est donné par
Y= (1707 _l)T

Il n’y a que deux vecteurs propres linéairement indépendents, parce que ’espace propre de la valeur
propre double n’a que dimension 1. Alors C' n’est pas diagonalisable.
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1.4,

11 -2
D=10 2 —2|, det(D—A)=-A43\2—4x+2=—A—-1)(A\2—21+2)
10 0

Alors les valeurs propres sont Ay =1, Ao =144, A3 =1—1.

Le systeme (D — I)z = 0 a la solution 2o = 21, 3 = 1, alors le vecteur propre est donné par
r=(1,2,1)T.

Le systeme (D — (1+i)I)y = 0 a la solution y» = y1, y3 = 5ty1, alors le vecteur propre est donné
par y = (2,2,1 —14)T.

Conjugaison compléxe donne (D — (1 —4)I)y = 0, alors le vecteur propre pour A3 est donné par
z=y=(2,2,1+i)T.

La matrice D est diagonalisable.

2.
3 -1 1

A=10 2 0, det(A—A)=- 4+8)\—20A+16=—(\—2)*(\—4)
1 -1 3

Alors les valeurs propres sont la valeur double A\; = 2 et la valeur simple Ay = 4.

Le systéme (A—21)x = 0 est équivalent & x5 = 1 +x3. Alors l’espace propre & \; est 2-dimensionnel
et une base est donnée par z' = (1,1,0)7 et 22 = (0,1, 1)7.

Le systéeme (A — 4I)y = 0 a la solution y; = y3, y2 = 0, alors le vecteur propre est donné par

y=(1,0,1)7.
Posons
1 0 1 2 0 0
P=111 0], A=10 2 0
0 1 1 0 0 4

La matrice P est composée des vecteurs propres et A contient les valeurs propres correspondants sur
sa diagonale. La matrice A se diagonalise par A = PAP~!.
On obtient A" = (PAP~1)" = PA"P~!. On calcule

1 1 1 -1
ptl=-1-1 1 1],
2\1 -1 1
1 on 0 qn 1 1 -1 22n—1 + 2n—1 _22n—1 + 2n—1 22n—1 _ 2n—1
At =—-2" 2 0 -1 1 1 = 0 A 0
2 0 N yn 1 1 1 2277,—1 _ 2n—1 _22n—1 + 2n—1 22n—1 + 2n—1

Posons ¢, = (Un, vy, w,)T. Alors go = (1,1,2)T et g1 = qo,,. 11 suit que

22n—1 + 2n—1 _22n—1 + 2n—1 22n—1 _ 2n—1 1 4qn
qn = A"qo = 0 n 0 1] = 2m
22n—1 _ 2n—1 _22n—1 + 2n—1 2277,—1 + 2n—1 2 4qn + on

3. Sib=0, alors A =al et A" =a™I. On suppose alors b # 0.
On pose u = (1,1,1) et calcule

a+ 2b
Au=[a+2b| = (a+2b)u
a+ 2b

Alors u est un vecteur propre de A avec valeur propre \; = a + 2b.
Soit = un vecteur propre de A avec valeur propre A, Ax = Az. Soit P une matrice de permutation.
Alors PTAP = A, et donc PT APx = \zx. Multiplication de gauche avec P~7 = P méne a A(Px) =
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A(Pz). Alors en permutant les éléments de & d’une maniére arbitraire, on obtient un autre vecteur
propre de A avec la méme valeur propre. Le méme est valable pour toute combinaison linéaire de tels
vecteurs. Soit T = % > p Pz la moyenne de Pz sur toutes les permutations. Ce vecteur est un multiple
du vecteur v = (1,1,1)7, Z = au. On obtient aAu = alu. Si a # 0, X doit étre la valeur propre
correspondante a u. Si A # A1, alors @ = 0 et la somme des éléments du vecteur propre x est zéro.
Autrement dit, x est orhtogonal a u.

On observe A — b - uul = (a — b)I et alors A = (a — b)I + buu’. Supposons v est un vecteur
orthogonal & u. Alors

Av = ((a = b)I +buu)v = (a —b)v+b- (u'v)-u=(a—bw

Tout vecteur v orthogonal a u est alors un vecteur propre avec valeur propre Ay = a —b. La valeur Ay a
alors une multiplicité de 3—1 = 2, et le complément orthogonal de u est ’espace propre correspondant.

La matrice A™ a alors les deux valeurs propres \| = AT = (a 4+ 2b)" et Ay, = A} = (a — b)", avec
multiplicités 1 et 2. Le vecteur propre de A} est u et I’espace propre de X, est le complément orthogonal
de u. Alors A™ a la méme structure que A,

a v v
A" = v ood v
vov d

tel que a’ 4+ 2V = \] et @’ — b’ = N}. La résolution de ce systéme donne

a,:)\’1+2)\’2:(a+2b)”+2(a—b)” b,_A'l—Ag_(sz)n—(a—b)"
3 3 ’ -3 3

4. Supposons AP =0 et Az = Ax avec & # 0. Alors 0 = APz = A\Pzx. Il suit A» =0et A = 0.
La réciproque est aussi vraie: Si 0 est I'unique valeur propre de A, alors A™ = 0, ou n est la taille
de la matrice.

5. Chaque matrice A est similaire & une matrice triangulaire T, A = ST'S~! avec S inversible. Alors
onadetA=detS -detT (detS)"t=detT, trA=trTS™1S =trT. De plus, A et T ont les mémes
valeurs propres parce que elles sont similaires. Mais pour une matrice triangulaire les valeurs propres
se trouvent sur la diagonale, et det T" = II;A;(T), trT"= >, A;(T). Alors on a aussi det A = II;\;(A),

trA= Zj )\](A)

6. Si A = 0 est une valeur propre de AB, on a det(AB) = det A-det B = 0. Alors aussi det(BA) = 0,
et 0 est une valeur propre de BA.

Soit A # 0 une valeur propre de AB. Alors il existe un vecteur z # 0 tel que ABx = Az # 0.
Posons y = Bz, on a y # 0 sinon ABx = Ay = 0. Donc BAy = BABx = ABx = Ay, et A est une

valeur propre de BA.

7.
7.1. On a z(® = (1,1)7 et

L0 — (fk +f];fk—1> _ G (1)> (fkfkl) — Apk-D)

1 1
Alors A = (1 0)

7.2. On a det(A — AI) = A2 — X\ — 1 avec les racines A2 = 1i2‘/§. Les vecteurs propres sont égaux
E\i ’U1/2 = (Al/g, I)T AIOI‘S

1 A A A 0 1 =)
_ 1 1 A2 1 2
A=VDV /\1—)\2(1 1><0 A2 O><_1 )‘1>
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La matrice est donc diagonalisable.

7.3. Pour k>1ona

B 1 ARFL BT\ (A — AB)
k _ k 1 _ 1 2 112 (N 2
AT=VDV )\1—)\2< Mk AR, )
NC TR0 BRSSP AP VP SOVEDY)) WS SR PV o
A1 — A Y. RSP YD LD L AL — g \AFTE - B
ou on a utilisé A\; + Ay = 1. Alors fi = NN ()
1 2 . k 21— o NG

8. On note qu’apres échange des colonnes 2 et 3 et échange des lignes 2 et 3 la matrice A devient

1 1

On a det(B — X)) = A2 —2X — 3 = (A + 1)(A — 3). Les valeurs propres de B sont alors A\ = —1,
A2 =3.

bloc-diagonale. Les matrices dans les blocs diagonaux est B = ! 4).

Le systeme (B + I)u = 0 a la solution u; = —2uy et donc le vecteur propre u = (—2,1)7.

Le systeme (B — 31)v = 0 a la solution v; = 2v; et donc le vecteur propre v = (2,1)7

Les valeurs propres de A sont donc )\; avec les vecteurs propres u! = (—2,0,1,0)7 et u?® =
T

(0,-2,0,1)T et Ay avec les vecteurs propres v' = (2,0,1,0)7 et v? = (0,2,0,1)T.
représentation A = SDS~! avec

o

n a donc la

-2 0 2 0 -1 0 0 0
0 -2 0 2 0 -1 0 0
§= 1 0 1 0}’ D= 0 0 3 0
0 1 01 0 0 0 3
2 2\ " 1 2
_ (-
Onnote<1 1) —4<1 2) et alors
-1 0 2 0
_ 10 -1 0 2
1—7
S T4 1 0 20
0 1 0 2
La solution générale du systeme
@(t) (t)
00 | _ [ w0
(t) z(t)
w(t) w(t)
est une combinaison linéaire des colonnes de la matrice
—2et 0 2e% 0 -1 0 2 0
_ T T 1 0 -2t 0 2e3 0 -1 0 2
tA _ o tDa—1 _ . t —t _3t 3t 1_ b
e =87 ST = Sdiag(e e et ) S =1| e 0 TR 1 0 2 0
0 et 0 e3t 0 1 0 2
e t4edt 0 6375 —e t 0
2
B 0 e_t;rew 0 €3t _ e—t
= e3t_ ot et edt 0
4 3t07t 2 —t 3t
0 e Ze O e "He
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La solution particuliere avec valeur initiale (z(0),y(0), 2(0),w(0))T = (0,0,0,2)T est donnée par

e—t+edt

z(t) 5 0 et —et 0 0 0

yt) | _ 0 Eit;em 0 eSt—e t[ o] _|2e3—2et
Z(t) - PBtZeft O e—t;_eSt 0 0 - 0
w(t) 0 edt_et e tyedt 2 et 4 et

9. On adet(A —AI) = A —6A3 + 130 — 12X\ +4 = (A — 1)%(A — 2)%2. La matrice A a donc les
valeurs doubles Ay = 1, Ay = 2.

Le systeme (A — Iz = 0 a la solution —x1 = 29 = a3, x4 = 0sia £ 0 et x0 = 3 = -1 — 24
si @ = 0. On a donc le vecteur propre (—1,1,1,0)7 si a # 0 et un deuxiéme vecteur (1,0,0,—1)7 si
a=0.

Le systeme (A — 2I)y = 0 a la solution 21 = —x3, 9 = x4 = 0sia # 0 et 1 = —x3, 22 = 0 si
a = 0. On a donc le vecteur propre (—1,0,1,0)7 si a # 0 et un deuxieme vecteur (0,0,0,1)T si a = 0.

Alors A est diagonalisable pour a = 0 et trigonalisable pour tout a.

Pour a =0 on a A= SDS™! avec

-1 1 -1 0 1 0 0 0
1 0 0 O 01 0 O
§= 1 0 1 0’ D= 00 2 0
0O -1 0 1 0 0 0 2
La solution générale du systéme
(1) z(t)
i) | _ [ v
(1) 2(t)
w(t) w(t)
est une combinaison linéaire des colonnes de la matrice
—et et —e? 0 0 1 00
t
tA _ g tDg—1 _ : t ot 2t 2t\g—1 _ € 0 0 0 10 10
et = Se” ST = Sdiag(e’, et e, e*) ST = ot 0 2o 0 -1 1 0
0 —é 0 et 1 0 1 1
ot e2t Lot ot _ 2t
0 et 0 0
- 0 et —e?t et 0
o2t _ ot 0 o2t _ ot o2t

La solution particuliere avec valeur initiale ((0),y(0), z(0),w(0))” = (0,0, 1,0)7 est donnée par

x(t) et et —et el —e% 0 0 et —e?t
s | | o et o olfo] | o
z2(t) | 0 el — e?t e?t 0 1] e?t
w(t) o2t _ ot 0 o2t _ ot o2t \ o2t _ ot
10.
10.1.
o\ _ k(=2 1
I/QI B m 1 —2
10.2. On a det(M — \I) = (—2£ — )2 — :Tzz Les valeurs propres de M sont alors A, = — %
Ap = —3&

m "
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Le systeme (M + %I)x =0 a la solution z; = x3, et alors le vecteur propre est (1,1)7. Le systéme

(M + %I)x =0 a la solution 1 = —x3, et alors le vecteur propre est (1,—1)7. La matrice M s’écrit
alors )
_ 1 1\ /=% o0 1 1Y\
_ 1 _ m
wesost= (1 5) (0 5G4
Posons y = S~tx. Alors le systeme devient y” = Dy, ou ¢! = —w?y;, w; = w%, Wy = % Il a

pour solution générale
yi(t) = c15 cosw;t + co; sinw;t = 1 sinw; (t — to;).

Alors = Sy est donné par

. rlsinwl(t—tm)+7’2$inw2(t—t02)
 \rpsinwy (8 —to1) — rasinwa(t — tg2) )

10.3. La mode correspondante a la valeur A\; = —% est une oscillation o les masses se déplacent
d’une maniere parallele, ;1 = x5 et y; = y2. La mode correspondante a la valeur Ay = —% est une
oscillation ou les masses se déplacent d’une maniére anti-parallele, 1 = —x5 et y; = —yo.

10.1°. Le systeme devient

ma| = —2kxy + kxa, mal = kxy — 2kwoy + kxs, may = kxe — 2kxs

10.2°. On a alors

xf (2 1 0 X
l==(1 -2 1]
v/ ™mN\o 1 -2

10.3°. On a det(EM — M) = =A% — 627 — 10X —4 = —(A + 2)(A\? 4+ 4\ + 2). Alors les valeurs

propres sont Ay = f%’f, Agj3 = % (72 + \/5) Apres calcul des vecteurs propres on a
1 -1 -1\ [E(2-v2) 0 0 1 -1 -1\ "
M=[-v2 0 —V2 0 —2k 0 V2 0 V2
11 -1 0 0 E(-2+V2) 11 -1

10.4’. Le vecteur propre pour la valeur —% est égal & (—1,0,1)T. Alors dans ce mode la masse 2
reste sur place et les deux autres masses se déplacent d’une maniére anti-parallele, z1 = —x3, ©) = —a%.

11. On vérifie directement AAT = I pour les trois matrices. Les valeurs propres sont {—1,4, —i}
pour (a), 1—\}%2, 1—\;5} pour (b), et {—1,1,1} pour (c).

12. La symétrie est évidente. On a

1 1 1 2

I 11 Ve V6 Ve
1 1 1 1 _ 1
\/5\/51

V3
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13.

0
92 0 -1 0 0 2 0
1 1
0 -1 0 —7% -7/ \0 0
(0 —2 0) _7. <2 0 0) fﬁ é 8
2 0 0 0 2 0 01
T
1 0 0 01 0\ /V5 0 0 Q 1 g
0 0 0 00 1 0 1 0 NG 0 7
0 -1 2 1 0 0 0 0 0 Zz 0 =

14. On note ¥ = diag(oy,...,0p). Alors U est de taille m x p, ¥ de taille p x p, et V de taille
nxp. On a alors At = VX~1U”. On note que UTU =1, VTV = I.

_ 14.1. A% est de taille n x m. On a AAT = USVTVETWWT = UUT et ATA=VEWWTUSVT =
VVT. On a alors

AATA=UsVTVVT =0UsVT = A

ATAAT =VvVTVEDT = VEUT = AT

ATAAT =VEUTUUT = VEUT = AT
Cela signifie que la restriction de AA™ & I'image de A vaut 'identité, et la restriction de AT A sur

I'image de AT vaut aussi Iidentité. En fait, AAT et AT A sont les projections orthogonales sur les
images correspondantes.

14.2. Si le systéme Az = b est soluble alors b est dans 'image de A. Il suit que AATb=1b. On a
alors Az = AATh = b et x = A"b est une solution du systéme. Mais la solution est unique, parce que
le rang de A est égal au nombre de colonnes et le noyau de A est {0}.



