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Feuille 5 solutions

1. Pour Iy, I5 intervalles, on a

//11x12 y) dvdy = Ilf(fﬂ)dfv'/bg(y)dy-

Une formule similaire est applicable pour les intégrales multiples de dimension > 3 avec un domaine
d’intégration rectangulaire. Donc

2 ) y1° ., 16
I = (4—y*)dedy = dx - 4-—y?)dy=3|dy—=| =3-— =16,
[0,3]x[0,2] [0,3] [0,2] 3o 3

23 3 270
Ig:// (ny—21:y)d$dy:/ (x2—2:c)d:c-/ ydy = |:—I2:| . [y} =0,
[0,3]%[~2,0] [0.3] [~2,0] 3 0o L2115
I3 = // (sinx + cosy) dmdyzﬂ'/ sinxdm—l—ﬂ'/ cosy dy = —m[cos z]>™ + w[siny]§ = —27.
[m,27] x[0,7] [m,27] [0,7]

On a
sin(x 4+ y + z) = cosx cos y sin z + cos x cos zsiny + cos y cos zsin & — sin z sin y sin z

et alors

/2 /2 /2
172/// sin(m+y+z)dxdydz:/ cosxda:-/ cosydy~/ sin z dz+
[0,2]3 0 0 0
/2 /2 /2 /2 /2 /2
/ cosxdx-/ sinydy~/ coszdz+/ sinacdx-/ cosydy~/ coszdz
0 0 0 0 0 0

w/2 /2 w/2
—/ sinxdz-/ Sinydy-/ sin z dz.
0 0 0

Mais foﬁ/ *sinzdr = foﬂ/ *coszdr = 1. Alors chaque facteur de chaque produit est égal a 1, et
I;=14+1+1-1=2.
Les autres intégrales multiples n’ont pas de domaine rectangulaire, on les calcule itérativement.

14—/ / msmydydx—/ z [— cosyl; dm:/ ac(l—cosq:)dx:—/ (z —sinz)dz + [z(z — sinz)]g
0 0

™ 1'2 ™ 7{_2
= f—fcostr:c —xsinx| = |— —cosx —zxsinz| = —+2,
2 o o 2

T sin T 2qsinz T2 . i
Y sin® T sin2z s
/ / yavar / |:2:|0 v /0 2 ’ |:4 8 :|O 4’

*81n8—1 — 8¢ + €.

2. Nous déterminons d’abord le positionnement de la surface et calculons apres 'intégrale multiple
correspondant.

2.1. Les courbes s’intersectent dans les points données par les deux équations zy =let x4y = %
Cela meéne & I'équation quadratique z(2a — ) — 1 = 0 qui les racines

5 25 5 25
min — 74 — 72_1 max — —a?—1.
x 4a 16@ x 4a+ 16a
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Exo 1.4 Exo 1.5

Exo 1.6

On observe que les racines sont réelles seulement si |a] 2 , dans le cas contraire les courbes ne
s’intersectent pas. Pour ¢ € [Zmin, Tmax] la surface intersecte la dr01te x = cdans l'intervalle [c ™! éa c|.
L’aire est alors donnée par

Tmax & 2 Tmax g 2 5 2
I, / (Ea -z — x_l) dx = {Eax — % — lnx] = —ATmax — Lmax _ In Tax — §axmin + Lmin + In Zmin
xr

min

5 [% so/Fe—4 g 5 [, 5 [%
= 2o/ Za2 -4 1 =20/ Z2a2— a2 | Za— /a2 1
2(1 4a 5 + nacmax 4(1 4a +21n 4a 16a

Ici nous avons utilisé Ty + Tmax = %a, Tmax — Lmin = ,/%cﬂ — 4, TminTmax = 1.

2.2. Soit D la surface en coordonnées cartésiennes et D’ son image en coordonnées polaires. Alors
I'aire de la surface est égale a

( €,y cos —rsinf w/6 acos 36
| dady = drdf = det ( . drdf = rdrdf
’ / sinf rcosé /6 Jo

a(r,0)

ﬂ—/G acos39 /6 2 2 2 (/6 2 /6
- [ ] = [ TR ap % [ (1t coson)an = [0+ gsinoy
—7/6 2 4 —m/6 4 6 —m/6

a7r
4 3_12

2.3. En passant aux coordonnées polaires les relations deviennent r* = 2a2r?(cos® — sin? 0),

r2 > a2, ce qui est équivalent & » = av/2cos20 et r > a. Les courbes r = av2cos20 et r = a
s’'intersectent dans les points 6 = % arccos% = +5. Laire de la surface entre les courbes est donc égale
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Exo 2.3 en coordonnées canésiennes Exo 2.3 en coordonnées polaites
T T T T T T T

r=a r=a
ner —r=a (2 cas26)'?

r=af2 EDSZB)HZ

06

04t

0z2r

0.2r

05
04+

O6F B

08k i

:| av'2cos 26

/6 aV/2 cos 20 /6 r2
// dwdy—// drdQ—/ / rdrd@—/ [
/ /6 6 L2 ],

/6
:/Tr/6 <a200520— 2) df = %[511129 0]7:/:/6 — g2 (Sing B %) _ 2 (ég B g> |

7

3. Pour calculer le volume d’un corps D C R? il faut déterminer les nombres

Zmin = Mmin 2z, Zmax = mMax 2z,
(%,y,2)€D (z,y,2)€ED

apreés pour ¢ € [Zmin, Zmax) 1es fonctions d’une variable

i = i ’ X = a.
min(€) = B0 () =

enfin pour ¢ € [Zmin, Zmax), ¢ € [Ymin(C); Ymax(c)] les fonctions de deux variables

Tmin(d;¢) = min x, Tmax(¢/,¢) = max x.
(z,c’,c)€D (z,c’,c)€D

Le volume est alors donné par le triple intégrale
Zmax  fYmax(2) [ Tmax(Y,2)
/ / / dxdydz.
Zmin Y Ymin(2) Y Tmin(y,2)

On intégre alors sur ¢ € [2Zmin, Zmax] 1'aire de lintersection de D avec le plan {z = ¢}. De la méme
fagon, aire de cette surface est I'intégrale sur ¢’ € [Ymin(¢), Ymax(c)] de la longueur de l'intersection de
cette surface avec la ligne droite {y = ¢/, z = ¢}.

On peut aussi choisir un autre ordre des variables.

3.1. Nous avons zpin = 0, 2max = 1. Pour ¢ € [0, 1], l'intersection de D; avec le plan {z = ¢} est
un disque centré sur (0,0, c) et de rayon r = /1 — ¢. L’aire de ce disque est 772 = 7(1 — ¢). Alors

1 271
Vol(Dl):/ W(l—z)dZZﬂ'|:Z—Z:| =T
0 2|, 2

3.2. De la méme fagon, zmin = —1, zmax = 1. Pour ¢ € [—1, 1], 'intersection de Dy avec le plan
{z = ¢} est un disque centré sur (0,0, c) et de rayon r = /1 — c2. L’aire de ce disque est 772 = 7(1—c?).

Alors ) 1
3 1 1 4
VOl(Dz):/lﬂ(l—zz)dzwr{z—z}1:7r<1—3+1—3> = 5.
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3.8. Le pair (x,y) parcourt le triangle {z >0, y >z, v +y <2}, et 0 < z < 22 +y%. Alors

1 p2-z 1 32— 1 3 3
2 — 4
0 T 0 3 z 0 3 3

1 2 3 471

8 — 12z + 122 — 8z 4 35, 5 T 4
= dr =< |20 — < - ==
/0 3 T 3[3: 233 +x .73

4. Calculer les intégrales doubles.

4.1. Le domaine D est le disque unitaire, qui est symétrique par rapport a la transformation
(z,y) — (z,—y). Par Contre la foncion & intégrer change le signe sous cette transformation. Alors
[fp f@,y)dedy = — [[,, f(x,y) dzdy, et la valeur de 'intégrale est égale & 0.

4.2.

1 pl—z 1 271—=x 1 2 2 3 471
xy z(1 — ) x x x 1
xyda:dy:/ / xydydx:/ [} dx:/ —dr = {—-ﬁ-] = —.
//D o Jo 0 2 ]y 0 2 4 3 8ly 24

4.3. On ax? < x sur D et alors = € [0,1]. Alors

1z 1 4 511
1
//xQdac:/ / m2dydx:/(ac3—x4)dx: S
D 0 $2 0 4 5 0 20

1 1 oz,
4.4. Avec X =z 4+y, Y =z —yona |3(ty))| = dt< _1> =2 et |8((X7§/))\ = 1. Dans
les nouvelles coordonnées nous avons z2 + y? = %, et le domaine devient D' = {(X,Y)|X >

1, Y>0, X24+Y2<2}. Onaaussi 22 —y?> = XY, oy = X
XYeX*=Y*)/4 On obtient

2 . \ . 7 .
7 et la fonction a intégrer devient

1 1 :
/ flz,y)de dy = 7/ XY e Y4 gx ay = 7/ / XYeX*Y)/4qy ax
D
/ Xe X2/4[ % Y2/4} Va-X® X_ X X2/4 (2—X2)/4+2) dx
0
24

= /ﬁ (~ X024 XX dx = {zeX
1

= (61/2 — 214 4 1) = (e!* —1)%

V2

_ e(xkn/z}
1

4.5. On passe aux coordonnées polaires. Le domaine D devient D' = {(r,0) |r < /m, 6 € [0,7/4]}.

La fonction f devient r cos @ cosr. Le Jacobien du changement des coordonnées est donné par | g((‘:’g)) | =
r. On obtient

T /4
// flz,y dmdy—// r cos@cosrdrd@-/ 7°2cosrdr-/ cos 6 db
’ 0

= 2, . .
= [r?sinr — 2sinr + 2rcosr]y™ - [sin 07/ = \2[(775111 7 — 28in /7 + 2/ cos /).

L’intégrale de 72 cosr peut étre obtenu par intégration partielle.

5. Le barycentre C' d’une surface D est donné par %. Si la surface possede une densité p,
D

la formule devient I ? f(z’g(i(;ﬂlzdy
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5.1.

1 2 ! 4 z> zt z—x° !
P ey S e D] d P eos e (5550

xT

f_ll fwlz dydz f—ll(l —2?)dzx [m - L;]il %

5.2. Ici le domaine est donné par D = {(z,y)|0 < y < v1—22}. Son image en coordonnées
polaires est D' = {(r,0) |r <1, 6 € [0,7]}. Son barycentre est alors donné par

o o) dedy _ [fp r(rcosd,rsing)drds _ Jyr2dr- [T(cosf,sinf)do  1(0,2) 4

- — — =(0, —
[T, dedy If rdrdd IR z 0,3

).

5.3. Le disque est symétrique par rapport a la transformation (z,y) — (x, —y). Alors son barycentre
est de la forme (c,0). On a

V1—(z—1)2 5 21/ 1—(z—1)2
Iz A \/—x zly| dy dzx 2f2 f~/17(m71) 2y dy da s [xQ%]

x
c= =
V1= (z—1)2 57V 1—(x—1)2
fo f \/7x|y|dydx 2f0 fo xydydx foQ [my?}o da
= foQ 93217(:”271) dv f02 2°(2 - x)dw _85_6

f02 xw dx f02 22—-z)de 4/3 5
Ici nous avons utilisé que ffa fly)dy = 2 fo y)dy pour f(y) une fonction paire, en particulier
fly) = lyl.

6. La longueur d’une courbe o donnée sous forme paramétrisée (z(t),y(t), z(t)), t € [a,b], est calculée

par
dy dz
dt = —)2dt.
= [ 1= [y B (&
6.1. L’intervalle d’intégration est ¢ € [0,1]. Alors
/ V32 + + (612)2 dt = / V(3 + 6t2)2dt = [3t + 23]} = 5.

Par comparaison, la longueur du segment entre les extrémités de la courbe est égale a v/22.
6.2.

1
l= / V(—e~tcost — e~tsint)2 + (—e~tsint + e~tcost)? + (—e—t)2 dt
0

1
= / e '\/(cost +sint)2 + (—sint + cost)2 + 1dt = V3[—e 1§ = V3(1 —e™1).
0

6.3. Pour obtenir une paramétrisation de la courbe, on passe de z,y aux coordonnées polaires r, 6.
Les équations deviennent 72 = z, tanf = tanz. Il suit que r = y/z, §# = 2. Alors on peut utiliser z
comme parametre, et x = \/zcosz, y = y/zsinz. L'intervalle d’intégration est [0, Z]. La longueur de
la courbe est donc donnée par

2z

/6 B w/6 1
:/ z_l/z\/(cosz—zsinz)Q—i—(Sl;Z+zcosz)2+zdz:/ z_1/21/1+z2+zdz
0 0

~/8 2 39 1/27/6 _ 2
:/ (\/EJFi)dZZ[*Z/ JFZ/L) =
0

/6 .
l= \/(COSZ\/Esinz)2+(smz+\/Ecosz)2+1dz
0

Z(Iy3/2 4 (T2
3 3(g) T+ ()
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7. Un point mobile se déplace le long d’une courbe o = (z(¢), y(t), 2(t)) paramétrée par ¢t € [a,b]. Le
travail de force F = F,i + Fy;'—l— F,k est alors donné par

b b
do = dx dy dz
W —/a (g )t —/a (g Bt g By + g F) .

Alors on obtient

2 27 2
2
W:/ (—asint~acost+acost-asint+b-bt)dt:b2/ tdtzbz%:%%j.
0 0

Le cas spécial F = —V¢, c’est-a-dire si la force est moins le gradient d’un potentiel ¢, est plus
simple. On obtient

b b
w=- [ vorar—— [ D w— oo = sto(@) - olo).

Le travail ne dépend donc pas de la courbe méme, il dépend seulement de ses extrémités.

7 22 4y%+22
2

o o 2+b2t2 .
Dans notre cas on peut mettre ¢ = . Sur la courbe on a ¢(o(t)) = —%—7—~. On obtient

donc ) 2 | 2(o2
W = ¢(c(0)) — p(o(27)) = —% + # = 20772,

8. 8.1. On note [(t) pour la longueur de la courbe o = (x,y, z) entre o(0) et o(t).

¢ ¢
I(t) = / \/(dx)z + (d—y)2 + (%)2 ds = / V/ (et cost — etsint)? + (etsint + et cost)? + (et)2 dt
0 ds ds ds 0
t
= / V3eldt = V/3(e! — 1).
0

La longueur entre ¢(0) et (1) est donc égale & I(1) = /3(e — 1). L’équation I(t) = 41/3 nous donne
t=1In5.
2

8.2. La force s’exprime comme F = —V¢ pour ¢ = —Z%-. Sur la courbe on a ¢(o(t)) = 782&. Alors

2

W = 6(0(0)) ~ Blo(1)) = —3 + 5

. — s . k $2+ 2
9. 9.1. On a rii, = (z,y). La force F' s’exprime alors comme —V¢ pour ¢ = % On a alors
ka®  kb?
W = ¢(My) — ¢(M2) = > T3

9.2. Le champ de vecteurs F s’écrit comme —V¢ avec ¢ =
avec k < 0. Le travail entre My et My est donné par ¢p(M7) — ¢

3|

Ici ¢ est le potentiel gravitationnel,
Ms) = k(% -1

ra

—~

10. Soit I'(t) = (x(t), y(t)) une courbe paramétrée, t € [a,b], et @ = u,i + u,j un champ de vecteurs.
Alors par définition

b b
dz dy . dr
/Fumdaj—‘,—uydy—/a (uma+uya)dt—/a (@, %)t

On observe que l'intégrale est du méme type que dans les exercices précédents.
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10.1. On parametre la courbe par la variable z. Alors

(R N
/( \fln(x+1)+\f dxf/ Vz(—In(z +1) + In(z + 1) + +1)d:c:/0 222Z2+1dz

1 3 1
2 1 ™ 10
_ 2 _ _
_2/0 (z 2+z2 1>d —2[3 22+2arctanz]0—2<3 2+24>— 3+7T.

Ici nous avons fait le changement de variables z = \/z.

10.2. On parametre le cercle par Uangle 6 € [0,27], x = Rcosf, y = Rsinf. Alors

2m 2
I2:/0 ((2x — )@Jr(:rer)Ze)dG‘f/O ((2Rcos® — Rsin@)(—Rsinf) + (Rcosf + Rsinf)R cosb) db

27 27
:R2/ (—sinfcosf +1)df = R? {9+4cos20} = 27 R2.
0 0
10.3. Le champ 4 = yzf—kxzf—kxylg est le gradient d’une fonction scalaire, @ = —V¢ avec ¢ = —xyz.

Introduisons une paramétrisation de I' par ¢ € [a, b]. Alors

b
= [ @S a=— [ 0O g o oo,

Mais la courbe T" est fermée, et I'(a) = T'(b). Alors I3 = 0.

11. La formule de Green-Riemann postule que pour une courbe I' fermée lisse délimitant un domaine

Dona o 5
/umderuydyf// <uy ux) dz dy.

Ici ug, uy sont des fonctions lisses.

= Z. Alors Juy _ Bug _ q

11.1. L’aire de D est donné par A = [[, 1dxdy. Posons u, = —%, u, - B

L’application de la formule de Green-Riemann donne le résultat désiré.

11.2. On prend pour T le bord de Pellipse et le parametrise par 6 € [0, 27]. On obtient

1 2 d d 1 27 1 27
A:§/O < CTZ_ C;) d(a:i/() (acosf-beosd — bsind - (—asin)) d@:i/o abdf = mab.

12. On a u, = zy? and u, = 2zy. Alors%%—%i;:2m(1— y). On a alors
1 —
/w—// 2x(1 —y da:dy—// y)dxdyz/[mQ(l—y)]o 17y2dy
0
vyt 1 1 1 5
1— SR R AR R
/0( v=v' ) dy=ly =5 - 5+ 7l 2 371 1

13. On peut, p.ex., prendre u, = 0, u, = 2%y tel que %7;7/ — 85‘; = 2y. On pose v = dD. On a alors

2
// xydmdy—/ J;ydy—/
0

Ici on a utilisé que la forme w = %ny dy s’annule sur les axes. L’intégrale sur v se reduit alors a
l'intégrale sur le segment entre (2,0) et (0,2).

4
ylo 1, 32 _2
ZPR=8-+4

1 4
2—y)lydy = [2y° — 2y° + 3

2 3

N =



