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Ââåäåíèå

Äàííàÿ ðàáîòà îòíîñèòñÿ ê îáëàñòè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Ïðåäìåòîì èñ-
ñëåäîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ àôôèííûå ïî ñêàëÿðíîìó óïðàâëåíèþ ñèñòåìû ẋ = f(x)+
ug(x) íà ïëîñêîñòè. Çäåñü u ìåíÿåòñÿ â èíòåðâàëå [0, 1], à f îáëàäàåò îñîáîé òî÷-
êîé òèïà ôîêóñà èëè öåíòðà. Ôóíêöèîíàë öåíû êâàäðàòè÷åñêèé ñ òî÷íîñòüþ äî
÷ëåíîâ áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà. Ðàññìîòðåíà ãðóïïà ñèììåòðèé, àññîöèèðîâàí-
íàÿ ñ ýòèì êëàññîì ñèñòåì, íàéäåíû êàíîíè÷åñêèå ôîðìû è ïðîâåäåíà êëàññè-
ôèêàöèÿ ýòèõ ôîðì.

Âìåñòî òîãî, ÷òîáû èññëåäîâàòü îòäåëüíûå îáúåêòû, â ìàòåìàòèêå ÷àñòî öå-
ëåñîîáðàçíåå ðàññìàòðèâàòü öåëûå êëàññû îáúåêòîâ. Ýòà òî÷êà çðåíèÿ îïðàâäà-
íà ñóùåñòâîâàíèåì ãðóïï ïðåîáðàçîâàíèé, êîòîðûå ïåðåâîäÿò ðàçíûå îáúåêòû
äðóã â äðóãà è óñòàíàâëèâàþò ìåæäó íèìè ñîîòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè. Òà-
êèì îáðàçîì, èäåíòèôèöèðîâàâ â êàæäîé îðáèòå ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé êàíî-
íè÷åñêîãî ïðåäñòàâèòåëÿ íàèáîëåå ïðîñòîãî âèäà, è èññëåäîâàâ ýòè êîíêðåòíûå
îáúåêòû, ìû ïîëó÷èì èíôîðìàöèþ è î âñåõ äðóãèõ îáúåêòàõ ñîîòâåòñòâóþùèõ
îðáèò. Íàõîæäåíèå è êëàññèôèêàöèÿ êàíîíè÷åñêèõ ïðåäñòàâèòåëåé ïðåäñòàâëÿ-
åò ñîáîé îäíó èç íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷àþùèõñÿ â ìàòåìàòèêå ïðîáëåì.

Â òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ãðóïïîé ïðåîáðàçîâàíèé ñëóæèò ãðóïïà
feedback. Â óçêîì ñìûñëå òåðìèí feedback group çàðåçåðâèðîâàí äëÿ ñèñòåì, â êî-
òîðûõ óïðàâëåíèå ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáûå çíà÷åíèÿ â âåùåñòâåííîì âåêòîðíîì
ïðîñòðàíñòâå Rn. Â çàâèñèìîñòè îò ïîñòàâëåííîé çàäà÷è, îäíàêî, ðàññìàòðèâà-
þòñÿ è ðàçëè÷íûå ïîäõîäÿùèå ïîäãðóïïû ãðóïïû feedback. Íàõîæäåíèå êàíî-
íè÷åñêèõ ñèñòåì ïî îòíîøåíèþ ê ãðóïïå feedback è èõ êëàññèôèêàöèÿ ÿâëÿåòñÿ
ñàìîñòîÿòåëüíîé çàäà÷åé, êîòîðîé ïîñâÿùåíî ìíîãî ðàáîò.

Â 1970 ãîäó Ï. Áðóíîâñêèé [23] ðàñêëàññèôèöèðîâàë ëèíåéíûå ñèñòåìû ïî
äåéñòâèþ ãðóïïû feedback è ââ¼ë ñîîòâåòñòâóþùóþ êàíîíè÷åñêóþ ôîðìó, ôîðìó
Áðóíîâñêîãî. Âïîñëåäñòâèå êëàññèôèêàöèè ëèíåéíûõ ñèñòåì áûëè ïîñâÿùåíû
ðàáîòû ìíîãèõ àâòîðîâ (ñì. íàïðèìåð [21],[22],[24],[36],[43], [55],[57],[61],[62],[74],
[76]). Â ýòèõ ðàáîòàõ ýòà ïðîáëåìà áûëà ñâåäåíà ê ÷èñòî àëãåáðàè÷åñêîé êîíå÷-
íîìåðíîé çàäà÷å.

Â çàäà÷å êëàññèôèêàöèè íåëèíåéíûõ ñèñòåì ãðóïïà feedback áåñêîíå÷íîìåð-
íàÿ, ÷òî ñóùåñòâåííî óñëîæíÿåò ñèòóàöèþ (ñì. íàïðèìåð [19],[26],[30], [60],[71]
è îáçîð [40]). Ñìåæíûì âîïðîñîì ÿâëÿåòñÿ ñòàáèëèçàöèÿ òî÷åê ðàâíîâåñèÿ ïî-
ñðåäñòâîì äèíàìè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ (ñì. íàïðèìåð îáçîð [68]). Îñîáûé èíòå-
ðåñ çäåñü ïðåäñòàâëÿåò íàõîæäåíèå îðáèò ëèíåéíûõ ñèñòåì, ò.å. õàðàêòåðèçàöèÿ
íåëèíåéíûõ ñèñòåì, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïåðåâåäåíû â ëèíåéíóþ ïðåîáðàçîâà-
íèåì èç ãðóïïû feedback. Äëÿ òàêèõ ñèñòåì òîãäà ìîæíî ïðèìåíèòü àïïàðàò,
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ðàçðàáîòàííûé äëÿ ëèíåéíîãî ñëó÷àÿ. Õàðàêòåðèçàöèè ëèíåàðèçóåìîñòè ïîñâÿ-
ùåíû, íàïðèìåð, ðàáîòû [52],[69],[72]. Ëîêàëüíîå óñëîâèå ëèíåàðèçóåìîñòè ñâî-
äèòñÿ ê áåñêîíå÷íîìó íàáîðó óñëîâèé íà ñêîáêè Ëè âõîäÿùèõ â ïðàâóþ ÷àñòü
ñèñòåìû âåêòîðíûõ ïîëåé.

×òîáû íå ðàññìàòðèâàòü áåñêîíå÷íûé íàáîð óñëîâèé, áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå
ïðèáëèæ¼ííîé ãðóïïû feedback, ïåðåâîäÿùóþ ñèñòåìû äðóã â äðóãà ñ òî÷íî-
ñòüþ äî ÷ëåíîâ ïîðÿäêà âûøå íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ. Óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè
ñèñòåì ïî îòíîøåíèþ ê ïðèáëèæ¼ííîé ãðóïïå feedback áûëè íàéäåíû À. Êðåíå-
ðîì (ñì. íàïðèìåð [49],[50]). Ýòî êîíå÷íûé íàáîð óñëîâèé íà äæåòû òîãî ïîðÿä-
êà, êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò ïîðÿäêó ïðèáëèæ¼ííîé ãðóïïû feedback. Ñòàòüÿ [51]
ïðåäñòàâëÿåò îáçîð ïî ëèíåàçèçàöèè è ïðèáëèæ¼ííûì ãðóïïàì feedback.

Äåéñòâèå ïðèáëèæ¼ííîé ãðóïïû íà äæåòû èññëåäîâàë Ê. ×îí (ñì. íàïðèìåð
ñåðèþ ðàáîò [70]�[72]). Îí ïîêàçàë, ÷òî îíî ñâîäèòñÿ ê äåéñòâèþ êîíå÷íîìåðíîé
ãðóïïû Ëè. Â. Êàíã è À. Êðåíåð èññëåäîâàëè íîðìàëüíûå ôîðìû ïî îòíîøåíèþ
ê äåéñòâèþ íà äæåòû âòîðîãî ïîðÿäêà [44],[53].

Ïóñòü ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé ÿâëÿåòñÿ ïîëèýäðîì. Òîãäà ìíî-
æåñòâî äîïóñòèìûõ ôàçîâûõ ñêîðîñòåé ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé îáîëî÷êîé êîíå÷íî-
ãî ìíîæåñòâà âåêòîðíûõ ïîëåé. Ïîýòîìó äåéñòâèå ïîäãðóïïû ãðóïïû feedback,
ñîõðàíÿþùàÿ ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé, ñâîäèòñÿ ê äåéñòâèþ ãðóïïû
äèôôåîìîðôèçìîâ íà ñåìåéñòâà âåêòîðíûõ ïîëåé. Ýòîò ïðåäìåò áûë ïîäðîáíî
èçó÷åí ìíîãèìè àâòîðàìè. Â ýòîé ñâÿçè âñïîìèíàåòñÿ ñåðèÿ ðàáîò Ð.È. Áîã-
äàíîâà (ñì. [4]�[6],[17]), ãäå áûëî èçó÷åíî äåéñòâèå ãðóïï äèôôåîìîðôèçìîâ
ðàçëè÷íîé ñòåïåíè ãëàäêîñòè íà âåêòîðíîå ïîëå íà ïëîñêîñòè. Ïîäðîáíóþ êëàñ-
ñèôèêàöèþ ïàð âåêòîðíûõ ïîëåé íà ïëîñêîñòè ïðîâ¼ë À.À. Äàâûäîâ â ìîíî-
ãðàôèè [25]. Òàì æå ðàññìîòðåí è ñëó÷àé áîëåå, ÷åì äâóõ, ïîëåé. Òåñíî ñâÿçàí-
íîé ñ âîïðîñàìè êëàññèôèêàöèè ìíîæåñòâ âåêòîðíûõ ïîëåé ÿâëÿåòñÿ ïðîáëå-
ìà êëàññèôèêàöèè ðàñïðåäåëåíèé. Ýòîìó âîïðîñó ïîñâÿù¼íà, íàïðèìåð, ðàáîòà
[79]. Äàëüíåéøèå ðåçóëüòàòû ïî êëàññèôèêàöèè îñîáûõ òî÷åê íà ïëîñêîñòè è â
òð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñì. íàïðèìåð [9],[10],[28],[73].

Êëàññèôèêàöèè ðàçíûõ êëàññîâ ñèñòåì îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ íà ïëîñ-
êîñòè áûëè ïðîâåäåíû ìíîãèìè àâòîðàìè. Ì.Ì. Áàéòìàí [3] èññëåäîâàë äâó-
ìåðíûå ñèñòåìû ñ ôóíêöèîíàëîì áûñòðîäåéñòâèÿ. À. Áðåññàí è Á. Ïèêêîëè
íåäàâíî ïðîâåëè ïîëíóþ êëàññèôèêàöèþ òàêèõ ñèñòåì â îêðåñòíîñòè îñîáîé
òî÷êè äðåéôîãîãî ïîëÿ ïî îòíîøåíèþ ê òîïîëîãè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè âîç-
íèêàþùèõ îïòèìàëüíûõ ñèíòåçîâ [20]. Á. ßêóáöèê è Â. Ðåñïîíäåê ïðîâåëè êëàñ-
ñèôèêàöèþ äâóìåðíûõ ñèñòåì ñ íåîãðàíè÷åííûì óïðàâëåíèåì ïî îòíîøåíèþ ê
ãðóïïå feedback è ñëàáîé ãðóïïå feedback, êîòîðàÿ ïîìèìî äèôôåîìîðôèçìîâ
ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà è ïðåîáðàçîâàíèé feedback âêëþ÷àåò åù¼ ãëàäêîå èçìå-
íåíèå ìàñøòàáà âðåìåíè [41],[42].
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Ñòàíäàðòíûé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñîñòîèò â ïðè-
ìåíåíèè ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà [15]. Îí ïðèâîäèò ê ãàìèëüòîíîâûì
ñèñòåìàì ñ ðàçðûâíîé ïðàâîé ÷àñòüþ. Íàõîæäåíèå îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ
ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ ëàãðàíæåâûõ ñå÷åíèé â ðàñøèðåííîì ôàçîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå ýòèõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì. Ïóñòü H = H(u, x, ψ) � ôóíêöèÿ Ïîíò-
ðÿãèíà, çàâèñÿùàÿ îò îäíîìåðíîãî óïðàâëåíèÿ u ∈ U ⊂ R. Óðàâíåíèÿ Ãàìèëü-
òîíà èìåþò âèä

ẋ =
∂H

∂ψ
, ψ̇ = −∂H

∂x
.

Çäåñü x � ñîâîêóïíîñòü ïåðåìåííûõ ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà X, ψ � ñîïðÿ-
æ¼ííûå ïåðåìåííûå, ïàðàìåòðèçóþùèå ñëîé â êîêàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè T ∗X.
Ïðèíöèï ìàêñèìóìà îïðåäåëÿåò óïðàâëåíèå u ñëåäóþùèì îáðàçîì:

u(x, ψ) = argmaxu∈UH(u, x, ψ).

Ìîæåò ñëó÷èòñÿ, ÷òî ìàêñèìóì ôóíêöèè H ïî u äîñòèãàåòñÿ áîëüøå, ÷åì â
îäíîé òî÷êå ìíîæåñòâà U . Òîãäà ïðèíöèï ìàêñèìóìà íå îïðåäåëÿåò óïðàâëåíèÿ
u îäíîçíà÷íî.

Â çàäà÷àõ, àôôèííûõ ïî óïðàâëåíèþ, ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà çàâèñèò àôôèí-
íî îò u: H(u, x, ψ) = H0(x, ψ) + uH1(x, ψ). ×àñòî âîçíèêàåò ñèòóàöèÿ, êîãäà
H1 ≡ 0 íà íåêîòîðîé òðàåêòîðèè â òå÷åíèå íåêîòîðîãî èíòåðâàëà âðåìåíè. Ñî-
îòâåòñòâåííûå òðàåêòîðèè íàçûâàþòñÿ îñîáûìè è ÿâëÿþòñÿ ñàìîñòîÿòåëüíûì
ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ñòûêîâêà íåîñî-
áûõ òðàåêòîðèé ñ îñîáûìè. Ãëîáàëüíûì ïîðÿäêîì îñîáîãî ðåæèìà íàçûâàåòñÿ
òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî q, ïðè êîòîðîì â îêðåñòíîñòè îñîáîãî ðåæèìà èìåþò
ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ

∂

∂u

(
d

dt

)2q
∂H(u, x, ψ)

∂u
6= 0,

∂

∂u

(
d

dt

)k
∂H(u, x, ψ)

∂u
≡ 0 ∀ k ≤ 2q − 1.

Òåîðåìà Êýëëè [46] ãëàñèò, ÷òî îñîáàÿ òðàåêòîðèÿ ÷¼òíîãî ãëîáàëüíîãî ïî-
ðÿäêà íå ìîæåò ñòûêîâàòüñÿ ñ íåîñîáîé òðàåêòîðèåé, åñëè òî÷êà ïåðåêëþ÷å-
íèÿ èçîëèðîâàíà. Òåì íå ìåíåå, íåîñîáàÿ òðàåêòîðèÿ ìîæåò âûõîäèòü íà îñî-
áûé ðåæèì ÷¼òíîãî ãëîáàëüíîãî ïîðÿäêà, åñëè òî÷êà ñòûêîâêè ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé
íàêîïëåíèÿ ïåðåêëþ÷åíèé óïðàâëåíèÿ. Ýòîò ôåíîìåí èçâåñòåí ïîä íàçâàíèåì
÷åòòåðèíãà. Ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì âîçíèêíîâåíèÿ ÷åòòåðèíãà ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à
Ôóëëåðà, èññëåäîâàííàÿ âïåðâûå â 60-õ ãîäàõ (ñì. íàïðèìåð [29],[32],[75] è ñîäåð-
æàùèåñÿ òàì ññûëêè). Òåîðèÿ ÷åòòåðíèãà ðàçâèòà Ì.È. Çåëèêèíûì è Â.Ô. Áî-
ðèñîâûì â ìîíîãðàôèè [78].
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Òåîðåìà Êýëëè ïðèìåíèìà òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè ðåàëèçîâàííîå íà îñî-
áîì ðåæèìå óïðàâëåíèå u ëåæèò âî âíóòðåííîñòè ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ óïðàâ-
ëåíèé U . Â äàííîé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ñèíòåç â îêðåñòíîñòè îñîáîãî ðåæèìà,
óïðàâëåíèå íà êîòîðîì ëåæèò íà ãðàíèöå ìíîæåñòâà U .

Ìû ðàññìîòðèì àôôèííûå ïî óïðàâëåíèþ ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñëåäóþùåãî âèäà íà ïëîñêîñòè. Ìèíèìèçèðóåòñÿ èíòå-
ãðàëüíûé ôóíêöèîíàë

J =

∫ ∞
0

(F (x) + uG(x)) dt → min (0.1)

ïî òðàåêòîðèÿì ñèñòåìû

ẋ = A(x) +B(x)u; x ∈ U ⊂ R2, u ∈ [0, 1], lim
t→+∞

x(t) = x̃. (0.2)

Òåðìèíàëüíûì ìíîãîîáðàçèåì ñëóæèò ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà x̃ ∈ R2. Îêðå-
ñòíîñòü U òî÷êè x̃ ÿâëÿåòñÿ îäíîñâÿçíîé. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî óïðàâëåíèå u(t)
� èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ îò âðåìåíè t. A,B � âåêòîðíûå ïîëÿ, à F,G � ñêàëÿðíûå
ôóíêöèè. Ìû èññëåäóåì ñëó÷àé, êîãäà ýòè âåëè÷èíû ïðèíàäëåæàò êëàññó C3,
è ñëó÷àé Cω. Ïîëå A èìååò â òî÷êå x̃ îñîáåííîñòü òèïà ôîêóñà èëè öåíòðà: ÿêî-
áèàí ∂A

∂x (x̃) èìååò êîìïëåêñíî-ñîïðÿæ¼ííûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è A(x̃) = 0.
Ïîëå B â îêðåñòíîñòè U íåâûðîæäåíî. Ãëàâíûì ÷ëåíîì â ðàçëîæåíèè Òåéëîðà
ôóíêöèè F â òî÷êå x̃ ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà, ò.å. ñàìà ôóíêöèÿ F è å¼
ãðàäèåíò â x̃ èñ÷åçàþò. Ôóíêöèÿ G òàêæå èñ÷åçàåò â x̃. Äîïóñòèìûå òðàåêòîðèè
x(t) íå âûõîäÿò çà ïðåäåëû îêðåñòíîñòè U .

Òàêèå ñèñòåìû âîçíèêàþò, íàïðèìåð, â ïîïóëÿöèîííîé äèíàìèêå ñèñòåì õèù-
íèê-æåðòâà, ãäå óïðàâëåíèåì ñëóæèò èíòåíñèâíîñòü îòëîâà îäíîãî èç âèäîâ.
Íåâîçìóù¼ííîé ñèñòåìîé â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìà Âîëüòåððà-Ëîòòêà.
Ñèñòåìû â îêðåñòíîñòè îñîáîé òî÷êè òèïà ôîêóñà ñ èíòåãðàëüíûìè ôóíêöèî-
íàëàìè ñïåöèàëüíîãî âèäà ðàññìàòðèâàëèñü, íàïðèìåð, â ðàáîòàõ [11],[54]. Â [11]
èññëåäîâàëñÿ ìàòåìàòè÷åñêèé ìàÿòíèê, êîòîðûé òðåáóåòñÿ ïðèâåñòè â ñîñòîÿíèå
ïîêîÿ ïðèëîæåíèåì îäíîñòîðîííåé îãðàíè÷åííîé ñèëû ñ ìèíèìàëüíûì ñðåäíå-
êâàäðàòè÷åñêèì îòêëîíåíèåì. Â ýòîé ðàáîòå òàêæå èññëåäîâàëèñü óïðàâëÿåìûå
ñèñòåìû Âîëüòåððà-Ëîòòêà. Â ðàáîòå [54] òîæå ðàññìàòðèâàëèñü ñèñòåìû ïîïó-
ëÿöèîííîé äèíàìèêè, íî ôóíêöèîíàë ïðè ýòîì çàâèñåë îò âðåìåíè. Ìû çäåñü
ðàññìàòðèâàåì îáùèé ñëó÷àé àâòîíîìíîé ñèñòåìû.

Â ðàçäåëå 2.3 äàííîé ðàáîòû äîêàçàíî óòâåðæäåíèå î ñòðóêòóðå äèôôåî-
ìîðôèçìà â îêðåñòíîñòè ãèïåðáîëè÷åñêîé íåïîäâèæíîé òî÷êè, êîòîðîå ïðåä-
ñòàâëÿåò ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ.

Â ëèòåðàòóðå îïèñàíû òðè ðàçíûõ ïîäõîäà ê ýòîé çàäà÷å. Èñòîðèÿ èññëåäîâà-
íèÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ òî÷åê äèôôåîìîðôèçìîâ è äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì âîñõîäèò
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ê Ïóàíêàðå. Îí íàø¼ë äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ëèíåéíîé
÷àñòè àíàëèòè÷åñêîé ñèñòåìû ÎÄÓ, ÷òîáû îíà áûëà ëèíåàðèçóåìîé â íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè îñîáîé òî÷êè [59]. Èäåÿ Ïóàíêàðå ñîñòîÿëà â òîì, ÷òîáû âû÷èñ-
ëèòü êîýôôèöèåíòû ðÿäà Òåéëîðà îñóùåñòâëÿþùåãî ýêâèâàëåíòíîñòü äèôôåî-
ìîðôèçìà ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà èñõîäÿ èç ðàçëîæåíèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ íåëè-
íåéíîé ñèñòåìû âîêðóã îñîáîé òî÷êè. Íàêëàäûâàåìûå óñëîâèÿ íà ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ ïðè ýòîì ãàðàíòèðóþò ñõîäèìîñòü. Â êà÷åñòâå ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ âûòåêà-
åò, ÷òî äâóìåðíàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ ñèñòåìà ÎÄÓ â îêðåñòíîñòè ãèïåðáîëè÷åñêîé
îñîáîé òî÷êè (ò.å. ñåäëà) èìååò óñòîé÷èâûé è íåóñòîé÷èâûé óñû, çàäàþùèåñÿ
àíàëèòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè.

Â íà÷àëå âåêà Àäàìàð ïðåäëîæèë èíîé ïîäõîä [33]. Îí ðàññìàòðèâàë óñòîé-
÷èâûé è íåóñòîé÷èâûé óñû êàê ãðàôèêè ôóíêöèé, íåïîäâèæíûõ îòíîñèòåëüíî
òðàíñôîðìàöèè ãðàôèêîâ, èíäóöèðîâàííîé èññëåäóåìûì äèôôåîìîðôèçìîì â
îêðåñòíîñòè íåïîäâèæíîé ãèïåðáîëè÷åñêîé òî÷êè. Îêàçàëîñü, ÷òî â ïîäõîäÿùåì
ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé ýòà òðàíñôîðìàöèÿ ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùåé, ÷òî ïîçâîëÿ-
åò ïðèìåíèòü òåîðåìó Áàíàõà î íåïîäâèæíîé òî÷êå (ðàçóìååòñÿ, â òî âðåìÿ,
êîãäà âûøëà ïóáëèêàöèÿ Àäàìàðà, òåîðåìû Áàíàõà â íûíåøíåé ôîðìóëèðîâ-
êå åù¼ íå ñóùåñòâîâàëî). Ñ îäíîé ñòîðîíû, ïîäõîä Àäàìàðà ïîçâîëèë äîêàçàòü
ñóùåñòâîâàíèå èíâàðèàíòíûõ ïîäìíîãîîáðàçèé òàêæå äëÿ äèôôåîìîðôèçìîâ
êîíå÷íîé ãëàäêîñòè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû îí ãàðàíòèðîâàë òîëüêî ëèïøèöåâîñòü
ýòèõ ìíîãîîáðàçèé. Õîòÿ Àäàìàð ðàññìàòðèâàë òîëüêî äâóìåðíûå ñèñòåìû, åãî
ïîäõîä ëåãêî îáîáîùàåòñÿ íà ñèñòåìû â Rn.

Òðåòèé ïîäõîä áûë ïðåäëîæåí Î. Ïåððîíîì, êîòîðûé ïîñòðîèë èíòåãðàëü-
íî-ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèé, çàäàþùèõ èíâàðèàíòíûå óñû [58].

Â 30-õ ãîäàõ È.Ã. Ïåòðîâñêèé ïîêàçàë, ÷òî åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü ñèñòåìû íåïðå-
ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà, òî èíâàðèàíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ â îêðåñòíîñòè ãèïåð-
áîëè÷åñêîé òî÷êè òàêæå íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû [13].

Â 50-õ ãîäàõ Ø. Øòåðíáåðã [66] äîêàçàë ñóùåñòâîâàíèå èíâàðèàíòíûõ óñîâ
äëÿ ãîìåîìîðôèçìîâ íà ïëîñêîñòè, äèôôåðåíöèðóåìûõ òîëüêî â ãèïåðáîëè-
÷åñêîé òî÷êå è óäîâëåòâîðÿþùèõ îïðåäåë¼ííîìó óñëîâèþ Ëèïøèöà. Â ñëó÷àå
äèôôåîìîðôèçìà îí äîêàçàë, ÷òî èíâàðèàíòíûå óñû èìåþò òó æå ãëàäêîñòü,
÷òî è ñàì äèôôåîìîðôèçì. Ïðè ýòîì äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ èí-
âàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèé èñïîëüçîâàëñÿ ìåòîä Àäàìàðà, à äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
ãëàäêîñòè � ìåòîä Ïóàíêàðå. Â äàëüíåéøåì Øòåðíáåðã îáîáùèë ðåçóëüòàòû
Ïóàíêàðå íà ñëó÷àé êîíå÷íîé ãëàäêîñòè, ïðè ýòîì ñòåïåíü ãëàäêîñòè çàâèñåëà
îò ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ëèíåéíîé ÷àñòè ñèñòåìû (ñì. [64]�[67]). Äàëåå îí ðàç-
ðàáîòàë ìåòîä, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ñëó÷àé ñèñòåìû ÎÄÓ ñâîäèëñÿ ê ñëó÷àþ
äèôôåîìîðôèçìà [65].

Îêîëî 1960 ãîäà Ä.Ì. Ãðîáìàí è Ï. Õàðòìàí ([7],[8],[34]) íåçàâèñèìî äðóã
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îò äðóãà äîêàçàëè, ÷òî äëÿ ñèñòåìû êëàññà C2 â îêðåñòíîñòè ãèïåðáîëè÷åñêîé
íåïîäâèæíîé òî÷êè ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì, ëèíåàðèçóþùèé ñèñòåìó. Ïîç-
æå Õàðòìàí äîêàçàë ýòî óòâåðæäåíèå òàêæå äëÿ ñèñòåì êëàññà C1 (ñì. [35]).
Çàìåòèì, ÷òî èç ñóùåñòâîâàíèÿ èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèé ãëàäêîñòè Ck íå
ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ëèíåàðèçóþùåãî äèôôåîìîðôèçìà ãëàäêîñòè Ck. Òàê,
Õàðòìàí â ñâîåé ðàáîòå [34] ïðèâ¼ë ïðèìåð àíàëèòè÷åñêîé íåëèíåéíîé ñèñòåìû
â R3, äëÿ êîòîðîé íå ñóùåñòâóåò äàæå äèôôåîìîðôèçìà êëàññà C1, ïåðåâîäÿ-
ùåãî å¼ â ëèíåéíóþ ñèñòåìó.

Ïîçæå áûëè íàéäåíû àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû äëÿ áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïðî-
ñòðàíñòâ (ñì. íàïðèìåð [37],[38],[39],[56],[63]), è ðàçâèòû äàëüøå ðåçóëüòàòû äëÿ
êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ (ñì. íàïðèìåð [16],[31],[47],[48]).

Â ðàçäåëå 2.3 äàííîé ðàáîòû èññëåäîâàíû ãîìåîìîðôèçìû íà ïëîñêîñòè,
ïðîèñõîäÿùèå îò ñèñòåìû ÎÄÓ ñ àñìïòîòèêîé ẋ = O(|x| ln |x|), ñëåäîâàòåëüíî,
íå èìåþùèå ïðîèçâîäíûõ â íåïîäâèæíîé òî÷êå. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè óñëîâèÿõ, â
íåêîòîðîì ñìûñëå óòâåðæäàþùèõ ãèïåðáîëè÷íîñòü íåïîäâèæíîé òî÷êè, èíâà-
ðèàíòíûå óñû ñóùåñòâóþò è èìåþò ñòåïåíü ãëàäêîñòè, ñîâïàäàþùóþ ñî ñòåïå-
íüþ ãëàäêîñòè ãîìåîìîðôèçìà â ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè íåïîäâèæíîé òî÷êè.
Äëÿ ýòîãî èñïîëüçîâàëñÿ ìåòîä Àäàìàðà. Ïîêàçàíî òàêæå, ÷òî åñëè ãîìåîìîð-
ôèçì íåêîòîðûì (íåãëàäêèì) ïðåîáðàçîâàíèåì êîîðäèíàò ìîæíî ïåðåâåñòè â
àíàëèòè÷åñêîå îòîáðàæåíèå, òî èíâàðèàíòíûå óñû â èñõîäíîé ñèñòåìå êîîð-
äèíàò çàäàþòñÿ àíàëèòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçîâàëñÿ ìåòîä
Ïóàíêàðå.

Â äàííîé ðàáîòå ìû ïîêàæåì, ÷òî ðåøåíèåì çàäà÷è (0.1),(0.2) â ñëó÷àå îáùå-
ãî ïîëîæåíèÿ ôóíêöèé A,B, F,G ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå îäíîãî èç íèæåñëåäóþùèõ
òð¼õ òèïîâ:

I.òèï: Îïòèìàëüíûé ñèíòåç â îêðåñòíîñòè òî÷êè x̃ ñóùåñòâóåò è èìååò ñëå-
äóþùèé âèä. Èìåþòñÿ êðèâàÿ ïåðåêëþ÷åíèÿ ñ 1 íà 0 è îñîáûé ðåæèì, ñòûêóþ-
ùèåñÿ â x̃. Ñóùåñòâóåò â òî÷íîñòè îäíà òðàåêòîðèÿ, êîòîðàÿ çà êîíå÷íîå âðåìÿ
ïîïàäàåò â x̃. Îñòàëüíûå òðàåêòîðèè çà êîíå÷íîå âðåìÿ ïîïàäàþò íà îñîáûé
ðåæèì, à ïî íåìó àñèìïòîòè÷åñêè äîñòèãàþò x̃.

II.òèï: Îïòèìàëüíûé ñèíòåç â îêðåñòíîñòè òî÷êè x̃ ñóùåñòâóåò è èìååò ñëå-
äóþùèé âèä. Èìåþòñÿ äâå êðèâûå ïåðåêëþ÷åíèÿ, ñ 0 íà 1 è íàîáîðîò, êîòîðûå
ñòûêóþòñÿ â òî÷êå x̃. Òðàåêòîðèè îáîðà÷èâàþòñÿ âîêðóã x̃ áåñêîíå÷íîå êîëè÷å-
ñòâî ðàç, ïåðåñåêàÿ ïîïåðåìåííî ýòè êðèâûå è ïðè êàæäîì îáîðîòå ïðèáëèæàÿñü
ê x̃ ñî ñêîðîñòüþ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè. Ìîìåíòû ïåðåêëþ÷åíèÿ óïðàâëå-
íèÿ íàêàïëèâàþòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè.

III.òèï: Îïòèìàëüíîãî ñèíòåçà íå ñóùåñòâóåò. Ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü äîïóñòèìûõ òðàåêòîðèé, íà êîòîðûõ çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëà J ñòðåìÿòñÿ
ê −∞. Ýòî âîçìîæíî, ïîòîìó ÷òî èíòåãðàë (0.1) áåð¼òñÿ äî +∞.
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Â äàííîé ðàáîòå ìû íå ñòàâèëè ñåáå öåëüþ äàòü ïîëíóþ êëàññèôèêàöèþ
ñèíòåçîâ äëÿ âñåõ ñèñòåì âèäà (0.1),(0.2). Ìû îãðàíè÷èìñÿ òàêèìè ôóíêöèÿìè
A,B, F,G, äëÿ êîòîðûõ ãëàâíûå ÷ëåíû â ðàçëîæåíèè Òåéëîðà îïðåäåëÿþò ïîâå-
äåíèå ñèñòåìû â îêðåñòíîñòè x̃, è èññëåäóåì òàêæå áèôóðêàöèþ ìåæäó òèïàìè
I è II. Íàñ èíòåðåñóåò ñòðóêòóðà ñèíòåçà îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ â îêðåñòíî-
ñòè U òî÷êè x̃. Òî÷íåå, ìû èññëåäóåì ðîñòêè ñèíòåçîâ âîêðóã x̃ â çàâèñèìîñòè
îò ðîñòêîâ ôóíêöèé A,B, F,G.

Äèññåðòàöèÿ ñòðóêòóðèðîâàíà íèæåñëåäóþùèì îáðàçîì.
Â ïåðâîé ãëàâå íàéäåíà ãðóïïà ñèììåòðèé çàäà÷è è ïîñòðîåíà êàíîíè÷å-

ñêàÿ ôîðìà îòíîñèòåëüíî ýòîé ãðóïïû. Ãðóïïà âêëþ÷àåò â ñåáÿ ìàêñèìàëüíóþ
ïîäãðóïïó êàíîíè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé ðàñøèðåííîãî ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà,
ñîõðàíÿþùóþ ñòðóêòóðó çàäà÷è. Ýòà ïîäãðóïïà ñîñòîèò èç ãðóïïû ëîêàëüíûõ
äèôôåîìîðôèçìîâ ôàçîâîé ïëîñêîñòè è èç ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé ïîäèíòå-
ãðàëüíîé ôóíêöèè ôóíêöèîíàëà, êîòîðóþ ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòü êàê ïðî-
ñòðàíñòâî çàìêíóòûõ 1-ôîðì íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè. Äàëåå ãðóïïà ïðåîáðàçîâà-
íèé âêëþ÷àåò â ñåáÿ èçìåíåíèå ìàñøòàáà âðåìåíè è óìíîæåíèå ôóíêöèîíàëà íà
ïîñòîÿííóþ âåëè÷èíó. Èññëåäîâàíî äåéñòâèå ýòîé ãðóïïû íà ëèíåéíûå äæåòû
ñèñòåìû, íàéäåíà êàíîíè÷åñêàÿ ôîðìà â ïðîñòðàíñòâå ýòèõ äæåòîâ è ïîëíûé
íàáîð èíâàðèàíòîâ ýòîãî äåéñòâèÿ, ÿâëÿþùèõñÿ êîîðäèíàòàìè íà ôàêòîðïðî-
ñòðàíñòâå äæåòîâ.

Âî âòîðîé ãëàâå èññëåäîâàíû êàíîíè÷åñêèå ôîðìû ñèñòåì êëàññà C3. Íà
ôàêòîðìíîãîîáðàçèè äæåòîâ âûäåëåíû òðè îòêðûòûå îáëàñòè, îáúåäèíåíèå êî-
òîðûõ ÿâëÿåòñÿ ïëîòíûì ìíîæåñòâîì. Êàæäàÿ èç îáëàñòåé ïðè ýòîì ñîîòâåò-
ñòâóåò îäíîìó èç âûøåíàçâàííûõ òèïîâ îïòèìàëüíîãî ñèíòåçà. Â ïàðàãðàôå 2.3
ñôîðìóëèðîâàíû è äîêàçàíû óòâåðæäåíèÿ î ñóùåñòâîâàíèè è ãëàäêîñòè èíâà-
ðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèé ó âûðîæäåííîãî ãîìåîìîðôèçìà â îêðåñòíîñòè íåïî-
äâèæíîé òî÷êè, èìåþùåé â íåêîòîðîì ñìûñëå ãèïåðáîëè÷åñêèé õàðàêòåð.

Â òðåòüåé ãëàâå èññëåäîâàíà áèôóðêàöèÿ ïðè ïåðåõîäå çíà÷åíèé èíâàðèàí-
òîâ íà ôàêòîðìíîãîîáðàçèè äæåòîâ èç îáëàñòè, ñîîòâåòñòâóþùåé òèïó I îïòè-
ìàëüíîãî ñèíòåçà â îáëàñòü, ñîîòâåòñòâóþùóþ òèïó II. Òî÷íåå, ïðîâåäåíà ïîë-
íàÿ êëàññèôèêàöèÿ àíàëèòè÷åñêèõ ñèñòåì, çíà÷åíèÿ èíâàðèàíîòâ êîòîðûõ ëå-
æàò íà ãðàíèöå ìåæäó ýòèìè îáëàñòÿìè. Ïðè ýòîì óñòàíîâëåíî, ÷òî âîçíèêàåò
åù¼ îäèí òèï ñèíòåçà, òîïîëîãè÷åñêè íåýêâèâàëåíòíûé òèïàì I è II.

Â ïîñëåäíåé ãëàâå åù¼ ðàç ïîäûòîæåíû ðåçóëüòàòû â âèäå òî÷íî ôîðìóëè-
ðîâàííûõ òåîðåì.

Àâòîð ðàä ïðåäñòàâèâøåéñÿ âîçìîæíîñòè âûðàçèòü ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü
ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ ïðîôåññîðó Ì.È. Çåëèêèíó çà îêàçàííîå âíèìà-
íèå è ïîìîùü âî âðåìÿ àñïèðàíòóðû. Àâòîð òàêæå áëàãîäàðåí Í.Á. Ìåëüíèêîâó
çà ïîääåðæêó ïðè îôîðìëåíèè äèññåðòàöèè.
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1 Ïðèâåäåíèå ñèñòåì ê íîðìàëüíîé ôîðìå

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ÷åòâ¼ðîê (A,B, F,G) ôóíêöèé êëàññà C3, îïðåäåë¼ííûõ
â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U ′ òî÷êè x̃ ∈ R2. Ïðè ýòîì A,B � âåêòîðíûå ïîëÿ,
F,G � ñêàëÿðíûå ôóíêöèè, è âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

i) A(x̃) = 0,
ii) ïîëå A èìååò â x̃ ôîêóñ èëè öåíòð, ò.å. (1

2tr(∂A∂x (x̃)))2 − det(∂A∂x (x̃)) < 0,
iii) B(x̃) 6= 0,
iv) F (x̃) = G(x̃) = 0,
v) ∇F (x̃) = 0,

ãäå tr � ñëåä ìàòðèöû. Îáîçíà÷èì ýòî ìíîæåñòâî ÷åòâ¼ðîê ÷åðåç S. Îíî ÿâëÿ-
åòñÿ ïîäìíîæåñòâîì áåñêîíå÷íîìåðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà íàä R. Êàæ-
äîé ïàðå ((A,B, F,G), U), ñîñòîÿùåé èç ôóíêöèé (A,B, F,G), îïðåäåë¼ííûõ â
îêðåñòíîñòè U ′ è óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì i)-v), è îêðåñòíîñòè U ⊂ U ′, ñîîò-
âåòñòâóåò çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (0.1),(0.2) â îêðåñòíîñòè U .

Ïóñòü ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U òî÷êè x̃, â êîòîðîé ôóíêöèè A,B, F,G è
A′, B′, F ′, G′ ñîîòâåòñòâåííî ñîâïàäàþò. Òîãäà ïàðà ((A,B, F,G), U) çàäà¼ò òó æå
çàäà÷ó (0.1),(0.2), ÷òî è ((A′, B′, F ′, G′), U). Ñëåäîâàòåëüíî, èì ñîîòâåòñòâóåò
îäèí è òîò æå îïòèìàëüíûé ñèíòåç â îêðåñòíîñòè U . Òàêèì îáðàçîì, êàæäàÿ
÷åòâ¼ðêà ðîñòêîâ â x̃ ôóíêöèé A,B, F,G, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì i)-v), çà-
äà¼ò ðîñòîê ñèíòåçà çàäà÷è (0.1),(0.2) â òîì ñìûñëå, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå îïòè-
ìàëüíûå ñèíòåçû äëÿ ëþáûõ äâóõ ïðåäñòàâèòåëåé ñîâïàäàþò, åñëè îãðàíè÷èòü
ñîîòâåòñòâóþùèå èì çàäà÷è íà äîñòàòî÷íî ìàëóþ îêðåñòíîñòü U . Â äàëüíåéøåì
ìû äëÿ ïðîñòîòû áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ÷åòâ¼ðêè ôóíêöèé (A,B, F,G) ìíîæå-
ñòâà S ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè çàäà÷àìè (0.1),(0.2).

Â ýòîì ðàçäåëå ìû èññëåäóåì ãðóïïó ñèììåòðèé çàäà÷è (0.1),(0.2). Ýòî ïîçâî-
ëÿåò ñâåñòè èññëåäîâàíèå âñåé ñîâîêóïíîñòè S ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷ ê èññëå-
äîâàíèþ íàèáîëåå ïðîñòî óñòðîåííûõ ïðåäñòàâèòåëåé îðáèò ãðóïïû ñèììåòðèé.
Â ÷àñòíîñòè, åñëè ýëåìåíòû íåêîòîðîé ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé ïåðåâîäÿò ñèí-
òåç â îðáèòàëüíî ýêâèâàëåíòíûé, òî ïðè çíàíèè ñèíòåçà äëÿ îäíîé êîíêðåòíîé
çàäà÷è ìîæíî ïîñòðîèòü ñèíòåç äëÿ âñåõ çàäà÷ èç ñîîòâåòñòâóþùåé îðáèòû ýòîé
ãðóïïû.

Îïðåäåëèì ÷åòûðå ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé ôóíêöèé (A,B, F,G) èç S, ïåðå-
âîäÿùèå ñèíòåç â îðáèòàëüíî ýêâèâàëåíòíûé.

Êðåíåðîì â [49] áûëî äàíî ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå îðáèòàëüíîé ýêâèâàëåíò-
íîñòè óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì: äâå óïðàâëÿåìûå ñèñòåìû

ẋ = A(x) + uB(x), ẋ′ = A′(x′) + uB′(x′), u ∈ U ,
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îïðåäåë¼ííûå â îêðåñòíîñòÿõ V, V ′, íàçûâàþòñÿ îðáèòàëüíî ýêâèâàëåíòíûìè,
åñëè ñóùåñòâóåò äèôôåîìîðôèçì D : V → V ′, ïåðåâîäÿùèé òðàåêòîðèè ïåðâîé
ñèñòåìû â òðàåêòîðèè âòîðîé ïðè ëþáûõ îäèíàêîâûõ óïðàâëåíèÿõ u(t).

Ýòî èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äèôôåîìîðôèçì D ïåðåâî-
äèò A â A′ è B â B′, ò.å. A′(D(x)) = D∗(A(x)) è B′(D(x)) = D∗(B(x)). Çäåñü
D∗ îáîçíà÷àåò äèôôåðåíöèàë D. Â ÷àñòíîñòè, åñëè A, B, A′, B′ óäîâëåòâîðÿ-
þò óñëîâèÿì i)-iii), òî îñîáàÿ òî÷êà x̃ ïåðåâîäèòñÿ â îñîáóþ òî÷êó x̃′ = D(x̃).
×òîáû îïòèìàëüíûé ñèíòåç ïðè òàêîì ïðåîáðàçîâàíèè îñòàâàëñÿ îïòèìàëüíûì,
ôóíêöèè F è G äîëæíû ñîõðàíÿòüñÿ, ò.å. F ′(D(x)) = F (x), G′(D(x)) = G(x).
Â äàëüíåéøåì ìû áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òî÷êà x̃ ñîâ-
ïàäàåò ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò (0, 0), òàê êàê å¼ ìîæíî ïåðåìåñòèòü ñ ïîìîùüþ
ïîäõîäÿùåé òðàíñëÿöèè.

Îáîçíà÷èì ãðóïïó äèôôåîìîðôèçìîâ êëàññà C4 â îêðåñòíîñòè U òî÷êè x̃,
îñòàâëÿþùèõ x̃ íåïîäâèæíîé, ÷åðåç ∆. Ïóñòü D ∈ ∆ è D∗ = ∂x′

∂x � äèôôå-
ðåíöèàë D. Çäåñü x′ = D(x) � íîâûå êîîðäèíàòíûå ôóíêöèè. Òîãäà ÷åòâ¼ðêà
(A,B, F,G) ïðåîáðàçóåòñÿ ïî ôîðìóëàì

A′(x′(x)) = ∂x′

∂xA(x), B′(x′(x)) = ∂x′

∂xB(x),
F ′(x′(x)) = F (x), G′(x′(x)) = G(x).

Óòâåðæäåíèå 1.1. Åñëè ñóììà âåêòîðíûõ ïîëåé A + B ïðèíàäëåæèò êëàñ-
ñó C4, òî ñóùåñòâóåò òàêîé äèôôåîìîðôèçì D ∈ ∆, ÷òî îáðàç D∗(A + B)
ýòîé ñóììû ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííûì íåíóëåâûì âåêòîðíûì ïîëåì. Äèôôåîìîð-
ôèçì D ìîæíî âûáðàòü òàêèì, ÷òî ÿêîáèàí D∗ â òî÷êå x̃ ðàâåí åäèíè÷íîé
ìàòðèöå E2. Åñëè âäîáàâîê ïîëå A+B àíàëèòè÷åñêîå, òî D ìîæíî âûáðàòü
àíàëèòè÷åñêèì.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïîëå A â òî÷êå x̃ âûðîæäåíî, à ïîëå B íåâûðîæäåíî.
Ñëåäîâàòåëüíî ñóììà A+B íåâûðîæäåíà â îêðåñòíîñòè òî÷êè x̃, è ïðèìåíèìà
òåîðåìà î âûïðÿìëåíèè âåêòîðíîãî ïîëÿ [2]. Åñëè A+B ∈ C4 (∈ Cω), îñóùåñòâ-
ëÿþùèé âûïðÿìëåíèå äèôôåîìîðôèçì D òàêæå ïðèíàäëåæèò êëàññó C4 (Cω)
ïî òåîðåìå î äèôôåðåíöèðóåìîé (àíàëèòè÷åñêîé) çàâèñèìîñòè ðåøåíèÿ äèôôå-
ðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ îò íà÷àëüíûõ äàííûõ [27]. Ïîñëåäóþùèì àôôèííûì
ïðåîáðàçîâàíèåì ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òî òî÷êà x̃ îñòàåòñÿ íåïîäâèæíîé ïðè
äåéñòâèè D è ÿêîáèàí D∗ â ýòîé òî÷êå ðàâåí åäèíè÷íîé ìàòðèöå. 2

Ïðåäïîëîæåíèå ãëàäêîñòè â óòâåðæäåíèè 1.1 ñóùåñòâåííî. Âîîáùå ãîâîðÿ,
åñëè ñóììà A+B ïðèíàäëåæèò òîëüêî êëàññó C3, òî âûïðÿìëÿþùèé äèôôåî-
ìîðôèçì D òàêæå ïðèíàäëåæèò òîëüêî êëàññó C3 è íå ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì
ãðóïïû ∆.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ξ àääèòèâíóþ ãðóïïó ïîòåíöèàëüíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé ξ :

U → R2 êëàññà C3, èñ÷åçàþùèõ â x̃: ξ(x̃) = 0, ∂ξi
∂xj
≡ ∂ξj

∂xi
. Ýëåìåíò ξ ∈ Ξ
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ïåðåâîäèò ôóíêöèè A,B, F,G â ôóíêöèè A′, B′, F ′, G′ ïî ñëåäóþùèì ôîðìóëàì:

A′ = A, B′ = B, F ′ = F + 〈ξ, A〉, G′ = G+ 〈ξ, B〉.

Ïîêàæåì, ÷òî îïòèìàëüíûé ñèíòåç çàäà÷è (0.1),(0.2) èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî
äåéñòâèÿ ýëåìåíòîâ ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé Ξ.

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ðàññìîò-
ðèì àôôèííóþ ïî óïðàâëåíèþ ñèñòåìó

ẋ = f0(x) +
k∑
i=1

fi(x)ui, I(x(t)) =

∫
(φ0(x) +

k∑
i=1

φi(x)ui) dt → inf,

x ∈ Rn, f0, fi ∈ Rn, ui ∈ R, φ0, φi ∈ R.

Êàê èçâåñòíî [77], ôóíêöèîíàë I ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå èíòåãðàëà îò íåêî-
òîðîé ôîðìû η(x), åñëè âåêòîðû fi, i = 0, . . . , k ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Ïðè ýòîì
η íà âåêòîðàõ fi ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ φi.

I(x(t)) =

∫
η, η(fi) = φi, i = 0, . . . , k

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èíòåãðàë îò íåêîòîðîé ôîðìû η ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå∫
η =

∫
(η(f0) +

k∑
i=1

η(fi)ui) dt.

Åñëè ôîðìà òî÷íàÿ, ò.å. η = dω, òî ôóíêöèîíàë çàâèñèò òîëüêî îò íà÷àëü-
íîé è êîíå÷íîé òî÷êè òðàåêòîðèè. Âñÿêîå óïðàâëåíèå, ïåðåâîäÿùåå ñèñòåìó èç
íà÷àëüíîé òî÷êè â êîíå÷íóþ, ïðèäà¼ò ôóíêöèîíàëó îäíî è òî æå çíà÷åíèå. Ïî-
ýòîìó ïðèáàâëåíèå ïîëíîãî äèôôåðåíöèàëà ê ïîäûíòåãðàëüíîìó âûðàæåíèþ â
ôóíêöèîíàëå íå ìåíÿåò îïòèìàëüíîãî ñèíòåçà. Åñëè ðàññìàòðèâàòü ξ êàê âåêòîð
êîåôôèöèåíòîâ äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìû η = 〈ξ, dx〉, òî èìååì∫

(F ′ +G′u) dt =

∫
((F +Gu) + 〈ξ, A+Bu〉) dt =

=

∫
(F +Gu) dt+

∫
〈ξ, dx〉 =

∫
(F +Gu) dt+

∫
η.

Íî â ñèëó íàêëàäûâàåìûõ íà ξ óñëîâèé η ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé ôîðìîé, è îïòèìàëü-
íûé ñèíòåç äëÿ ôóíêöèé F ′, G′ íå îòëè÷àåòñÿ îò îïòèìàëüíîãî ñèíòåçà äëÿ
ôóíêöèé F,G.
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Çàìå÷àíèå 1: Âñëåäñòâèå ðåãóëÿðíîñòè âåêòîðíîãî ïîëÿ B âñåãäà ñóùå-
ñòâóåò òàêîå ïîëå ξ, ÷òî 〈ξ, B〉 = −G. Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ ξ ïîëó÷àåì G′ =
0, F ′ = F + 〈ξ, A〉, è ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå â (0.1) íå çàâèñèò îò u. Íî
â îáùåì ñëó÷àå òàêîå ïîëå ξ ïðèíàäëåæèò òîëüêî êëàññó C2 è íå ñîäåðæèòñÿ â
ãðóïïå Ξ.

Óòâåðæäåíèå 1.2. Åñëè B è G ïðèíàäëåæàò êëàññó C4, òî ñóùåñòâóåò òà-
êàÿ ôóíêöèÿ ξ ∈ Ξ, ÷òî 〈ξ, B〉 = −G. Åñëè ∇G(x̃) = 0, òî ξ ìîæíî ïîäîáðàòü
òàê, ÷òî ∂ξ

∂x(x̃) = 0. Åñëè B è G � àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè, òî ξ ìîæíî
âûáðàòü àíàëèòè÷åñêèì.

Äîêàçàòåëüñòâî: Òàê êàê B ∈ C4, òî ñóùåñòâóåò äèôôåîìîðôèçì D ∈ ∆,

ïåðåâîäÿùèé B â ïîñòîÿííîå ïîëå B′ =

(
1
0

)
. Åñëè B � àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíê-

öèÿ, òî â ñèëó òåîðåìû îá àíàëèòè÷åñêîé çàâèñèìîñòè ðåøåíèÿ äèôôåðåíöè-
àëüíîãî óðàâíåíèÿ îò íà÷àëüíûõ äàííûõ [27] äèôôåîìîðôèçì D ìîæíî âû-
áðàòü àíàëèòè÷åñêèì. Äèôôåîìîðôèçì D ïåðåâîäèò ôóíêöèþ G â íåêîòî-
ðóþ ôóíêöèþ G′, êîòîðàÿ òàêæå ïðèíàäëåæèò êëàññó C4 è èñ÷åçàåò â òî÷-
êå x̃. Åñëè D ∈ Cω è G ∈ Cω, òî òàêæå G′ ∈ Cω. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ
χ(x1, x2) = −

∫ x1

0 G′(σ, x2) dσ è ïîòåíöèàëüíîå ïîëå ξ′ = ∇χ. Ôóíêöèÿ χ ïðè-
íàäëåæèò êëàññó C4, à ïîëå ξ′ � êëàññó C3. Åñëè G′ ∈ Cω, òî χ ∈ Cω è ξ′ ∈ Cω.
Èìååì ξ′1(x̃) = −G′(x̃) = 0, ξ′2(x̃) = 0. Òàêèì îáðàçîì, ξ′ ∈ Ξ. Îïðåäåëèì ïîëå ξ
êàê îáðàç ïîëÿ ξ′ ïðè îáðàòíîì äèôôåîìîðôèçìå D−1. Åñëè D ∈ Cω è ξ′ ∈ Cω,
òî òàêæå ξ ∈ Cω. ßñíî, ÷òî 〈ξ′, B′〉 = ∂χ

∂x1
= −G′, ïîýòîìó 〈ξ, B〉 = −G.

Âû÷èñëèì ∂ξ
∂x(x̃) â ñëó÷àå, åñëè ∇G(x̃) = 0. Òîãäà ∇G′(x̃) = 0, è

∂ξ′1
∂x1

(x̃) =
∂G′

∂x1
(x̃) = 0,

∂ξ′1
∂x2

(x̃) =
∂G′

∂x2
(x̃) = 0,

∂ξ′2
∂x2

(x̃) =
∂2χ

∂x2
2

(x̃) = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ∂ξ
′

∂x (x̃) = 0. Îòñþäà ñëåäóåò ∂ξ
∂x(x̃) = 0. 2

Çàìå÷àíèå: Ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé ∆ è Ξ èíäóöèðóþò êàíîíè÷åñêèå ïðå-
îáðàçîâàíèÿ ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû äàííîé çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ
â ðàñøèðåííîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå T ∗X.

Îïèøåì åù¼ äâå ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé ìíîæåñòâà S, ïåðåâîäÿùèõ ñèíòåç
â ýêâèâàëåíòíûé. Èñïîëüçóåì áîëåå øèðîêîå îïðåäåëåíèå îðáèòàëüíîé ýêâèâà-
ëåíòíîñòè, äàííîå â [41]. Ýòî îïðåäåëåíèå äîïóñêàåò äîïîëíèòåëüíî èçìåíåíèå
ìàñøòàáà âðåìåíè óìíîæåíèåì dt íà ïîëîæèòåëüíóþ ôóíêöèþ, çàâèñÿùóþ îò
x.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Λ ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ãðóïïó ïîëîæèòåëüíûõ ñêàëÿðíûõ
ôóíêöèé λ(x) êëàññà C3 â îêðåñòíîñòè U , à ÷åðåç R � ìóëüòèïëèêàòèâíóþ
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ãðóïïó ïîëîæèòåëüíûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåëR+. Îïðåäåëèì äåéñòâèå ýëåìåíòîâ
λ ∈ Λ è r ∈ R íà ÷åòâ¼ðêè (A,B, F,G) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

A′ = λA, B′ = λB, F ′ = λF, G′ = λG; A′ = A, B′ = B, F ′ = rF, G′ = rG.

Äåéñòâèå ýëåìåíòà λ(x) ∈ Λ îòâå÷àåò èçìåíåíèþ ìàñøòàáà âðåìåíè, à èìåí-
íî óìíîæåíèþ äèôôåðåíöèàëà dt íà ìíîæèòåëü 1

λ(x) . Òàê êàê äèôôåðåíöèàë
dx = (A + uB) dt è ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå (F + uG) dt îñòàþòñÿ èíâàðè-
àíòíûìè, ïðåîáðàçîâàíèÿ èç Λ ïåðåâîäÿò ñèíòåç â îðáèòàëüíî ýêâèâàëåíòíûé
ïî [41]. Íàêîíåö, óìíîæåíèå ôóíêöèé F,G íà ïîëîæèòåëüíóþ êîíñòàíòó r ∈ R
íå ìåíÿåò îïòèìàëüíîãî ñèíòåçà.

Èòàê, ÷åòûðå ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé ∆, Ξ, Λ, R ïåðåâîäÿò îïòèìàëüíûé
ñèíòåç â îðáèòàëüíî ýêâèâàëåíòíûé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç G ãðóïïó, ïîðîæä¼í-
íóþ ãðóïïàìè ∆, Ξ, Λ, R. Óìíîæåíèåì â G ñëóæèò êîìïîçèöèÿ ïðåîáðàçî-
âàíèé. Èññëåäóåì ñòðóêòóðó ãðóïïû G. Îáîçíà÷èì ïîäãðóïïû ∆, Ξ, Λ, R ÷åðåç
G1,G2,G3,G4. Äàëåå, îáîçíà÷èì óìíîæåíèå â G ÷åðåç •, à êîìïîçèöèþ îòîá-
ðàæåíèé ÷åðåç ◦. Ýëåìåíòû ãðóïïû G ðàññìàòðèâàþòñÿ, ñ îäíîé ñòîðîíû, êàê
ïðåîáðàçîâàíèÿ ìíîæåñòâà S ïðè ïðèìåíåíèè îïåðàöèè • è, ñ äðóãîé ñòîðîíû,
êàê îòîáðàæåíèÿ èç îêðåñòíîñòè U â R2 èëè R ïðè ïðèìåíåíèè îïåðàöèè ◦.

Óòâåðæäåíèå: ∀ gi ∈ Gi, gj ∈ Gj, i, j = 1, .., 4 ∃ g′i ∈ Gi,g
′
j ∈ Gj :

gi • gj = g′j • g′i.
Äîêàçàòåëüñòâî: Äëÿ ëþáûõ D ∈ ∆, r ∈ R, λ ∈ Λ, ξ ∈ Ξ èìååì D • r =

r •D, r • λ = λ • r, ξ • λ = λ • ξ è

D • λ = λ′ •D, ãäå λ′ = λ ◦D;

D • ξ = ξ′ •D, ãäå ξ′ =
(
∂x′

∂x

)T
(ξ ◦D);

r • ξ = ξ′′ • r, ãäå ξ′′ = ξ
r .

Çäåñü ∂x′

∂x � ìàòðèöà äèôôåðåíöèàëà äèôôåîìîðôèçìà D. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
ïîäãðóïïû Ξ è Λ íîðìàëüíû â G. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáûõ D ∈ ∆, r ∈ R, λ ∈
Λ, ξ ∈ Ξ íàéäóòñÿ òàêèå ξ′, ξ′′ ∈ Ξ, λ′ ∈ Λ, ÷òî λ•D = D•λ′, ξ•D = D•ξ′, ξ•r =
r • ξ′′. 2

Ñëåäñòâèå 1.1. Ëþáîé ýëåìåíò g ∈ G îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå
ïðîèçâåäåíèÿ g = g1 • g2 • g3 • g4, gi ∈ Gi, i = 1, . . . , 4.

Íàøåé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå çàäà÷ èç ìíîæåñòâà S â ñëó÷àå îáùåãî
ïîëîæåíèÿ, êîãäà ãëàâíûå ÷ëåíû â ðàçëîæåíèÿõ Òåéëîðà ôóíêöèé A,B, F,G â
òî÷êå x̃ îïðåäåëÿþò òèï ñèíòåçà. Â ýòîì ñëó÷àå ñòðóêòóðà ñèíòåçà îïðåäåëÿåòñÿ
ñîîòâåòñòâóþùåé ñòðó¼é.
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Îïðåäåëåíèå: Äâå ÷åòâ¼ðêè (A,B, F,G), (A′, B′, F ′, G′) ∈ S ïðèíàäëåæàò
ê îäíîé ñòðóå, åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ

∂A

∂x
(x̃) =

∂A′

∂x
(x̃), B(x̃) = B′(x̃),

∂2F

∂x2
(x̃) =

∂2F ′

∂x2
(x̃),

∂G

∂x
(x̃) =

∂G′

∂x
(x̃).

Îïðåäåëèì ïðîåêöèþ p èç S íà ïðîñòðàíñòâî ñòðóé.

p : (A,B, F,G) 7→
(
∂A

∂x
(x̃), B(x̃),

∂2F

∂x2
(x̃),

∂G

∂x
(x̃)

)
∈ R11

Îáîçíà÷èì îáðàç ìíîæåñòâà S â 11-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñòðóé ÷åðåç P . Ìíî-
æåñòâî P ⊂ R11 îòêðûòî è îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèÿìè ii),iii). Äàëåå îáîçíà÷èì äëÿ
êðàòêîñòè ìàòðèöó ∂A

∂x (x̃) ÷åðåç a, âåêòîð B(x̃) ÷åðåç b, ìàòðèöó ∂2F
∂x2 (x̃) ÷åðåç f ,

à âåêòîð-ñòðîêó ∂G
∂x (x̃) ÷åðåç g.

Ëåììà: Äåéñòâèå ãðóïïû G íà S èíäóöèðóåò äåéñòâèå íà P .
Äîêàçàòåëüñòâî: Ïóñòü (A,B, F,G) ∈ S, g(A,B, F,G) = (A′, B′, F ′, G′),

ãäå g ∈ G. Íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî p(A′, B′, F ′, G′) = (a′, b′, f ′, g′) çàâèñèò òîëüêî îò
p(A,B, F,G) = (a, b, f, g). Âû÷èñëèì ïðîåêöèþ (a′, b′, f ′, g′) âíà÷àëå äëÿ ñëó÷àÿ,
êîãäà g ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì îäíîé èç îáðàçóþùèõ ïîäãðóïï ∆, Ξ, Λ, R.

Ïóñòü g = D ∈ ∆. Îáîçíà÷èì ÷åðåç M = ∂x′

∂x (x̃) ∈ GL(2,R) ìàòðèöó äèô-
ôåðåíöèàëà D∗ â òî÷êå x̃. Ïîëå A è ãðàäèåíò ∂F

∂x èñ÷åçàþò â òî÷êå x̃, ïîýòîìó
êîìïîíåíòû âåêòîðà (a, b, f, g) ïðåîáðàçóþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

a′ =
∂A′

∂x′
(x̃) =

∂MA

∂x

∂x

∂x′
(x̃) = M

∂A

∂x
(x̃)M−1 = MaM−1,

b′ = Mb,

f ′ =
∂2F

∂x′2
(x̃) =

∂
(
∂F
∂x

∂x
∂x′

)T
∂x

∂x

∂x′
(x̃) =

(
∂x

∂x′

)T ∂ (∂F∂x )T
∂x

∂x

∂x′
(x̃) = (M−1)TfM−1,

g′ =
∂G′

∂x′
(x̃) =

∂G

∂x

∂x

∂x′
(x̃) = gM−1. (1.1)

Ïóñòü g = ξ(x) ∈ Ξ. Ó÷èòûâàÿ A(x̃) = 0, ξ(x̃) = 0 è ñèììåòðè÷íîñòü ìàòðè-
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öû ∂ξ
∂x , ïîëó÷àåì

a′ = a,

b′ = b,

f ′ =
∂2F ′

∂x2
(x̃) =

∂2F

∂x2
(x̃) +

∂
(
∂〈ξ,A〉
∂x

)T
∂x

(x̃) = f +
∂
(
ξT ∂A∂x

)T
∂x

+
∂
(
AT ∂ξ

∂x

)T
∂x

=

= f +

(
∂A

∂x

)T
∂ξ

∂x
(x̃) +

(
∂ξ

∂x

)T
∂A

∂x
(x̃) = f + aT

∂ξ

∂x
(x̃) +

∂ξ

∂x
(x̃)a,

g′ =
∂G′

∂x
(x̃) =

∂G

∂x
(x̃) +

∂〈ξ, B〉
∂x

(x̃) = g +BT ∂ξ

∂x
(x̃) = g + bT

∂ξ

∂x
(x̃). (1.2)

Ïóñòü g = λ(x) ∈ Λ. Òîãäà

a′ = λ(x̃)a, b′ = λ(x̃)b, f ′ = λ(x̃)f, g′ = λ(x̃)g. (1.3)

Ïóñòü, íàêîíåö, g = r ∈ R. Òîãäà

a′ = a, b′ = b, f ′ = rf, g′ = rg. (1.4)

Òàê êàê G ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàìè ðàññìîòðåííûõ ïîäãðóïï, â îáùåì ñëó-
÷àå (a′, b′, f ′, g′) çàâèñèò òàêæå òîëüêî îò (a, b, f, g). Ëåììà äîêàçàíà. 2

Çàìåòèì, ÷òî (a′, b′, f ′, g′) çàâèñèò ëèíåéíî îò (a, b, f, g). Òàêèì îáðàçîì, äåé-
ñòâèå ãðóïïû G íà P çàäà¼ò ïðåäñòàâëåíèå G â GL(11). Îáîçíà÷èì ÿäðî ýòîãî
ïðåäñòàâëåíèÿ ÷åðåç GE. Íà ìíîæåñòâå P ýôôåêòèâíî äåéñòâóåò ôàêòîðãðóïïà
G/GE Îíà ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ãðóïïîé Ëè.

Ïðåäñòàâèì ýëåìåíò g ∈ G â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ D • ξ • λ • r ýëåìåíòîâ
ïîäãðóïï ∆, Ξ, Λ, R. Óðàâíåíèÿ (1.1)-(1.4) ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå,
èíäóöèðîâàííîå ýëåìåíòîì g â ïðîñòðàíñòâå ñòðóé, çàâèñèò òîëüêî îò íàáîðà
âåëè÷èí ∂x′

∂x (x̃), ∂ξ∂x(x̃), λ(x̃), r. Âñëåäñòâèå ñèììåòðè÷íîñòè ìàòðèöû ∂ξ
∂x ëèøü äå-

âÿòü èç íèõ àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìû. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ýëåìåíòû àëãåáðû
Ëè, ïîðîæäàåìûå âàðèàöèåé êàæäîé èç ýòèõ âåëè÷èí, ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Òà-
êèì îáðàçîì, ãðóïïà G/GE ÿâëÿåòñÿ 9-ìåðíîé ëèíåéíîé ãðóïïîé Ëè.

Îáîçíà÷èì ìàòðèöó ∂x′

∂x (x̃) ÷åðåç M , ìàòðèöó ∂ξ
∂x(x̃) ÷åðåç ξx, à ÷èñëî λ(x̃)

ïðîñòî ÷åðåç λ. Òàêèì îáðàçîì, ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ãðóïïû G/GE çàäà¼òñÿ
íàáîðîì (M, ξx, λ, r). Åãî äåéñòâèå íà òî÷êó (a, b, f, g) ∈ P ïðåäñòàâëÿåòñÿ â
âèäå êîìïîçèöèè ïðåîáðàçîâàíèé (1.1)-(1.4), â ýòîì æå ïîðÿäêå.

Óòâåðæäåíèå 1.3. Ïóñòü g ∈ G. Òîãäà â ñìåæíîì êëàññå gGE íàéä¼òñÿ
òàêîé ýëåìåíò g′, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå åìó ïðåîáðàçîâàíèÿ çàäàþòñÿ àíà-
ëèòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè.
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Äîêàçàòåëüñòâî: Ýëåìåíò g ïðåäñòàâèì â âèäå êîìïîçèöèè D • ξ(x) •
λ(x) • r ýëåìåíòîâ ïîäãðóïï ∆, Ξ, Λ, R. Ýòè ýëåìåíòû îïðåäåëÿþò âåëè÷èíû
(M, ξx, λ, r). Îïðåäåëèì Cω-äèôôåîìîðôèçì D′ êàê ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå ñ
ìàòðèöåé M , ïîòåíöèàëüíóþ âåêòîð-ôóíêöèþ ξ′(x) êàê ëèíåéíóþ ïî x ôóíê-
öèþ ξ′(x) = ξx x, à ïîëîæèòåëüíóþ âåùåñòâåííîçíà÷íóþ ôóíêöèþ λ′(x) êàê
ïîñòîÿííóþ ôóíêöèþ λ′(x) ≡ λ = λ(x̃). ßñíî, ÷òî êîìïîçèöèÿ g′ = D′ • ξ′(x) •
λ′(x)•r ëåæèò â îäíîì ñìåæíîì êëàññå ñ g è îáëàäàåò òðåáóåìûìè ñâîéñòâàìè.
2

Ïîäãðóïïà GE äåéñòâóåò âíóòðè êàæäîé ñòðóè. Åñëè áû ýòî äåéñòâèå áûëî
òðàíçèòèâíûì, çàäà÷à ñâîäèëàñü áû ê ðàññìîòðåíèþ òîëüêî ëèíåéíûõ ñèñòåì.
Ê ñîæàëåíèþ, ýòî íå òàê. ×òîáû óáðàòü íåëèíåéíóþ ÷àñòü ñèñòåìû, íåîáõî-
äèìî ïðèâåñòè ÷åòûðå ôóíêöèè îò äâóõ ïåðåìåííûõ A1, A2, B1, B2 ê âèäó
B1 ≡ B1(0, 0), B2 ≡ B2(0, 0), A1 = ∂A1

∂x1
(0, 0)x1 + ∂A1

∂x2
(0, 0)x2, A2 = ∂A2

∂x1
(0, 0)x1 +

∂A2

∂x2
(0, 0)x2. Íî ìû ðàñïîëàãàåì òîëüêî òðåìÿ ôóíêöèÿìè x′1(x), x′2(x), λ(x), êî-

òîðûå ìû ìîæåì âûáðàòü ïðîèçâîëüíî, òàê êàê ãðóïïà Ξ íå äåéñòâóåò íà A,B.
Â [4] èññëåäîâàíà îðáèòàëüíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ðåøåíèé óðàâíåíèÿ ẋ =

A(x) íà ïëîñêîñòè â îêðåñòíîñòè îñîáîé òî÷êè ãëàäêîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ A.
Â ýòîé ðàáîòå äîêàçàíî, ÷òî íå âñå ñèñòåìû îðáèòàëüíî ýêâèâàëåíòíû ñâîåé
ëèíåàðèçàöèè âîêðóã îñîáîé òî÷êè, â ÷àñòíîñòè, åñëè ëèíåàðèçàöèÿ ÿâëÿåòñÿ
öåíòðîì. Äèôôåîìîðôèçìû, îñóùåñòâëÿþùèå îðáèòàëüíóþ ýêâèâàëåíòíîñòü,
ïðåäïîëàãàëèñü êëàññà C∞. Íî íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî â ñëó÷àå öåíòðà ïðè ðàñ-
øèðåíèè êëàññà äîïóñòèìûõ äèôôåîìîðôèçìîâ íà êëàññû êîíå÷íîé ãëàäêîñòè
ýòîò ðåçóëüòàò îñòà¼òñÿ â ñèëå.

Èññëåäóåì äåéñòâèå ãðóïïû G/GE íà P è âûäåëèì íàèáîëåå ïðîñòî óñòðî-
åííûõ ïðåäñòàâèòåëåé îðáèò â ïðîñòðàíñòâå ñòðóé.

Ïðåäëîæåíèå 1: Ïóñòü q = (a, b, f, g) ∈ P . Òîãäà ñóùåñòâóåò ýëåìåíò

g ∈ G/GE òàêîé, ÷òî òî÷êà g(q) = q̂ = (â, b̂, f̂ , ĝ) ∈ P óäîâëåòâîðÿåò óðàâ-
íåíèÿì

â =

(
∗ 1
−1 0

)
; b̂ =

(
1
0

)
; f̂12 = 0, f̂ 2

11 + f̂ 2
22 ∈ {0, 1}; ĝ = 0.

(1.5)
Çíà÷åíèå ýëåìåíòà íà ìåñòå çâ¼çäî÷êè çàâèñèò îò ìàòðèöû a è ëåæèò â èíòåð-
âàëå (−2, 2).

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïðåîáðàçóåì óñëîâèå ii):

tr2 a

4
− det a =

a2
11 + 2a11a22 + a2

22

4
− a11a22 + a12a21 =

=

(
a11 − a22

2

)2

+ a12a21 < 0.
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Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî det a > 0, è îïðåäåë¼í êîðåíü
√

det a. Äàëåå, −a12a21 > 0.
Ïîýòîìó a12 ëèáî ïîëîæèòåëüíî, ëèáî îòðèöàòåëüíî.

Ïóñòü a12 > 0. Òîãäà a21 < 0 è ìàòðèöà(
−a21

a11−a22

2
a11−a22

2 a12

)
ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà. Ñëåäîâàòåëüíî,

−b2
1a21 + b1b2(a11 − a22) + b2

2a12 = bT
(
−a21

a11−a22

2
a11−a22

2 a12

)
b > 0.

Åñëè a12 < 0, òî a21 > 0 è âûøåñòîÿùàÿ ìàòðèöà îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà.
Ñëåäîâàòåëüíî, −b2

1a21 +b1b2(a11−a22)+b2
2a12 < 0. Âî âñÿêîì ñëó÷àå âûðàæåíèå

β = −b2
1a21 + b1b2(a11 − a22) + b2

2a12 íå ðàâíî íóëþ.
Ïîýòîìó ñëåäóþùàÿ ìàòðèöà îïðåäåëåíà è íåâûðîæäåíà:

M =
1

β

(
(a11b2 − a21b1)

√
det a (a12b2 − a22b1)

√
det a

−b2 det a b1 det a

)
.

Îáðàòíàÿ ìàòðèöà ê M èìååò âèä

M−1 =
1

det a

(
b1

√
det a a22b1 − a12b2

b2

√
det a −a21b1 + a11b2

)
.
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Ïðèìåíèì ê (a, b, f, g) ïðåîáðàçîâàíèå (1.1) ñ ìàòðèöåé M . Íàõîäèì

a′ = MaM−1 =

(
a11b2 − a21b1 a12b2 − a22b1

−b2

√
det a b1

√
det a

)
a

β
√

det a
∗

∗
(
b1

√
det a a22b1 − a12b2

b2

√
det a −a21b1 + a11b2

)
=

(
a11 + a22

√
det a

−
√

det a 0

)
,

b′ = Mb =
1

β

(
(a11b2 − a21b1)

√
det a (a12b2 − a22b1)

√
det a

−b2 det a b1 det a

)(
b1

b2

)
=

=

( √
det a
0

)
,

f ′ = (M−1)TfM−1 =

=

(
b1

√
det a b2

√
det a

a22b1 − a12b2 a11b2 − a21b1

)
f

(det a)2

(
b1

√
det a a22b1 − a12b2

b2

√
det a −a21b1 + a11b2

)
=

(
bT fb
det a

bT fa−1b√
det a

(a−1b)T fb√
det a

(a−1b)Tfa−1b

)
=

(
bT fb
det a

bT fa−1b√
det a

bT fa−1b√
det a

bT (a−1)Tfa−1b

)
,

g′ = gM−1 =

(
g1b1 + g2b2√

det a
,
g1(a22b1 − a12b2) + g2(−a21b1 + a11b2)

det a

)
=

=

(
g b√
det a

, g a−1b

)
.

Ïîäåéñòâóåì íà òî÷êó (a′, b′, f ′, g′) ∈ P ïðåîáðàçîâàíèåì (1.3), îïðåäåëÿå-
ìûì ÷èñëîì λ = 1√

det a
. Îáîçíà÷èì ðåçóëüòàò ÷åðåç (a′′, b′′, f ′′, g′′):

a′′ = λa′ =

( tr a√
det a

1

−1 0

)
, b′′ = λb′ =

(
1
0

)
,

f ′′ = λf ′ =

(
bT fb√
det a

3
bT fa−1b

det a

bT fa−1b
det a

bT (a−1)T fa−1b√
det a

)
, g′′ = λg′ =

(
g b

det a
,
g a−1b√

det a

)
.

Èç óñëîâèÿ ii) ñëåäóåò, ÷òî a′′11
2 = tr2a

det a < 4. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî a′′11 ∈ (−2, 2).
Îïðåäåëèì ñèììåòðè÷åñêóþ ìàòðèöó

ξx =

(
−g′′1 −g′′2
−g′′2 f ′′12 − g′′1 − tr a√

det a
g′′2

)
.

Ïðèìåíèì ïðåîáðàçîâàíèå (1.2), îïðåäåëÿåìîå ýòîé ìàòðèöåé. Êîìïîíåíòû a′′, b′′
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îñòàíóòñÿ íåèçìåííûìè, à f ′′ è g′′ ïåðåéäóò â

f ′′′ = f ′′ + a′′
T
ξx + ξxa = f ′′+

(
− tr a√

det a
g′′1 + g2 −f ′′12 + g′′1
−g′′1 −g′′2

)
+

+

(
− tr a√

det a
g′′1 + g2 −g′′1

−f ′′12 + g′′1 −g′′2

)
=

(
f ′′11 − 2 tr a√

det a
g′′1 + 2g′′2 0

0 f ′′22 − 2g′′2

)
=

=

 bT fb√
det a

3 − 2g
(

tr a√
det a

3E2 − a−1
√

det a

)
b 0

0 bT (a−1)T fa−1b√
det a

− 2 g a−1b√
det a

 =

=

(
bT fb−2 g a b√

det a
3 0

0 bT (a−1)T fa−1b−2 g a−1b√
det a

)
,

g′′′ = g′′ + b′′
T
ξx = g′′ + (−g′′1 ,−g′′2) = 0.

Åñëè f ′′′11 = f ′′′22 = 0, òî òî÷êà (a′′, b′′, f ′′′, g′′′) ∈ P óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì
(1.5). Â îáðàòíîì ñëó÷àå îòíîðìèðóåì ñóììó êâàäðàòîâ f ′′′11

2 + f ′′′22
2. Ïðèìåíèì

òðàíñôîðìàöèþ (1.4), îïðåäåëÿåìóþ ÷èñëîì r = (f ′′′11
2 + f ′′′22

2)−1/2. Òîãäà ìû
ïîëó÷èì òî÷êó (â, b̂, f̂ , ĝ), êîòîðàÿ òàêæå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (1.5):

â =

( tr a√
det a

1

−1 0

)
, b̂ =

(
1
0

)
, ĝ = 0, f̂12 = 0,

f̂11 =
bTfb− 2 g a b√

(bTfb− 2 g a b)2 + (det a)2(bT (a−1)Tfa−1b− 2 g a−1b)2
,

f̂22 =
det a (bT (a−1)Tfa−1b− 2 g a−1b)√

(bTfb− 2 g a b)2 + (det a)2(bT (a−1)Tfa−1b− 2 g a−1b)2
. (1.6)

Èñêîìûé ýëåìåíò g ∈ G/GE ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèåé âûøåîïèñàííûõ ïðåîá-
ðàçîâàíèé. Ïðåäëîæåíèå 1 äîêàçàíî. 2

Óòâåðæäåíèå 1.4. Ïóñòü (A,B, F,G) ∈ S. Åñëè A,B,G ∈ C4, òî ñóùåñò-

âóåò òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå h ∈ G, ÷òî îáðàç (Â, B̂, F̂ , Ĝ) = h(A,B, F,G)
÷åòâ¼ðêè ôóíêöèé (A,B, F,G) îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè. Âäîáàâîê
ê óñëîâèÿì (1.5) âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

Ĝ(x) ≡ 0, Â(x) + B̂(x) ≡
(

1
0

)
. (1.7)

Åñëè A,B,G ∈ Cω, òî ïðåîáðàçîâàíèå h ìîæíî ïðåäñòàâèòü àíàëèòè÷åñêèìè
ôóíêöèÿìè.
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Äîêàçàòåëüñòâî: Ïóñòü A,B,G ∈ C4 (Cω). Ïóñòü (a, b, f, g) ∈ P � ñòðóÿ
÷åòâ¼ðêè (A,B, F,G). Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1 è óòâåðæäåíèÿ 1.3 ñóùåñòâóåò ýëå-
ìåíò g ∈ G, êîòîðûé çàäà¼òñÿ àíàëèòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè è ïåðåâîäèò ÷åòâ¼ð-
êó (A,B, F,G) â ÷åòâ¼ðêó (A′, B′, F ′, G′), óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèÿì (1.5).
Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèè A′, B′, G′ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç A,B,G è ïîýòîìó ïðèíàä-
ëåæàò êëàññó C4 (Cω). Èìååì ∇G′(x̃) = 0, ïîýòîìó â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 1.2
ñóùåñòâóåò ýëåìåíò ξ ∈ Ξ (àíàëèòè÷åñêèé â ñëó÷àå A,B,G ∈ Cω), êîòîðûé óäî-
âëåòâîðÿåò ðàâåíñòâàì ∂ξ

∂x(x̃) = 0, 〈ξ, B′〉 = −G′. Ïåðâîå ðàâåíñòâî ãàðàíòèðóåò,
÷òî ïðè åãî ïðèìåíåíèè íå íàðóøàþòñÿ óñëîâèÿ (1.5), à âòîðîå, ÷òî îí ïåðå-
âîäèò ôóíêöèþ G′ â òîæäåñòâåííûé íóëü. Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 1.1, íàêîíåö,
ñóùåñòâóåò äèôôåîìîðôèçì D (àíàëèòè÷åñêèé â ñëó÷àå A,B,G ∈ Cω), âû-
ïðÿìëÿþùèé âåêòîðíîå ïîëå A′+B′ è äèôôåðåíöèàë êîòîðîãî â òî÷êå x̃ ðàâåí
åäèíè÷íîé ìàòðèöå. Ïîýòîìó ïðåîáðàçîâàíèå D íå íàðóøàåò óñëîâèé (1.5) è ðå-
çóëüòèðóþùàÿ ÷åòâ¼ðêà (Â, B̂, F̂ , Ĝ) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì (1.7). Ïîëîæèì
h = g • ξ •D. 2

Çàìå÷àíèå: Åñëè âìåñòî C4-ãëàäêîñòè ïðåäïîëîæèòü C5-ãëàäêîñòü, òî ê
óðàâíåíèÿì (1.7) ìîæíî åù¼ äîáàâèòü óñëîâèå A2 ≡ −x1, îäíàêî äîêàçàòåëüñòâî
çäåñü íàìíîãî áîëåå îáú¼ìíîå.

Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ ýëåìåíòîâ q̂ ∈ P , óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì
(1.5), ÷åðåç Q. Ïðåäëîæåíèå 1 óòâåðæäàåò, ÷òî äëÿ êàæäîé äàííîé òî÷êè q ∈ P
ñóùåñòâóåò òî÷êà q̂ ∈ Q, ëåæàùàÿ íà îðáèòå òî÷êè q îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ
ãðóïïû G/GE. Ïîêàæåì, ÷òî òî÷êà q̂ îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíà. Òîãäà ñóùåñòâóåò
áèåêöèÿ ìåæäó Q è ìíîæåñòâîì îðáèò íà P .

Óòâåðæäåíèå 1.5. Ïóñòü (a, b, f, g) � òî÷êà èç P , à g ∈ G/GE � òàêîé

ýëåìåíò, ÷òî (â, b̂, f̂ , ĝ) = g(a, b, f, g) ∈ Q. Òîãäà â, b̂, f̂ , ĝ óäîâëåòâîðÿþò óðàâ-
íåíèÿì (1.6).

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïîêàæåì, ÷òî âûðàæåíèÿ (1.6) èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëü-
íî ïðåîáðàçîâàíèé èç G/GE. Òàê êàê ãðóïïà G/GE ïîðîæäàåòñÿ òðàíñôîð-
ìàöèÿìè (1.1)-(1.4), äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî ýòèõ
òðàíñôîðìàöèé.

Âûðàæåíèå â11 = tr a√
det a

íå ìåíÿåòñÿ ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ (1.2) è (1.4), ïî-
ñêîëüêó ïîñëåäíèå íå ìåíÿþò ìàòðèöó a. Èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî òðàíñ-
ôîðìàöèè (1.1) ñëåäóåò èç èíâàðèàíòíîñòè ñëåäà è îïðåäåëèòåëÿ. Ïðè óìíî-
æåíèè 2 × 2-ìàòðèöû íà êîíñòàíòó λ > 0 îïðåäåëèòåëü óìíîæàåòñÿ íà λ2, à
ñëåä � íà λ. Îòñþäà âûòåêàåò èíâàðèàíòíîñòü îòíîøåíèÿ tr a√

det a
îòíîñèòåëüíî

ïðåîáðàçîâàíèÿ (1.3).
Îáðàòèìñÿ ê âûðàæåíèÿì f ′′′11 = bT fb−2 g a b√

det a
3 è f ′′′22 = bT (a−1)T fa−1b−2 g a−1b√

det a
. Ïóñòü
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M ∈ GL(2,R) � íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà. Òîãäà

b′Tf ′b′ − 2 g′a′b′
√

det a′
3 =

(bTMT )((M−1)TfM−1)(Mb)− 2(gM−1)(MaM−1)(Mb)√
det(MaM−1)

3

=
bTfb− 2 g a b
√

det a
3 ,

b′T (a′−1)Tf ′a′−1b′ − 2 g′a′−1b′√
det a′

=

=
(bTMT )((M−1)T (a−1)TMT )((M−1)TfM−1)(Ma−1M−1)(Mb)√

det(MaM−1)
−

− 2(gM−1)(Ma−1M−1)(Mb)√
det(MaM−1)

=
bT (a−1)Tfa−1b− 2 g a−1b√

det a
.

Ïóñòü ξx � ñèììåòðè÷åñêàÿ 2× 2-ìàòðèöà. Òîãäà

b′Tf ′b′ − 2 g′a′b′
√

det a′
3 =

bT (f + aT ξx + ξxa)b− 2(g + bT ξx)a b√
det a

3 =
bTfb− 2 g a b
√

det a
3 ,

b′T (a′−1)Tf ′a′−1b′ − 2 g′a′−1b′√
det a′

=

=
bT (a−1)T (f+aT ξx+ξxa)a−1b− 2(g+bT ξx)a

−1b√
det a

=
bT (a−1)Tfa−1b− 2 g a−1b√

det a
.

Ïî îòíîøåíèþ ê ïðåîáðàçîâàíèþ (1.3) îáà âûðàæåíèÿ îäíîðîäíû ñòåïåíè 0, ò.å.
èíâàðèàíòíû. Ïðè ïðåîáðàçîâàíèè (1.4) îáà âûðàæåíèÿ óìíîæàþòñÿ íà îäíî è
òî æå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî r. Â ñîîòíîøåíèÿõ f̂11, f̂22 ýòî ÷èñëî â ÷èñëèòåëå è
â çíàìåíàòåëå ñîêðàùàåòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, âåëè÷èíû â11, f̂11, f̂22 èíâàðèàíòíû
ïî îòíîøåíèþ ê äåéñòâèþ ýëåìåíòîâ èç ãðóïïû G/GE.

Îáîçíà÷èì îðáèòó òî÷êè (a, b, f, g) ïî îòíîøåíèþ ê äåéñòâèþ ãðóïïû G/GE

÷åðåç O. Â ñèëó âûøåñêàçàííîãî, âûðàæåíèÿ (1.6) îäèíàêîâû äëÿ âñåõ òî÷åê èç
O. Ïóñòü òåïåðü òî÷êà (a, b, f, g) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (1.5). Òîãäà

â11 =
a11 + a22√

a11a22 − a12a21
=
a11

1
= a11.
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Åñëè f 2
11 + f 2

22 6= 0, òî

f̂11 =
bTfb− 2 g a b√

(bTfb− 2 g a b)2 + (det a)2(bT (a−1)Tfa−1b− 2 g a−1b)2
=

f11√
f 2

11 + f 2
22

,

f̂22 =
det a (bT (a−1)Tfa−1b− 2 g a−1b)√

(bTfb− 2 g a b)2 + (det a)2(bT (a−1)Tfa−1b− 2 g a−1b)2
=

f22√
f 2

11 + f 2
22

,

è â ñèëó f 2
11 + f 2

22 = 1 íàõîäèì f̂11 = f11, f̂22 = f22. Â èíîì ñëó÷àå f̂11 = 0 =

f11, f̂22 = 0 = f22. Òàêèì îáðàçîì, (a, b, f, g) = (â, b̂, f̂ , ĝ).
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî íà îðáèòå O ëåæèò â òî÷íîñòè îäíà òî÷êà, óäîâëåòâî-

ðÿþùàÿ óðàâíåíèÿì (1.5). Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïðåäñòàâèòåëÿ (a, b, f, g) ∈ O îíà
ïðåäñòàâëÿåòñÿ óðàâíåèÿìè (1.6). Óòâåðæäåíèå 1.5 äîêàçàíî. 2

Ñëåäñòâèå: Ñóùåñòâóåò êàíîíè÷åñêàÿ áèåêöèÿ ìåæäó ìíîæåñòâîì Q è
ìíîæåñòâîì îðáèò ãðóïïû G/GE íà P .

Ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî óðàâíåíèÿ (1.5) çàäàþò íîðìàëüíóþ ôîðìó ýëåìåí-
òîâ èç P , ò.å. òî÷êè ìíîæåñòâà Q � êàíîíè÷åñêèå ïðåäñòàâèòåëè îðáèò ãðóïïû
G/GE.

Åñëè f̂11 = f̂22 = 0, òî ñòðóêòóðà ñèíòåçà îïðåäåëÿåòñÿ ÷ëåíàìè âûñøåãî
ïîðÿäêà è íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèÿ äàííîé ðàáîòû. Ìû ðàññìàò-
ðèâàåì òîëüêî çàäà÷è (0.1),(0.2), äëÿ êîòîðûõ f̂ 2

11 + f̂ 2
22 6= 0. Ñîîòâåòñòâóþùèå

òàêèì çàäà÷àì ÷åòâ¼ðêè ôóíêöèé (A,B, F,G) íàõîäÿòñÿ â îáùåì ïîëîæåíèè.
Ââåä¼ì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

Q∗ = {q̂ ∈ Q | f̂ 2
11 + f̂ 2

22 = 1}, P ∗ = {q ∈ P | ∃g ∈ G/GE : g(q) ∈ Q∗}.

Óòâåðæäåíèå: Q∗ ãîìåîìîðôíî ïðîèçâåäåíèþ R× S1.
Äîêàçàòåëüñòâî: Äåéñòâèòåëüíî, òî÷êà q ∈ Q∗ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ

âåëè÷èíàìè â11, f̂11, f̂22, ñâÿçàííûìè ñîîòíîøåíèåì f̂ 2
11 + f̂ 2

22 = 1. Ïîñëåäíèå äâà
ïàðàìåòðà çàäàþò òî÷êó èç S1, à äëÿ ïåðâîãî ïàðàìåòðà èìååì â11 ∈ (−2, 2) ∼=
R. 2

Ïàðàìåòð â11 = tr a√
det a

îïðåäåëÿåò ñêîðîñòü çàêðó÷èâàíèÿ èëè ðàñêðó÷èâàíèÿ
èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ ïîëÿ A(x) âîêðóã ôîêóñà x̃. Îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç α:

α =
tr a√
det a

.

Ïàðàìåòðèçóåì îêðóæíîñòü S1 óãëîì φ òàêèì îáðàçîì, ÷òî

sinφ = f̂11, − cosφ = f̂22.
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Âåëè÷èíà φ èìååò ñëåäóþùèé ñìûñë. Â çàìå÷àíèè 1 îòìå÷àëîñü, ÷òî ïðèáàâ-
ëåíèåì èíòåãðàëà îò ïîäõîäÿùåé òî÷íîé ôîðìû ê ôóíêöèîíàëó ìîæíî îáðà-
òèòü ôóíêöèþ G â íóëü, è ïîä èíòåãðàëîì îñòà¼òñÿ òîëüêî íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ
F ′ êëàññà C2, íå çàâèñÿùàÿ îò óïðàâëåíèÿ u.

Óòâåðæäåíèå 1.6. Ëèáî ñóùåñòâóåò òàêîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî c, ÷òî
c sinφ ðàâíî âòîðîé ïðîèçâîäíîé îò ôóíêöèè F ′ â òî÷êå x̃ ïî íàïðàâëåíèþ âåê-
òîðà b, à −c cosφ � âòîðîé ïðîèçâîäíîé ïî íàïðàâëåíèþ âåêòîðà

√
det a a−1b,

ëèáî îáå ýòè ïðîèçâîäíûå ðàâíû íóëþ.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïóñòü ξ(x) � òàêàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ êëàñ-
ñà C2, ÷òî ξ(x̃) = 0 è 〈ξ, B〉 = −G. Îáîçíà÷èì ñèììåòðè÷åñêóþ ìàòðèöó ∂ξ

∂x(x̃)
÷åðåç ξx. Äèôôåðåíöèðîâàíèåì âûøåñòîÿùåãî ðàâåíñòâà â òî÷êå x̃ íàõîäèì∑

µ
∂ξµ
∂xBµ = −∇G, ò.å. bT ξx = −g. Îáîçíà÷èì ìàòðèöó âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ

∂2F ′

∂x2 (x̃) ÷åðåç f ′. Òîãäà â ñèëó (1.2) èìååì f ′ = f + aT ξx + ξxa. Âòîðûå ïðîèçâîä-
íûå ôóíêöèè F ′ ïî íàïðàâëåíèÿì b è

√
det a a−1b èìåþò âèä

bTf ′b = btfb+ bTaT ξxb+ bT ξxab = bTfb+ 2bT ξxab = bTfb− 2gab,

det a (a−1b)Tf ′a−1b =

= det a (bT (a−1)Tfa−1b+ bT (a−1)TaT ξxa
−1b+ bT (a−1)T ξxaa

−1b) =

= det a (bT (a−1)Tfa−1b+ bT ξxa
−1b+ bT (a−1)T ξxb) =

= det a (bT (a−1)Tfa−1b− 2ga−1b).

Åñëè îáå ïðîèçâîäíûå íå ðàâíû îäíîâðåìåííî íóëþ, òî ïîëîæèì

c =
√

(bTfb− 2gab)2 + (det a)2(bT (a−1)Tfa−1b− 2ga−1b)2.

Ñðàâíèâàÿ ñ (1.6), íàõîäèì, ÷òî c ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì ïîëîæèòåëüíûì ÷èñëîì. 2
Âåêòîð

√
det a a−1b èìååò ñëåäóþùóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ. Ðàñ-

ñìîòðèì îïðåäåëèòåëü dAB = A1B2−A2B1 ìàòðèöû, ñîñòàâëåííîé èç âåêòîðîâ A
è B. Îáîçíà÷àÿ âåêòîð-ñòðîêó (B2,−B1) ÷åðåç bT , íàõîäèì dAB = bTA. Ãðàäèåíò
ôóíêöèè dAB â òî÷êå x̃ âñëåäñòâèå A(x̃) = 0 èìååò âèä ∇dAB = bT∇A = bTa.
Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè dAB ïî íàïðàâëåíèþ âåêòîðà

√
det a a−1b, òàêèì îáðàçîì,

ïðèíèìàåò âèä bTa
√

det a a−1b =
√

det a bT b = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòîò âåêòîð
êàñàòåëåí ê ëèíèè íóëåâîãî óðîâíÿ ôóíêöèè dAB, ò.å. ê êðèâîé, íà êîòîðîé A è
B êîëëèíåàðíû.

Âåëè÷èíû α è φ â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 1.5 èíâàðèàíòíû ïî îòíîøåíèþ ê ïðå-
îáðàçîâàíèÿì èç ãðóïïû G/GE, è, òàêèì îáðàçîì, èç G. Îíè îáðàçóþò ïîëíóþ
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ñèñòåìó èíâàðèàíòîâ ìíîæåñòâà P ∗ îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ G/GE. Ñòðóêòóðà
ñèíòåçà â çàäà÷å (0.1),(0.2) â ñëó÷àå îáùåãî ïîëîæåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ýòèìè äâó-
ìÿ ïàðàìåòðàìè.
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2 Êëàññèôèêàöèÿ íîðìàëüíûõ ôîðì êëàññà C3

Ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèÿ â ýòîé ãëàâå ÿâëÿþòñÿ íîðìàëüíûå ôîðìû, ïîëó÷åí-
íûå â ãëàâå 1. Îíè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé óïðàâëÿåìûå ñèñòåìû ÎÄÓ íà ïëîñêîñòè
ñëåäóþùåãî âèäà:

ẋ = A+Bu; x = (x1, x2) ∈ R2, u ∈ [0, 1]. (2.1)

Ïî òðàåêòîðèÿì ñèñòåìû (2.1) ìèíèìèçèðóåòñÿ ôóíêöèîíàë

J =

∫ ∞
0

(F (x) + uG(x)) dt → min . (2.2)

Òåðìèíàëüíûì ìíîãîîáðàçèåì ÿâëÿåòñÿ íà÷àëî êîîðäèíàò x̃ = (0, 0), ïðè÷¼ì
îíî ìîæåò äîñòèãàòüñÿ çà áåñêîíå÷íîå âðåìÿ, limt→∞ x(t) = x̃. Óïðàâëåíèå u(t)
ïðåäïîëàãàåòñÿ èçìåðèìîé ôóíêöèåé îò âðåìåíè t. A,B � âåêòîðíûå ïîëÿ êëàñ-
ñà C3, F,G � ñêàëÿðíûå ôóíêöèè êëàññà C3. Ïîëå A â íà÷àëå êîîðäèíàò x̃ èìå-
åò îñîáåííîñòü òèïà ôîêóñà èëè öåíòðà. Ïîëå B â îêðåñòíîñòè x̃ íåâûðîæäåíî.
Ãëàâíûìè ÷ëåíàìè â ðàçëîæåíèè Òåéëîðà ôóíêöèé F,G â òî÷êå x̃ ÿâëÿþòñÿ
êâàäðàòè÷íûå ôîðìû, ò.å. ñàìè ôóíêöèè F,G è èõ ãðàäèåíòû â x̃ èñ÷åçàþò.
Êðîìå òîãî, âûïîëíåíû óñëîâèÿ

∂A

∂x
(x̃) =

(
α 1
−1 0

)
, B(x̃) =

(
1
0

)
,

∂2F

∂x2
(x̃) =

(
sinφ 0

0 − cosφ

)
.

(2.3)
Çäåñü α ∈ (−2, 2) è φ ∈ [0, 2π) ÿâëÿþòñÿ ïàðàìåòðàìè çàäà÷è.

Îïòèìàëüíûé ñèíòåç çàäà÷è (2.1), (2.2) ðàññìàòðèâàåòñÿ â ìàëîé îêðåñò-
íîñòè U òî÷êè x̃. Ïîòðåáóåì, ÷òîáû äîïóñòèìûå òðàåêòîðèè íå âûõîäèëè çà
ïðåäåëû U . Îêðåñòíîñòü U â äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàåòñÿ îäíîñâÿçíîé.

2.1 Êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ ñèíòåçà

Â èññëåäóåìîé çàäà÷å (2.1),(2.2) èùåòñÿ èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ óïðàâëåíèÿ u(t),
ìèíèìèçèðóþùàÿ ôóíêöèîíàë (2.2). Íî â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî èíòåðâàë èíòåãðèðî-
âàíèÿ áåñêîíå÷åí, èíôèìóì J íå îáÿçàí áûòü êîíå÷íûì. Â ýòîì ñëó÷àå íå ñóùå-
ñòâóåò îïòèìàëüíîãî ñèíòåçà. Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû äàäèì ïðîñòîé êðèòåðèé,
îïðåäåëÿþùèé, êîíå÷åí inf J èëè áåñêîíå÷åí. Ìû äîêàæåì, ÷òî áåñêîíå÷íîñòü
inf J ýêâèâàëåíòíà ñóùåñòâîâàíèþ çàìêíóòîé äîïóñòèìîé òðàåêòîðèè, èíòåãðàë∮

(F + uG) dt ïî êîòîðîé îòðèöàòåëåí.
Ëåììà 1: Ïóñòü ñóùåñòâóþò ÷èñëî T∗ > 0, òî÷êà x∗ ∈ U è èçìåðèìàÿ

ôóíêöèÿ u∗ : [0, T∗]→ [0, 1], òàêèå, ÷òî òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû

ẋ(t) = A(x(t)) +B(x(t))u∗(t), x(0) = x∗ (2.4)
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ëåæèò â îêðåñòíîñòè U , è x(T∗) = x(0) = x∗. Ïóñòü
∫ T∗

0 (F + u∗G) dt < 0.
Òîãäà çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (2.1),(2.2) îòíîñèòñÿ ê òèïó III, ò.å.
îïòèìàëüíîãî ñèíòåçà íå ñóùåñòâóåò. Äëÿ ëþáîé òî÷êè x0 ∈ U ñóùåñòâóþò
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè óïðàâëåíèé {un(t)} è ÷èñåë {Tn}, òàêèå, ÷òî äëÿ ñîîò-
âåòñòâóþùèõ òðàåêòîðèé xn(t) ñ íà÷àëüíîé òî÷êîé xn(0) = x0 èìååò ìåñòî
ñîîòíîøåíèå

lim
n→∞

∫ ∞
0

(F (xn(t)) + un(t)G(xn(t))) dt = −∞,

è xn(t) = x̃ ∀ t > Tn.
Ïðåæäå ÷åì ïðèñòóïèòü ê äîêàçàòåëüñòâó ëåììû, äîêàæåì ñëåäóþùåå ñâîé-

ñòâî äîñòèæèìîñòè.

Óòâåðæäåíèå 2.1. Ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà òàêàÿ T̄ , ÷òî ëþáàÿ òî÷êà x1 ∈
U äîñòèæèìà èç ëþáîé òî÷êè x0 ∈ U ïî òðàåêòîðèè ñ äîïóñòèìûì êóñî÷íî-
íåïðåðûâíûì óïðàâëåíèåì çà êîíå÷íîå âðåìÿ T < T̄ .

Äîêàçàòåëüñòâî: Ðàññìîòðèì òðàåêòîðèþ ñèñòåìû

ẋ = A+B, x(0) = x̃,

ò.å. òðàåêòîðèþ ñèñòåìû (2.1) ñ óïðàâëåíèåì u = 1, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç x̃. Îáî-
çíà÷èì ýòó êðèâóþ ÷åðåç γ. Ïàðàìåòðèçóåì å¼ âðåìåíåì t; γ(t) = x(t). Ïóñòü
γ+ = {γ(t)|t > 0}, γ− = {γ(t)|t < 0} � äâå âåòêè êðèâîé γ, ñòûêóþùèå-
ñÿ â x̃. Ïóñòü x0 ∈ U � íåêîòîðàÿ íà÷àëüíàÿ òî÷êà. Ðàññìîòðèì òðàåêòîðèþ
σA(x0; t) ñèñòåìû ẋ = A, ïðîõîäÿùóþ â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 ÷åðåç òî÷êó
x0. Îïðåäåëèì ìîìåíòû âðåìåíè ïåðåñå÷åíèÿ òðàåêòîðèåé σA êðèâûõ γ−, γ+:
T+(x0) = min {t ≥ 0 |σA(x0; t) ∈ γ−}, T−(x0) = max {t ≤ 0 |σA(x0; t) ∈ γ+}.
Òî÷êà x̃ ÿâëÿåòñÿ äëÿ ñèñòåìû ẋ = A îñîáîé òî÷êîé òèïà ôîêóñà èëè öåíòðà.
Ïîýòîìó â ñëó÷àå x0 6= x̃ âåëè÷èíû T+(x0) è T−(x0) îïðåäåëåíû è êîíå÷íû. Â
ñëó÷àå x0 = x̃ ïîëîæèì T+(x0) = T−(x0) = 0.

Ïóñòü x0, x1 ∈ U � ïðîèçâîëüíûå òî÷êè. Ìû ïîïàäàåì èç òî÷êè x0 â òî÷-
êó x1, ïðèìåíÿÿ ñëåäóþùåå êóñî÷íî-íåïðåðûâíîå óïðàâëåíèå u(t): ñíà÷àëà ïî-
ëàãàåì u = 0 è ïîïàäàåì èç x0 çà êîíå÷íîå âðåìÿ T+(x0) íà êðèâóþ γ−, çà-
òåì ïðèìåíÿåì óïðàâëåíèå u = 1 è ïî γ çà êîíå÷íîå âðåìÿ äîõîäèì äî òî÷êè
σA(x1;T−(x1)), èç êîòîðîé ñíîâà ñ óïðàâëåíèåì u = 0 çà êîíå÷íîå âðåìÿ−T−(x1)
ïîïàäàåì â òî÷êó x1.

Âðåìÿ T (x0, x1), çà êîòîðîå ìû ïîïàäàåì ýòèì ñïîñîáîì èç x0 â x1, îãðàíè-
÷åíî. Âûáåðåì T̄ > supx0,x1 T (x0, x1). Óòâåðæäåíèå 2.1 äîêàçàíî. 2

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1: Òðàåêòîðèåé ñèñòåìû (2.4) ÿâëÿåòñÿ çàìêíó-
òûé êîíòóð l, êîòîðûé îáõîäèòñÿ çà âðåìÿ T∗. Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

∮
l(F +

u∗G) dt < 0.
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Ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {un(t)}. Ñíà÷àëà, ïðèìåíÿÿ ïîñòðîåííîå â
óòâåðæäåíèè 2.1 êóñî÷íî-íåïðåðûâíîå óïðàâëåíèå, äâèæåìñÿ èç íà÷àëüíîé òî÷-
êè x0 â òî÷êó x∗. Çàòåì n ðàç îáõîäèì êîíòóð l, ïðèìåíÿÿ óïðàâëåíèå u∗, à
çàòåì äâèæåìñÿ èç x∗ â òî÷êó x̃, ò.å. íà òåðìèíàëüíîå ìíîãîîáðàçèå, íà êî-
òîðîå â êîíå÷íîì èòîãå ïîïàäàåì çà êîíå÷íîå âðåìÿ Tn. Çíà÷åíèÿ ôóíêöè-
îíàëà

∫ Tn
0 (F + uG) dt îáðàçóþò óáûâàþùóþ àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ, è

limn→∞
∫ Tn

0 (F+uG) dt = −∞. Ïðè t > Tn ïðèìåíèì óïðàâëåíèå u(t) = 0. Ñ ýòèì
óïðàâëåíèåì ôàçîâàÿ òî÷êà îñòà¼òñÿ â òî÷êå x̃ è, âñëåäñòâèå F (x̃) = G(x̃) = 0,
íå äà¼ò ïðèðîñò ôóíêöèîíàëó. Ïîýòîìó limn→∞

∫ +∞
0 (F + uG) dt = −∞. Ëåììà

1 äîêàçàíà. 2
Âåðíî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå.
Ëåììà 2: Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè x0 (è òàêèì îáðàçîì è äëÿ ëþ-

áîé òî÷êè èç U) ñóùåñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè óïðàâëåíèé {un(t)} è ÷è-
ñåë {Tn}, òàêèå, ÷òî äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ òðàåêòîðèé xn(t) ñ íà÷àëüíîé
òî÷êîé xn(0) = x0 èìååò ìåñòî

xn(Tn) = x̃, lim
n→∞

∫ Tn

0

(F (xn(t)) + un(t)G(xn(t))) dt = −∞.

Òîãäà ñóùåñòâóþò çàìêíóòûé, ãîìåîìîðôíûé S1 èëè âûðîæäåííûé â òî÷êó
êîíòóð l è ñîîòâåòñòâóþùåå äîïóñòèìîå óïðàâëåíèå u∗(t), ïðè ïðèìåíåíèè
êîòîðîãî ôàçîâàÿ òî÷êà äâèæåòñÿ ïî l, òàêèå, ÷òî l îáõîäèòñÿ çà êîíå÷íîå
âðåìÿ è

∮
l (F + uG) dt < 0.

Äîêàçàòåëüñòâî: Âûáåðåì òàêîå n ∈ N, ÷òî∫ Tn

0

(F + unG) dt < −(sup
x∈U
|F (x)|+ sup

x∈U
|G(x)|) T̄ .

Çäåñü T̄ � êîíñòàíòà èç óòâåðæäåíèÿ 2.1. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå óïðàâëåíèå.
Íà÷èíàÿ ñ òî÷êè x0, ïðèìåíÿåì óïðàâëåíèå un è çà âðåìÿ Tn äîõîäèì äî x̃.
Çàòåì çà âðåìÿ T , â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 2.1 ìåíüøåå, ÷åì T̄ , âîçâðàùàåìñÿ èç x̃
â x0. Èìååì∫ Tn+T

0

(F + uG) dt ≤
∫ Tn

0

(F + uG) dt+ T (sup
x∈U
|F (x)|+ sup

x∈U
|G(x)|) < 0.

Ïîëó÷åííûé çàìêíóòûé êîíòóð l′ â îáùåì ñëó÷àå ñàìîïåðåñåêàþùèéñÿ. Íî òà-
êîé êîíòóð ìîæíî ðàçëîæèòü íà êîíòóðà, ãîìåîìîðôíûå S1, è âûðîæäåííûå
êîíòóðà, ñîñòîÿùèå òîëüêî èç îäíîé òî÷êè. Êàæäûé èç ýòèõ êîíòóðîâ ïî îò-
äåëüíîñòè ìîæíî îáîéòè ñ äîïóñòèìûì óïðàâëåíèåì çà êîíå÷íîå âðåìÿ, íå ïðå-
âîñõîäÿùåå Tn + T . Òàê êàê

∮
l′(F + uG) dt < 0, ñðåäè íèõ íàéä¼òñÿ ïî êðàéíåé

ìåðå îäèí êîíòóð l, äëÿ êîòîðîãî
∮
l(F + uG) dt < 0. Ëåììà 2 äîêàçàíà. 2

28



Ëåììà 3: Ìíîæåñòâî òî÷åê îêðåñòíîñòè U , â êîòîðûõ âåêòîðà A è B
êîëëèíåàðíû, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êðèâóþ γAB êëàññà C3. γAB ñîäåðæèò òî÷êó
x̃ è â íåé êàñàåòñÿ îñè Ox2. x̃ ðàçäåëÿåò êðèâóþ γAB íà äâå âåòêè, γ−AB è
γ+
AB. Íà γ

−
AB èìååì x2 < 0; íà ýòîé âåòêå âåêòîðà A è B àíòèïàðàëëåëüíû.

Íà γ+
AB èìååì x2 > 0 è A,B ïàðàëëåëüíû. Êðèâàÿ γAB ÿâëÿåòñÿ íóëåâûì

óðîâíåì ôóíêöèè dAB = A1B2 − A2B1. Ãðàäèåíò ôóíêöèè dAB â îêðåñòíîñòè
U íåâûðîæäåííûé, è êðèâàÿ γAB äåëèò U íà äâå îáëàñòè, â êîòîðûõ dAB > 0
è dAB < 0 ñîîòâåòñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî: Âåêòîðà A è B êîëëèíåàðíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
îïðåäåëèòåëü dAB = A1B2−A2B1 ñîñòàâëåííîé èç íèõ ìàòðèöû ðàâåí íóëþ. Ïî-
ýòîìó êðèâàÿ γAB åñòü ëèíèÿ íóëåâîãî óðîâíÿ ôóíêöèè dAB. Íà íåé â ÷àñòíîñòè
ëåæèò òî÷êà x̃. Âû÷èñëèì ãðàäèåíò ôóíêöèè dAB â x̃.

∇dAB(x̃) = −(∇A2)B1(x̃) = (1, 0). (2.5)

Èç òåîðåìû î íåÿâíîé ôóíêöèè ñëåäóåò, ÷òî êðèâàÿ γAB ïðèíàäëåæèò êëàññó
C3 è â òî÷êå x̃ êàñàåòñÿ îñè Ox2. Îñòàëüíûå óòâåðæäåíèÿ ëåììû ñëåäóþò èç
íåðàâåíñòâà ∂A1

∂x2
(x̃) > 0. 2

Ëåììà 1 ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü, äëÿ êàêèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ α, φ íå ñó-
ùåñòâóåò îïòèìàëüíîãî ñèíòåçà äëÿ çàäà÷è (2.1),(2.2).

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü äàíà çàäà÷à (2.1),(2.2). Åñëè cosφ > 0, òî inf J = −∞ è
îïòèìàëüíîãî ñèíòåçà íå ñóùåñòâóåò.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ðàññìîòðèì êðèâóþ γAB è âû÷èñëèì íà íåé ãëàâíóþ,
êâàäðàòè÷íóþ ÷àñòü ôóíêöèè F . Â ñèëó ëåììû 3 êðèâóþ γAB â îêðåñòíîñòè x̃
ìîæíî ïàðàìåòðèçîâàòü ïåðåìåííîé x2. Ðàçëîæèì îãðàíè÷åíèå ôóíêöèè F íà
êðèâóþ γAB â ðÿä Òåéëîðà â òî÷êå x̃. Ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ dF

dx2
â ñèëó ëåììû 3

ðàâíà ∂F
∂x2

(x̃) = 0, òàê êàê âåêòîð ∂
∂x2

êàñàòåëåí ê êðèâîé γAB. Ïî òîé æå ïðè÷èíå
èìååì äëÿ âòîðîé ïðîèçâîäíîé

d2F

dx2
2

(0) =
∂2F

∂x2
2

(x̃) = − cosφ.

Ñëåäîâàòåëüíî, èìååì F = −cosφ
2 x2

2 + O(x3
2) íà êðèâîé γAB. Ðàññìîòðèì ôóíê-

öèþ χ = F − A1

B1
G. Â ñèëó ñîîòíîøåíèé (2.3) è ëåììû 3 èìååì íà êðèâîé γAB:

A1 = x2 +O(x2
2), B1 = 1 +O(x2). Ñëåäîâàòåëüíî, −A1

B1
= −x2 +O(x2

2), −A1

B1
G =

O(x3
2) è íà êðèâîé γAB èìååì

χ = F − A1

B1
G = −cosφ

2
x2

2 +O(x3
2). (2.6)
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Ðàññìîòðèì òî÷êó x̄ íà âåòêå γ−AB è çàäàäèì â íåé óïðàâëåíèå u0 = −A1

B1
. Åñëè

òî÷êà x̄ äîñòàòî÷íî áëèçêà ê x̃, òî u0 = −x2 +O(x2
2) ëåæèò â èíòåðâàëå äîïóñòè-

ìûõ óïðàâëåíèé [0, 1]. Òîãäà ẋ1 = A1 +u0B1 = 0, ẋ2 = A2 +u0B2 = − 1
B1
dAB = 0

è ôàçîâàÿ òî÷êà ñ ýòèì óïðàâëåíèåì ìîæåò íåîãðàíè÷åííî äîëãî íàõîäèòüñÿ
â x̄. Çíà÷åíèå ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè F + uG ôóíêöèîíàëà (2.2) â òî÷êå x̄
ñ óïðàâëåíèåì u0 ðàâíî χ. Èìååì cosφ > 0, è äëÿ òî÷êè x̄, äîñòàòî÷íî áëèç-
êîé ê x̃, èìååì F + u0G = −cosφ

2 x2
2 + O(x3

2) < 0. Òàêèì îáðàçîì âûïîëíåíû
óñëîâèÿ ëåììû 1, ïðè ýòîì êîíòóð l âûðîæäåí â òî÷êó x̄. Ïðèìåíåíèå ëåììû 1
çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî. 2

2.2 Âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ

Ïðåäîñòàâèì íåêîòîðûå âñïîìîãàòåëüíûå ñðåäñòâà èç ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà.
Ïóñòü F : R2 ⊃ D → R àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåë¼ííàÿ â íåêîòîðîé

îêðåñòíîñòè D íóëÿ (x, y) = (0, 0). Ïóñòü F (0, 0) = 0,∇F (0, 0) = 0, ∂
2F
∂y2 (0, 0) =

−c, ãäå c > 0 íåêîòîðîå ÷èñëî. Ïóñòü â ïåðåñå÷åíèè ëþáîé îêðåñòíîñòè íóëÿ ñ
ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòüþ {x > 0} ñóùåñòâóþò òî÷êè, â êîòîðûõ F > 0.

Óòâåðæäåíèå 2.2. Ìíîæåñòâî òî÷åê, â êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ ∂F
∂y = 0, â

îêðåñòíîñòè òî÷êè (0, 0) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êðèâóþ ρmax, çàäàâàåìóþ àíà-
ëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé y = χ(x), ïðè ýòîì χ(0) = 0. Ìíîæåñòâî òî÷åê, â
êîòîðûõ F = 0, â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïàðó êðèâûõ
ρâ, ρí, êîòîðûå çàäàþòñÿ ôóíêöèÿìè y = χâ(x), y = χí(x). Ôóíêöèè χí, χâ
àíàëèòè÷íû ïðè x > 0 è ðàñêëàäûâàþòñÿ â ðÿä ïî ñòåïåíÿì

√
x. Ïðè ýòîì

χâ(x) > χ(x) > χí(x) äëÿ âñåõ x > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü êðèâîé ρmax ñëåäóåò èç
òåîðåìû î íåÿâíîé ôóíêöèè [27]. Îáîçíà÷èì àíàëèòè÷åñêóþ ôóíêöèþ F (x, χ(x))
÷åðåç Fmax. Â ñèëó óñëîâèé óòâåðæäåíèÿ îíà ïîëîæèòåëüíà ïðè x > 0.

Ïðîâåä¼ì àíàëèòè÷åñêóþ çàìåíó êîîðäèíàò â îêðåñòíîñòè íóëÿ. Ïóñòü íîâûå
êîîðäèíàòû çàäàþòñÿ óðàâíåíèÿìè x∗ = x, y∗ = y − χ(x). Èìååì

∂(x∗, y∗)

∂(x, y)
=

(
1 0

−dχ
dx 1

)
,

∂(x, y)

∂(x∗, y∗)
=

(
1 0
dχ
dx 1

)
.

Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèñòåìå êîîðäèíàò (x∗, y∗) ãðàäèåíò ôóíêöèè F ïðèíèìàåò
âèä

∂F

∂x∗
=
∂F

∂x
+
∂F

∂y

dχ

dx
,

∂F

∂y∗
=
∂F

∂y
.

Çàìåòèì, ÷òî êðèâàÿ ρmax ïåðåõîäèò â îñü Ox∗, ïîýòîìó ïðîèçâîäíàÿ ∂F
∂y∗ =

∂F
∂y òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ íà ýòîé îñè. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî â ðàçëîæåíèè
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Òåéëîðà ôóíêöèè F â òî÷êå x̃ â íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò îòñóòñòâóþò ÷ëåíû
âèäà (x∗)ky∗. Òàêèì îáðàçîì, F (x∗, y∗) = −(y∗)2f1(x

∗, y∗) + f2(x
∗), ãäå f1, f2 �

àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè. Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî f2 = Fmax è f1(0, 0) = c.
Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèè χí, χâ çàäàþòñÿ ðàâåíñòâîì Fmax = (y∗)2f1(x

∗, y∗).
Ïðîâåä¼ì â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè {x∗ ≥ 0} åù¼ îäíó çàìåíó êîîðäèíàò.

Ïóñòü x∗∗ =
√
x∗, y∗∗ = y∗. Ïîäñòàâèì ýòè ñîîòíîøåíèÿ â ñòåïåííûå ðÿäû ôóíê-

öèé Fmax è f1, çàìåíèâ x∗ íà (x∗∗)2. Â ðàçëîæåíèÿõ ýòèõ ôóíêöèé ïî íîâûì
êîîðäèíàòàì ïåðåìåííàÿ x∗∗ ïîÿâëÿåòñÿ òîëüêî â ÷¼òíîé ñòåïåíè, ïðè÷¼ì ñòàð-
øèé êîýôôèöèåíò â ðàçëîæåíèè Fmax è íóëåâîé êîýôôèöèåíò f1(0, 0) = c â
ðàçëîæåíèè f1 ïîëîæèòåëüíû. Ïîýòîìó êîðåíü

√
Fmax ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé

ôóíêöèåé îò ïåðåìåííîé x∗∗, à
√
f1 � àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé îò x∗∗, y∗∗.

Èìååì
√
Fmax(x∗∗) = |y∗∗|

√
f1(x∗∗, y∗∗) = ±y∗∗

√
f1(x∗, y∗). Çíàê + îòíîñèòñÿ

ê âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè {y∗∗ > 0}, ò.å. ê ôóíêöèè χâ, à çíàê − � ê ôóíêöèè
χí. Èìååì ∂

∂y∗∗

(√
Fmax ∓ y∗∗

√
f1

)
(0, 0) = ∓

√
f1(0, 0) = ∓

√
c 6= 0. Îòñþäà âû-

òåêàåò ïî òåîðåìå î íåÿâíîé ôóíêöèè, ÷òî χâ è χí, çàäàâàåìûå êàê ôóíêöèè
y∗∗ = y∗∗(x∗∗), ÿâëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêèìè. Ïåðåõîäÿ ñíîâà ê ñèñòåìå êîîðäèíàò
(x∗, y∗), íàõîäèì, ÷òî îíè çàäàþòñÿ êàê ñòåïåííûå ðÿäû îò

√
x∗. Â èñõîäíûõ

êîîðäèíàòàõ (x, y) ê íèì ïðèáàâëÿåòñÿ åù¼ àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ χ. Òàêèì
îáðàçîì, ôóíêöèè χâ,χí â ýòèõ êîîðäèíàòàõ òàêæå çàäàþòñÿ ñòåïåííûìè ðÿäà-
ìè ïî

√
x.

Ïðè x > 0 çàìåíà x ↔
√
x àíàëèòè÷íà, ïîýòîìó ôóíêöèè χâ(x), χí(x) àíà-

ëèòè÷íû ïðè x > 0. 2
Ïóñòü Z � âåêòîðíîå ïîëå. ×åðåç DZ îáîçíà÷èì ïðîèçâîäíóþ 〈Z,∇〉 ïî íà-

ïðàâëåíèþ Z. Äëÿ äèôôåðåíöèðóåìûõ âåêòîðíûõ ïîëåé Y, Z îáîçíà÷èì ñêîáêó
Ëè êàê îáû÷íî ÷åðåç [Y, Z] = DYZ −DZY .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç r, ϕ ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè, r2 = x2
1 +

x2
2, x1 = r cosϕ, x2 = r sinϕ.
Îïðåäåëèì ñëåäóþùèå ïîðÿäêîâûå ñîîòíîøåíèÿ.
Îïðåäåëåíèå: Ïóñòü D ⊂ Rn � ìíîæåñòâî, f, w : D → R � îòîáðàæåíèÿ.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âåëè÷èíà f èìååò ïîðÿäîê w, â îáîçíà÷åíèÿõ f = θ(w),
åñëè íàéä¼òñÿ òàêîå ÷èñëî c > 0, ÷òî äëÿ âñåõ òî÷åê èç s ∈ D èìååò ìåñòî
|f(s)| < c|w(s)|. Áóäåì ãîâîðèòü òàêæå, ÷òî âåëè÷èíà f èìååò ñòðîãî ïîðÿäîê
w, â îáîçíà÷åíèÿõ f = Θ(w), åñëè íàéäóòñÿ òàêèå ÷èñëà a ≥ b > 0, ÷òî äëÿ âñåõ
s ∈ D èìååò ìåñòî

aw(s) ≤ f(s) ≤ bw(s), åñëè w ≤ 0;

aw(s) ≥ f(s) ≥ bw(s), åñëè w ≥ 0.

Êîîðäèíàòû x1, x2 è ðàäèóñ r ñëóæàò ìàëûìè ïàðàìåòðàìè ðàçëîæåíèÿ, ïî
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îòíîøåíèþ ê êîòîðûì îïðåäåëÿþòñÿ ãëàâíûå ÷ëåíû ðàññìàòðèâàåìûõ ôóíê-
öèé.

Óòâåðæäåíèå 2.3. Ïóñòü D ⊂ Rn � îêðåñòíîñòü íóëÿ, f : D → R � ôóíê-
öèÿ êëàññà Ck, k > 0. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) èìååò ïîðÿäîê θ(|x|l), l ∈ N+, l ≤
k. Òîãäà ïðîèçâîäíûå ∂f

∂xi
íà ëþáîì çàäàííîì íàïåð¼ä êîìïàêòå D0 ⊂ D èìåþò

ïîðÿäîê θ(|x|l−1).

Äîêàçàòåëüñòâî: Â íà÷àëå êîîðäèíàò âñå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè f äî ïî-
ðÿäêà l − 1 âêëþ÷èòåëüíî ðàâíû íóëþ, èíà÷å íå âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå f =
θ(|x|l). Ñëåäîâàòåëüíî, â íóëå âñå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè ∂f

∂xi
äî ïîðÿäêà l − 2

âêëþ÷èòåëüíî ðàâíû íóëþ. Íî ôóíêöèÿ ∂f
∂xi

ïðèíàäëåæèò êëàññó C l−1. Ðàçëà-

ãàÿ ïî ôîðìóëå Òåéëîðà â íóëå, íàõîäèì, ÷òî ∂f
∂xi

ñîñòîèò òîëüêî èç îñòàòî÷íîãî
÷ëåíà. Ïîñëåäíèé èìååò ïîðÿäîê θ(|x|l−1), òàê êàê ïðîèçâîäíûå ïîðÿäêà l − 1
íà êîìïàêòå D0 îãðàíè÷åíû. 2

Â ñèëó òîãî, ÷òî α ∈ (−2, 2), èìååì

A1x2 − A2x1 = x2
1 + αx1x2 + x2

2 + θ(r3) = Θ(r2). (2.7)

Ââåä¼ì åù¼ îäíó ñèñòåìó êîîðäèíàò ñ ïåðåìåííûìè x1, ζ, ãäå ζ = −x2

x1
. Ôóíê-

öèÿ ζ îïðåäåëåíà âñþäó, êðîìå îñè Ox2. Èìååì

∂(x1, ζ)

∂(x1, x2)
=

(
1 0
x2

x2
1
− 1
x1

)
.

Îòñþäà
∂(x1, x2)

∂(x1, ζ)
=

1

x1

(
x1 0
x2 −x2

1

)
=

(
1 0
−ζ −x1

)
.

Óòâåðæäåíèå: Ïóñòü ζα, ζβ ∈ R � íåêîòîðûå ÷èñëà. Òîãäà ñèñòåìà êîîð-
äèíàò x1, ζ íåâûðîæäåíà íà ìíîæåñòâå {x ∈ U |x 6= x̃, ζ(x) ∈ [ζα, ζβ]}.

Äîêàçàòåëüñòâî: Íà ðàññìàòðèâàåìîì ìíîæåñòâå x1 = ±Θ(r) 6= 0, è ÿêî-
áèàí çàìåíû êîîðäèíàò x1, x2 íà x1, ζ íåâûðîæäåí. 2

Óòâåðæäåíèå 2.4. Ïóñòü k ≥ 1 � öåëîå ÷èñëî. Âåëè÷èíû x̄1 = |x1|
1
k , ζ ÿâëÿ-

þòñÿ àíàëèòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè îò âåëè÷èí r̄ = r
1
k , ϕ. Ïðè ϕ 6= π

2 mod (π)
ïåðåìåííûå r̄, ϕ ÿâëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè îò x̄1, ζ, è ýòà çàìåíà
ëîêàëüíî âçàèìíî-îäíîçíà÷íà.

Äîêàçàòåëüñòâî: Èìååì cosϕ 6= 0, è

x̄1 = r̄ k
√
| cosϕ|, ζ = −x2

x1
= −tgϕ,
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îòêóäà ñëåäóåò ïåðâàÿ ÷àñòü óòâåðæäåíèÿ. Äàëåå,

∂(x̄1, ζ)

∂barr, ϕ)
=

(
k
√
| cosϕ| −sgn(cosϕ)1

k r̄ sinϕ(| cosϕ|) 1
k−1

0 − 1
cos2 ϕ

)
.

Ïðè ϕ 6= π
2 mod (π) ýòà ìàòðèöà îáðàòèìà, ÷òî äîêàçûâàåò âòîðóþ ÷àñòü óòâåð-

æäåíèÿ. 2

Óòâåðæäåíèå 2.5. Ïóñòü â îêðåñòíîñòè D òî÷êè (x0, y0) îïðåäåëåíà àíà-
ëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ f : R2 ⊃ D → R2, f : (x, y) 7→ (fx(x, y), f y(x, y)).
Ïóñòü ñïðàâåäëèâà îöåíêà fx(x, y) − fx(x0, y0) = Θ(x − x0). Äîïóñòèì, ÷òî
y∗(x) � àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåë¼ííàÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0, è
y∗(x0) = y0. Òîãäà ìíîæåñòâî f [{(x, y) ∈ D | y = y∗(x)}] â îêðåñòíîñòè òî÷êè
(fx(x0, y0), f

y(x0, y0)) ÿâëÿåòñÿ ãðàôèêîì àíàëèòè÷åñêîé â îêðåñòíîñòè òî÷êè
fx(x0, y0) ôóíêöèè y = y′∗(x).

Äîêàçàòåëüñòâî: Âûðàæåíèÿ fx(x, y∗(x)), f y(x, y∗(x)) ÿâëÿþòñÿ àíàëèòè-
÷åñêèìè ôóíêöèÿìè îò x. Â ñèëó îöåíêè fx(x, y∗(x))−fx(x0, y∗(x0)) = Θ(x−x0)

ñïðàâåäëèâî dfx(x,y∗(x))
dx (x0) > 0, è ôóíêöèÿ fx(x, y∗(x)) îáðàòèìà â îêðåñòíîñòè

òî÷êè x0. Ïîäñòàâëÿÿ îáðàòíóþ ôóíêöèþ â âûðàæåíèå f y(x, y∗(x)), íàõîäèì
èñêîìóþ àíàëèòè÷åñêóþ ôóíêöèþ y′∗. 2

Óòâåðæäåíèå 2.6. Äîïóñòèì, ÷òî ρ � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ êðè-
âàÿ íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè, ñòûêóþùàÿñÿ ñ òî÷êîé x̃. Ïóñòü íà ρ ñïðàâåäëèâà
îöåíêà dx2

dx1
= x2

x1
+θ(r

1
2 ) = θ(1). Òîãäà ïðîèçâîäíàÿ dx2

dx1
íà êðèâîé ρ èìååò ïðåäåë

ïðè x→ x̃, è èìååò ìåñòî îöåíêà dζ
dx1

= θ(
√
r).

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïàðàìåòðèçóåì êðèâóþ ρ ïåðåìåííîé x1. Â ñèëó îöåíêè
x2

x1
= θ(1) èìååì x1 = ±Θ(r). Îòñþäà ñëåäóåò

d
x2
x1

dx1
=
(
dx2

dx1
− x2

x1

)
1
x1

= θ(
√
r)

±Θ(r) =

θ(x
− 1

2
1 ), dζ

dx1
= θ(
√
r). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà c > 0, ÷òî

|
d
x2(x1)
x1

dx1
| ≤ cx

− 1
2

1 . Çàôèêñèðóåì çíà÷åíèå x̄1. Òîãäà äëÿ ëþáîãî x1 ∈ (0, x̄1) èìååì

|x2(x1)

x1
− x2(x̄1)

x̄1
| ≤ c

∫ |x̄1|

|x1|

1√
τ
dτ = 2c(

√
|x̄1| −

√
|x1|) < 2c

√
|x̄1|.

Ñëåäîâàòåëüíî,

x2(x1)

x1
∈ (

x2(x̄1)

x̄1
− 2c

√
|x̄1|,

x2(x̄1)

x̄1
+ 2c

√
|x̄1|).

Ïðè x̄1 → 0 äëèíà ýòîãî èíòåðâàëà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî x2

x1

êàê ôóíêöèÿ îò x1 èìååò ïðåäåë ïðè x1 → 0. Íî òîãäà â ñèëó óñëîâèé óòâåð-
æäåíèÿ ïðîèçâîäíàÿ dx2

dx1
òàêæå èìååò ïðåäåë. 2
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Óòâåðæäåíèå 2.7. Ïóñòü ρ � íåïðåðûâíî êðèâàÿ íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè, ñòû-
êóþùàÿñÿ ñ òî÷êîé x̃. Ïóñòü ïðîèçâîäíàÿ dx2

dx1
íà ρ èìååò êîíå÷íûé ïðåäåë

l∗ 6= 0 ïðè ïîäõîäå ê x̃. Òîãäà â îêðåñòíîñòè òî÷êè x̃ ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå
óòâåðæäåíèÿ.

1. Åñëè ρ ðàñïîëîæåíà â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè, òî ïîòîê òðàåêòîðèé
ñèñòåìû ẋ = A, âûõîäÿùèõ èç òî÷åê êðèâîé ρ, è ïîòîê òðàåêòîðèé ñèñòåìû
ẋ = A+B, âõîäÿùèõ â òî÷êè êðèâîé ρ, íå ïåðåñåêàþòñÿ äðóã ñ äðóãîì.

2. Åñëè ρ ðàñïîëîæåíà â íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè, òî ïîòîê òðàåêòîðèé
ñèñòåìû ẋ = A, âõîäÿùèõ â òî÷êè êðèâîé ρ, è ïîòîê òðàåêòîðèé ñèñòåìû
ẋ = A+B, âõîäÿùèõ â òî÷êè êðèâîé ρ, íå ïåðåñåêàþòñÿ äðóã ñ äðóãîì.

Äîêàçàòåëüñòâî: Èìååì dx2

dx1
= x2

x1
+o(1), ïîýòîìó íîðìàëü ê êðèâîé ρ âûðà-

æàåòñÿ â âèäå n = (−x2+o(r), x1). Òîãäà sgn〈A, n〉 = sgn(−A1x2+A2x1+o(r2)) =
−1, sgn〈A + B, n〉 = sgn(−x2 + o(r)) = −sgnx2. Ñëåäîâàòåëüíî, òðàåêòîðèè ñè-
ñòåì ẋ = A è ẋ = A+B òðàíñâåðñàëüíî ïîäõîäÿò ê ρ ñ îäíîé è òîé æå ñòîðîíû,
åñëè x2 > 0, è ñ ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí, åñëè x2 < 0. 2

2.3 Ëåììà î ãèïåðáîëè÷åñêîé òî÷êå

Èçâåñòíî [1], ÷òî äèôôåîìîðôèçì ìíîãîîáðàçèÿ â îêðåñòíîñòè ãèïåðáîëè÷å-
ñêîé íåïîäâèæíîé òî÷êè òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòåí ñâîåé ëèíåàðèçàöèè âî-
êðóã ýòîé òî÷êè. Â ÷àñòíîñòè, ñóùåñòâóþò äâà èíâàðèàíòíûõ ïîäìíîãîîáðàçèÿ,
êîòîðûå íàçûâàþòñÿ óñòîé÷èâûì è íåóñòîé÷èâûì óñàìè. Áîëåå òîãî, ñòåïåíü
ãëàäêîñòè ýòèõ ïîäìíîãîîáðàçèé ðàâíà ñòåïåíè ãëàäêîñòè èñõîäíîãî äèôôåî-
ìîðôèçìà [56].

Ñëåäóþùàÿ ëåììà çàäà¼ò áîëåå ñëàáûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ
äèôôåðåíöèðóåìûõ èíâàðèàíòíûõ ïîäìíîãîîáðàçèé â îêðåñòíîñòè íåïîäâèæ-
íîé òî÷êè ó îòîáðàæåíèÿ ïëîñêîñòè â ñåáÿ. Â ÷àñòíîñòè, íå òðåáóåòñÿ äèôôå-
ðåíöèðóåìîñòè îòîáðàæåíèÿ âî âñåé îêðåñòíîñòè íåïîäâèæíîé òî÷êè. Òåì íå
ìåíåå, îñíîâíûå èäåè äîêàçàòåëüñòâà â [56] ïåðåíîñÿòñÿ è íà íàø ñëó÷àé.

Ëåììà (î ãèïåðáîëè÷åñêîé òî÷êå): Ïóñòü M = {(x, y) |x ∈ (0, c], y ∈
[a, b]} ⊂ R2 � ïðÿìîóãîëüíîå ìíîæåñòâî íà ïëîñêîñòè, c > 0, a < b � íåêî-
òîðûå ÷èñëà. Ïóñòü f = (fx, f y) : M → R+ × [a, b] � äèôôåðåíöèðóåìàÿ
ôóíêöèÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

lim
x→0

fx(x, y) = 0 ∀ y ∈ [a, b], (2.8)
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è ïóñòü ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà L > 0, ÷òî âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

fxx ≥ 1 + L‖fxy ‖, (2.9)

|f yx |
fxx

< L(1− L‖fxy ‖ − ‖f yy ‖), (2.10)

ãäå ïîä íîðìîé ïîäðàçóìåâàåòñÿ C0-íîðìà. Âåðõíèå èíäåêñû îáîçíà÷àþò êîì-
ïîíåíòû ôóíêöèè f , íèæíèå � ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèí-
ñòâåííàÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ γ : (0, c] → [a, b], ëèïøèöå-
âàÿ ñ êîíñòàíòîé L, ãðàôèê êîòîðîé Γ(γ) = {(x, γ(x)) |x ∈ (0, c]} ⊂ M ïåðå-
õîäèò â ñåáÿ ïðè îòîáðàæåíèè f .

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ML

ìíîæåñòâî ëèïøèöåâûõ ñ êîíñòàíòîé L ôóíêöèé γ : (0, c]→ [a, b], ò.å.

|γ(x2)− γ(x1)| ≤ L|x2 − x1| ∀ x1, x2 ∈ (0, c]. (2.11)

ML ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì ñ ìåòðèêîé, èíäóöèðîâàííîé
C0-íîðìîé.

Ïóñòü γ ∈ ML. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ fx(x, γ(x)). Äëÿ ëþáûõ x1, x2 ∈ (0, c],
x2 ≥ x1 èìååì öåïî÷êó íåðàâåíñòâ

fx(x2, γ(x2))− fx(x1, γ(x1))

= fx(x2, γ(x2))− fx(x2, γ(x1)) + fx(x2, γ(x1))− fx(x1, γ(x1)) =

=

∫ γ(x2)

γ(x1)

fxy (x2, y) dy +

∫ x2

x1

fxx (x, γ(x1)) dx ≥

≥ −‖fxy ‖|γ(x2)− γ(x1)|+ (1 + L‖fxy ‖)(x2 − x1) ≥ x2 − x1. (2.12)

Ïðåäïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî â ñèëó (2.9), à ïîñëåäíåå â ñèëó (2.11).
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî fx(x, γ(x)) ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî âîçðàñòàþùåé ôóíêöèåé îò x.
Ïðè ýòîì äëÿ ëþáîãî x ∈ (0, c] ñïðàâåäëèâî fx(x, γ(x)) ≥ x, èíà÷å ìû ïðèõîäèì
ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ íåðàâåíñòâîì fx > 0.

Îáîçíà÷èì ïðåäåë limx→0 γ(x) ÷åðåç y∗. Òîãäà â ñèëó (2.8) è âñëåäñòâèå îãðà-
íè÷åííîñòè ïðîèçâîäíîé fxy èìååì

lim
x→0

fx(x, γ(x)) = lim
x→0

(fx(x, γ(x))− fx(x, y∗) + fx(x, y∗)) =

= lim
x→0

fxy (x, θ)(γ(x)− y∗) = 0.

Çäåñü θ ∈ [γ(x), y∗] � ïðîìåæóòî÷íàÿ òî÷êà. Òàêèì îáðàçîì, îáðàç èíòåðâàëà
(0, c] ïðè îòîáðàæåíèè fx(x, γ(x)) äëÿ ôèêñèðîâàííîãî γ ∈ ML ñîäåðæèò èí-
òåðâàë (0, c]. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî γ ∈ML ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ
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gγ : (0, c′] → (0, c], ãäå c′ = fx(c, γ(c)) ≥ c. Èç (2.12) ñëåäóåò, ÷òî gγ ÿâëÿåòñÿ
ëèøèöåâîé ôóíêöèåé ñ êîíñòàíòîé 1.

Îïðåäåëèì îïåðàòîð f̄ : ML → C0((0, c′], [a, b]), ñîïîñòàâëÿþùèé êàæäîé
ôóíêöèè γ ∈ ML íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ γ̄ = f̄(γ). Ýòà ôóíêöèÿ îïðåäåëå-
íà êàê γ̄(x) = f y(gγ(x), γ(gγ(x))). Îòîáðàæåíèå f ïåðåâîäèò òî÷êó (x, γ(x)) â
òî÷êó (fx(x, γ(x)), γ̄(fx(x, γ(x)))). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî f ïåðåâîäèò ãðàôèê Γ(γ) â
ãðàôèê Γ(γ̄). Ïîêàæåì, ÷òî îãðàíè÷åíèå ôóíêöèè γ̄ íà èíòåðâàë (0, c] ïðèíàäëå-
æèò ìíîæåñòâóML. Ïóñòü x1, x2 ∈ (0, c]. Èñïîëüçóÿ (2.10),(2.11) è ëèïøèöåâîñòü
ôóíêöèè gγ, ïîëó÷àåì îöåíêó

|γ̄(x2)− γ̄(x1)| = |f y(gγ(x2), γ(gγ(x2)))− f y(gγ(x1), γ(gγ(x1)))| ≤
≤ |f y(gγ(x2), γ(gγ(x2)))− f y(gγ(x1), γ(gγ(x2)))|+

+|f y(gγ(x1), γ(gγ(x2)))− f y(gγ(x1), γ(gγ(x1)))| =

= |
∫ gγ(x2)

gγ(x1)

f yx(x, γ(gγ(x2))) dx|+ |
∫ γ(gγ(x2))

γ(gγ(x1))

f yy (gγ(x1), y) dy| ≤

≤ |
∫ gγ(x2)

gγ(x1)

L(1− L‖fxy ‖ − ‖f yy ‖)fxx (x, γ(gγ(x2))) dx|+

+|γ(gγ(x2))− γ(gγ(x1))|‖f yy ‖ ≤
≤ L(1− L‖fxy ‖ − ‖f yy ‖)|fx(gγ(x2), γ(gγ(x2)))− fx(gγ(x1), γ(gγ(x2)))|+

+L‖f yy ‖|gγ(x2)− gγ(x1)| ≤
≤ L(1− L‖fxy ‖ − ‖f yy ‖)|fx(gγ(x2), γ(gγ(x2)))− fx(gγ(x1), γ(gγ(x1)))|+

+L|fx(gγ(x1), γ(gγ(x1)))− fx(gγ(x1), γ(gγ(x2)))|+ L‖f yy ‖|x2 − x1| ≤
≤ L(1− L‖fxy ‖ − ‖f yy ‖)|x2 − x1|+ L‖fxy ‖L|x2 − x1|+ L‖f yy ‖|x2 − x1| =
= L|x2 − x1|.

Ñîïîñòàâëÿÿ êàæäîìó γ ∈ML îãðàíè÷åíèå γ̂ ôóíêöèè γ̄ = f̄(γ) íà (0, c], çàäà¼ì
îïåðàòîð f̂ : ML →ML. Èùåì åãî íåïîäâèæíûå òî÷êè. Ïîêàæåì, ÷òî îïåðàòîð
f̂ ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì ñ êîíñòàíòîé K = L‖fxy ‖ + ‖f yy ‖ < 1. Ïóñòü γ1, γ2 ∈
ML, à γ̂1 = f̂(γ1), γ̂2 = f̂(γ2) � èõ îáðàçû, x̂0 ∈ (0, c] � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà.
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Îáîçíà÷èì gγ1
(x̂0) ÷åðåç x0. Èìååì

|γ̂2(x̂0)− γ̂1(x̂0)| ≤
≤ |γ̂2(x̂0)− γ̂2(f

x(x0, γ2(x0)))|+ |f y(x0, γ2(x0))− f y(x0, γ1(x0))| ≤

≤ L|fx(x0, γ1(x0))− fx(x0, γ2(x0))|+ |
∫ γ2(x0)

γ1(x0)

f yy (x0, y)dy| ≤

≤ L|
∫ γ2(x0)

γ1(x0)

fxy (x0, y) dy|+ |γ2(x0)− γ1(x0)| ‖f yy ‖ ≤

≤ L|γ2(x0)− γ1(x0)|‖fxy ‖+ |γ2(x0)− γ1(x0)| ‖f yy ‖ =

= K|γ2(x0)− γ1(x0)| ≤ Kd(γ2, γ1). (2.13)

Çäåñü d îáîçíà÷àåò ðàññòîÿíèå â ìåòðèêå C0. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè x̂0 èìååì

d(γ̂2, γ̂1) = sup
x̂0∈(0,c]

|γ̂2(x̂0)− γ̂1(x̂0)| ≤ Kd(γ2, γ1).

Ïî òåîðåìå Áàíàõà î íåïîäâèæíîé òî÷êå ñóùåñòâóåò ðîâíî îäíà ôóíêöèÿ γ∗(x) ∈
ML, ïåðåõîäÿùàÿ â ñåáÿ ïðè îòîáðàæåíèè f̂ .

Äîêàæåì, ÷òî îíà ïðèíàäëåæèò êëàññó C1. Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî CL
íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé γ′ : (0, c] → [−L,L], îãðàíè÷åííûõ ïî ìîäóëþ êîíñòàí-
òîé L. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå f̂ ′ : ML × CL → ML × CL, f̂ ′ : (γ, γ′) 7→ (γ̂, γ̂′),
ãäå ôóíêöèÿ γ̂′ ∈ CL çàäà¼òñÿ ñîîòíîøåíèåì

γ̂′(x) =
f yx(gγ(x), γ(gγ(x))) + γ′(gγ(x))f yy (gγ(x), γ(gγ(x)))

fxx (gγ(x), γ(gγ(x))) + γ′(gγ(x))fxy (gγ(x), γ(gγ(x)))
,

x ∈ (0, c]. Ôóíêöèÿ γ̂′ äåéñòâèòåëüíî ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó CL, òàê êàê â
ñèëó (2.9) è (2.10) èìååì

|γ̂′(x)| ≤
|f yx |+ L‖f yy ‖
fxx − L‖fxy ‖

< L
fxx − fxx (L‖fxy ‖+ ‖f yy ‖) + ‖f yy ‖

fxx − L‖fxy ‖
≤ L.

Äîïóñòèì, ÷òî γ ∈ ML � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà
f̂ ′(γ, dγdx) ðàâíî (γ̂, dγ̂dx). Äåéñòâèòåëüíî,

dγ̂

dx
(g−1
γ (x)) =

fy(x,γ(x))
dx

g−1
γ (x)
dx

=
f yx + dγ

dxf
y
y

fxx + dγ
dxf

x
y

.

Ïîêàæåì, ÷òî âòîðàÿ êîìïîíåíòà îïåðàòîðà f̂ ′ ñæèìàåò ïðîñòðàíñòâî CL íà
êîíñòàíòó K. Ïóñòü γ ∈ ML, γ

′
1, γ
′
2 ∈ CL, f̂ ′(γ, γ′1) = (γ̂, γ̂′1), f̂

′(γ, γ′2) = (γ̂, γ̂′2).
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Òîãäà â ñèëó (2.9) è (2.10) èìååì

|γ̂′2(g−1
γ (x))− γ̂′1(g−1

γ (x))| ≤

≤ |
f yx(x, γ(x)) + γ′2(x)f yy (x, γ(x))

fxx (x, γ(x)) + γ′2(x)fxy (x, γ(x))
−
f yx(x, γ(x)) + γ′1(x)f yy (x, γ(x))

fxx (x, γ(x)) + γ′1(x)fxy (x, γ(x))
| =

=
|(γ′2(x)− γ′1(x))(fxx (x, γ(x))f yy (x, γ(x)))− fxy (x, γ(x))f yx(x, γ(x))|
(fxx (x, γ(x)) + γ′2(x)fxy (x, γ(x)))(fxx (x, γ(x)) + γ′1(x)fxy (x, γ(x)))

≤

≤ ‖γ′2 − γ′1‖
fxx‖f yy ‖+ ‖fxy ‖|f yx |

(fxx − L‖fxy ‖)2
≤

≤ ‖γ′2 − γ′1‖
fxx (‖f yy ‖+ L‖fxy ‖(1− L‖fxy ‖ − ‖f yy ‖))

fxx (1 + L‖fxy ‖)− 2fxxL‖fxy ‖
=

= ‖γ′2 − γ′1‖
(‖f yy ‖+ L‖fxy ‖)(1− L‖fxy ‖)

1− L‖fxy ‖
= K‖γ′2 − γ′1‖.

Åñëè x ïðîáåãàåò èíòåðâàë (0, c], òî g−1
γ (x) ïðîáåãàåò èíòåðâàë (0, c′], ñîäåðæà-

ùèé (0, c]. Ïîýòîìó ‖γ̂′2− γ̂′1‖ ≤ K‖γ′2−γ′1‖, è âòîðàÿ êîìïîíåíòà f̂ ′ ñæèìàþùàÿ
ñ êîíñòàíòîé K < 1.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå äîêàçàíî â [56]:
Ïóñòü X, Y � ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà. Äîïóñòèì, ÷òî îòîáðàæåíèå

f : X → X îáëàäàåò ïðèòÿãèâàþùåé íåïîäâèæíîé òî÷êîé p (ò.å. ∀x ∈ X
limn→∞ f

n(x) = p). Ïóñòü F : X ×Y → X ×Y , F : (x, y) 7→ (f(x), gx(y)) òàêîå
íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå, ÷òî q ∈ Y � íåïîäâèæíàÿ òî÷êà îòîáðàæåíèÿ gp,
îòîáðàæåíèÿ gx ëèïøèöåâû ñ êîíñòàíòàìè Lip(gx), è lim supn→∞ Lip(gx) < 1
äëÿ âñåõ x ∈ X. Òîãäà (p, q) ÿâëÿåòñÿ ïðèòÿãèâàþùåé íåïîäâèæíîé òî÷êîé
îòîáðàæåíèÿ F .

Â íàøåì ñëó÷àå lim sup íå ïðåâûøàåò K, ïîýòîìó óòâåðæäåíèå ïðèìåíèìî
è îïåðàòîð f̂ ′ èìååò ïðèòÿãèâàþùóþ íåïîäâèæíóþ òî÷êó (γ∗, γ∗′) â ìíîæåñòâå
ML × CL. Ïóñòü γ ∈ ML � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {(f̂ ′)n(γ, dγdx)} ñòðåìèòñÿ ê òî÷êå (γ∗, γ∗′). Íî (f̂ ′)n(γ, dγdx) =

(f̂n(γ), df̂
n(γ)
dx ). Òàêèì îáðàçîì, f̂n(γ) → γ∗ ðàâíîìåðíî, à df̂n(γ)

dx → γ∗′. Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ γ∗ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà, è dγ∗

dx = γ∗′. Ëåììà
äîêàçàíà. 2

Ïóñòü îòîáðàæåíèå f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ëåììû î ãèïåðáîëè÷åñêîé òî÷-
êå. Òîãäà ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå limx→0 f(x, γ∗(x)) = (0, limx→0 γ

∗(x)). Â ýòîì
ñìûñëå îòîáðàæåíèå f ïðîäîëæàåòñÿ â òî÷êó (0, limx→0 γ

∗(x)), è ïîñëåäíÿÿ ÿâ-
ëÿåòñÿ åãî íåïîäâèæíîé òî÷êîé, â íåêîòîðîì ñìûñëå ãèïåðáîëè÷åñêîé.

Äîêàæåì åù¼ îäíî óòâåðæäåíèå, äàþùåå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå òîãî, ÷òî ôóíê-
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öèÿ γ∗ àíàëèòè÷íà. Ïóñòü n ≥ 3 íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ââåä¼ì íî-
âóþ ïåðåìåííóþ x̃ = x

1
n è îòîáðàæåíèå f̃ : (x̃, y) 7→ (f̃ x̃(x̃, y), f̃ y(x̃, y)) =

(fx(x̃n, y), f y(x̃n, y)), ñîîòâåòñòâóþùåå îòîáðàæåíèþ f â êîîðäèíàòàõ x̃, y. Òî-
ãäà ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå limx̃→0 f̃(x̃, γ∗(x̃n)) = (0, limx→0 γ

∗(x)), è òî÷êà
(0, limx→0 γ

∗(x)) ÿâëÿåòñÿ â íåêîòîðîì ñìûñëå íåïîäâèæíîé òî÷êîé òàêæå äëÿ
îòîáðàæåíèÿ f̃ .

Ëåììà (îá àíàëèòè÷íîñòè èíâàðèàíòíîé êðèâîé): Ïóñòü îòîáðàæåíèå f
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ëåììû î ãèïåðáîëè÷åñêîé òî÷êå. Äîïóñòèì äàëåå,
÷òî îòîáðàæåíèå f̃ ïðîäîëæàåòñÿ â îêðåñòíîñòü òî÷êè (0, limx→0 γ

∗(x)) äî

àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè, è ïðîèçâîäíàÿ ∂f̃ x̃

∂x̃ áîëüøå íóëÿ â ýòîé îêðåñòíîñòè.
Òîãäà ôóíêöèÿ γ∗(x) ïðîäîëæàåòñÿ íà îêðåñòíîñòü íóëÿ äî àíàëèòè÷åñêîé â
ýòîé îêðåñòíîñòè ôóíêöèè.

Äîêàçàòåëüñòâî: Çäåñü è äàëåå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèè ìíîæå-
ñòâà ML êàê îïðåäåë¼ííûå íà èíòåðâàëå [0, c]. Ýòî äîïóñòèìî è ïðè ýòîì ìíî-
æåñòâîML íå ñóæàåòñÿ, òàê êàê â ñèëó ëèïøèöåâîñòè ýòèõ ôóíêöèé ñóùåñòâóåò
ïðåäåë ïðè x→ 0.

Â ñèëó âûøåñêàçàííîãî òî÷êà (0, limx→0 γ
∗(x)) ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé

îòîáðàæåíèÿ f̃ . Âñëåäñòâèå óñëîâèÿ (2.8) èìååì f̃ x̃(0, y) ≡ 0. Ïî ëåììå Àäàìàðà

îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñîîòíîøåíèå f̃ x̃(x̃,y)
x̃ â ðàññìàòðèâàåìîé îêðåñòíîñòè òàêæå

ïðîäîëæàåòñÿ äî àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè îò x̃, y. Ïðè ýòîì èìååì f̃ x̃

x̃ (0, y) =
∂f̃ x̃

∂x̃ (0, y) > 0. Ñóçèì îêðåñòíîñòü íàñòîëüêî, ÷òîáû f̃ x̃

x̃ íèãäå íå îáðàùàëîñü â
íóëü. Òîãäà îáðàòíîå ñîîòíîøåíèå x̃

f̃ x̃
òàêæå ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé

îò x̃, y, ïðèíèìàþùåé ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ.
Ðàçëîæèì ôóíêöèè x̃

f̃ x̃
, f̃ y â ðÿä Òåéëîðà â òî÷êå (0, γ∗(0)). Îáîçíà÷èì ðàç-

íèöó y − γ∗(0) êîðîòêî ÷åðåç ȳ.

x̃

f̃ x̃
(x̃, y) =

∞∑
i,j=0

(bijx̃
iȳj), f̃ y(x̃, y) =

∞∑
i,j=0

(b′ijx̃
iȳj). (2.14)

Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî b00 > 0.
Ðàçîáü¼ì äîêàçàòåëüñòâî íà íåñêîëüêî øàãîâ.
Íà ïåðâîì øàãå ìû äîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ γ∗(x) ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì àíàëè-

òè÷åñêèõ ôóíêöèé. Â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû î ãèïåðáîëè÷åñêîé òî÷êå ôóíêöèÿ,
ïðåäñòàâëÿþùàÿ èíâàðèàíòíûé óñ, áûëà ïîñòðîåíà êàê ïðåäåë èòåðàòèâíîãî
ïðîöåññà â ïðîñòðàíñòâå ëèïøèöåâûõ ñ íåêîòîðîé êîíñòàíòîé L ôóíêöèé. Ïî-
êàæåì, ÷òî, åñëè íà÷àëüíàÿ ôóíêöèÿ àíàëèòè÷åñêàÿ, òî âñå ïîñëåäóþùèå ôóíê-
öèè, ïîëó÷àåìûå â õîäå ýòîãî ïðîöåññà, òàêæå áóäóò àíàëèòè÷åñêèìè. Äðóãèìè
ñëîâàìè, íåîáõîäèìî äîêàçàòü, ÷òî èç àíàëèòè÷íîñòè ôóíêöèè γ(x) ñëåäóåò àíà-
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ëèòè÷íîñòü ôóíêöèè γ̂(x). Àíàëèòè÷íîñòü, ðàçóìååòñÿ, ïîäðàçóìåâàåòñÿ òàêæå
â íóëå.

Èòàê, ïóñòü γ(x) ∈ ML � àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñ êîíñòàíòîé Ëèïøèöà
L. Òîãäà ôóíêöèè f̃ y(x̃, γ(x̃n)) è f̃ x̃(x̃, γ(x̃n)) ÿâëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêèìè ïî ïå-
ðåìåííîé x̃. Èìååì

df̃ x̃(x̃, γ(x̃n))

dx̃
=
∂f̃ x̃

∂x̃
+
∂f̃ x̃

∂y

dγ(x)

dx
nx̃n−1.

Â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè ïðîèçâîäíîé ∂f̃ x̃

∂y è ëèïøèöåâîñòè ôóíêöèè γ(x) âòî-
ðîå ñëàãàåìîå èìååò ïîðÿäîê θ(x̃n−1), ïðè ýòîì êîíñòàíòà ïåðåä x̃n−1 â ñîîò-
âåòñòâóþùåì íåðàâåíñòâå íå çàâèñèò îò âûáîðà ôóíêöèè γ(x). Ñ äðóãîé ñòîðî-

íû, ïðîèçâîäíàÿ ∂f̃ x̃

∂x̃ èìååò ïîðÿäîê Θ(1). Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ñóçèòü îêðåñò-
íîñòü òî÷êè (x, y) = (0, γ∗(0)) íàñòîëüêî, ÷òî íåçàâèñèìî îò âûáîðà γ(x) èìååì
df̃ x̃(x̃,γ(x̃n))

dx̃ > 0, åñëè (x, γ(x)) ëåæèò â ýòîé îêðåñòíîñòè.
Ïî òåîðåìå î íåÿâíîé ôóíêöèè îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî x̃ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â

âèäå àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè îò f̃ x̃(x̃, γ(x̃n)). Â ñâîþ î÷åðåäü, îòñþäà âûòåêàåò,
÷òî ôóíêöèÿ f̃ y(x̃, γ(x̃n)) = f y(x, γ(x)) òàêæå àíàëèòè÷íà ïî f̃ x̃(x̃, γ(x̃n)) =
fx(x, γ(x)). Íî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî γ̂(x) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé.

Èòàê, ôóíêöèÿ γ∗ ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé. Íà âòîðîì
øàãå ïîêàæåì, ïðèáëèæàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òî
ðÿäû Òåéëîðà â íóëå å¼ ÷ëåíîâ ïî÷ëåííî ñõîäÿòñÿ ê íåêîòîðîìó ôîðìàëüíîìó
ðÿäó.

Îáðàòèìñÿ ê íåðàâåíñòâó (2.13):

|γ̂2(x̂)− γ̂1(x̂)| ≤ |γ2(x)− γ1(x)|.

Çäåñü γ1, γ2 � äâå ôóíêöèè ñ ëèïøèöåâîé êîíñòàíòîé L, à γ̂1, γ̂2 � èõ îáðàçû ïðè
îòîáðàæåíèè f̂ . Äîïóñòèì, ÷òî γ1, γ2 àíàëèòè÷åñêèå. Èìååì x̂ = f̃ x̃(x̃, γ1(x̃

n)) =

Θ(x̃) = Θ(x
1
n ), îòñþäà x = Θ(x̂n).

Äîïóñòèì, ÷òî |γ2(x)−γ1(x)| = θ(xk) äëÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà k. Òîãäà íàõîäèì

|γ̂2(x̂)− γ̂1(x̂)| ≤ |γ2(x)− γ1(x)| = θ(xk) = θ(x̂nk).

Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè ïåðâûå k ÷ëåíîâ â ðàçëîæåíèè Òåéëîðà â íóëå ôóíêöèé
γ1, γ2 ñîâïàäàþò, òî â ðàçëîæåíèÿõ Òåéëîðà ôóíêöèé γ̂1, γ̂2 ñîâïàäàþò ïåðâûå
nk ÷ëåíîâ.

Âûáåðåì íà÷àëüíóþ ôóíêöèþ γ0 ïðèáëèæàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òàêèì
îáðàçîì, ÷òî γ0(0) = γ∗(0). Òîãäà limx→0 |γ0(x)−γ∗(x)| = 0. Îñòàëüíûå ôóíêöèè
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïðåäåëèì êàê γk = f̂k(γ0). Òîãäà â ñèëó (2.13) ïîëó÷àåì
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limx→0 |γ1(x) − γ∗(x)| ≤ limx→0 |γ0(x) − γ∗(x)| = 0. Îòñþäà ñëåäóåò γ1(0) =
γ0(0) = γ∗(0), è ïåðâûé ÷ëåí â ðàçëîæåíèÿõ Òåéëîðà ôóíêöèé γ0, γ1 ñîâïàäàåò.
Ñëåäîâàòåëüíî, â ðàçëîæåíèÿõ Òåéëîðà ôóíêöèé γk, γk+1 ñîâïàäàþò ïåðâûå nk

÷ëåíîâ. Â ÷àñòíîñòè, íà÷èíàÿ ñ ôóíêöèè γk ïåðâûå nk ÷ëåíîâ óæå íå ìåíÿþòñÿ.
Ñëåäîâàòåëüíî, ðÿäû Òåéëîðà â íóëå ôóíêöèé γk ïî÷ëåííî ñòðåìÿòñÿ ê íåêî-

òîðîìó ïðåäåëüíîìó ðÿäó
∑

i(aix
i). Îáîçíà÷èì ýòîò ðÿä ÷åðåç T .

Íà òðåòüåì øàãå äîêàçàòåëüñòâà ìû äîêàæåì, ÷òî ïðåäåëüíûé ðÿä T ñõî-
äèòñÿ â îêðåñòíîñòè íóëÿ, ïðåäúÿâèâ îöåíêó åãî ðàäèóñà ñõîäèìîñòè.

Ðàäèóñû ñõîäèìîñòè ðÿäîâ (2.14) áîëüøå íóëÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò
òàêàÿ êîíñòàíòà c′ > 0, ÷òî äëÿ âñåõ i, j, òàêèõ, ÷òî i + j ≥ 1, ñïðàâåäëèâû
íåðàâåíñòâà |bij| < (c′)i+j, |b′ij| < (c′)i+j. Âûáåðåì êîíñòàíòó c′ íàñòîëüêî áîëü-

øîé, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî (1 + 1
n)(1 +

√
b00)

2 < (c′)n−1

1+c′ . Ýòî âîçìîæíî,
ïîòîìó ÷òî â ñèëó n ≥ 3 ïðàâàÿ ñòîðîíà íåðàâåíñòâà ïðè c′ →∞ íåîãðàíè÷åííî
ðàñò¼ò.

Äîêàæåì, ÷òî ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ðÿäà T áîëüøå, ÷åì 1+c′

(c′)n . Ïðèìåíèì èí-
äóêöèþ ïî êîýôôèöèåíòàì ak ðÿäà T . Äîïóñòèì, ÷òî k ≥ 1 è ñóùåñòâóåò òàêîå
ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî c < (c′)n

1+c′ , ÷òî |ai| < ci äëÿ âñåõ i = 1, . . . , k − 1. Äëÿ k = 1
ýòî óñëîâèå âûïîëíåíî. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî
c̄ < (c′)n

1+c′ , ÷òî |ak| < c̄k.

Ïîëîæèì γ =
∑k−1

i=0 (aix
i) =

∑k−1
i=0 (aix̃

in). Ïîñòðîèì ñîîòâåòñòâóþùóþ ôóíê-
öèþ γ̂(x). Ñîãëàñíî ïåðâîìó øàãó äîêàçàòåëüñòâà ôóíêöèÿ γ̂(x) òàêæå ÿâëÿåòñÿ
àíàëèòè÷íîé. Òàê êàê â ðÿäå Òåéëîðà ôóíêöèè γ(x) ïåðâûå k ÷ëåíîâ ñîâïàäàþò
ñ ïåðâûìè k ÷ëåíàìè ðÿäà T , òî â ðÿäå ôóíêöèè γ̂(x) ïåðâûå nk ÷ëåíîâ ñîâ-
ïàäàþò ñ ïåðâûìè nk ÷ëåíàìè ðÿäà T . Â ÷àñòíîñòè, êîýôôèöèåíò ïåðåä xk â
ðÿäå γ̂(x) ðàâåí ak.

Îöåíèì ýòîò êîýôôèöèåíò. Ïî îïðåäåëåíèþ, ôóíêöèÿ γ̂(x) ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì ïîëó÷àåòñÿ èç ôóíêöèè γ(x). Ïîäñòàíîâêîé y = γ(x̃n) â ôóíêöèè f̃ y(x̃, y)
è f̃ x̃(x̃, y) ìû ïîëó÷àåì ôóíêöèè γ̂(x̃) è x̂(x̃). Çàòåì ïîñëåäíÿÿ ôóíêöèÿ îáðàùà-
åòñÿ è ïîäñòàâëÿåòñÿ â ïåðâóþ. Ðåçóëüòàò çàäà¼òñÿ ðÿäîì Áþðìàíà-Ëàãðàíæà
[12]:

γ̂(x̂) =
∞∑
k=1

1

k!

(
d

dx̃

)k−1
(
df̃ y(x̃, γ(x̃n))

dx̃

(
x̃

f̃ x̃(x̃, γ(x̃n))

)k)
|x̃=0x̂

k.

Îáîçíà÷èì êîýôôèöèåíòû ðÿäîâ Òåéëîðà ôóíêöèé x̃
f̃ x̃(x̃,γ(x̃n))

è f̃ y(x̃, γ(x̃n)) ÷åðåç

ρm è ρ′m, ò.å.
x̃
f̃ x̃

=
∑∞

m=0 ρmx̃
m, f̃ y =

∑∞
m=0 ρ

′
mx̃

m. Òîãäà êîýôôèöèåíò ak çàäà¼òñÿ
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ôîðìóëîé

ak =
1

k!

k−1∑
l=0

(
k − 1
l

)(
d

dx̃

)l+1

f̃ y(x̃)

(
d

dx̃

)k−1−l(
x̃

f̃ x̃(x̃)

)k
|x̃=0 =

=
1

k!

k∑
l=1

(
k − 1
l − 1

)
l! ρ′l

(
d

dx̃

)k−l( ∞∑
m=0

ρmx̃
m

)k

|x̃=0 =

=
k∑
l=1

l

k
ρ′l

∑
m1+···+mk=k−l

(ρm1
· · · · · ρmk

) =

=
∑

m1+···+mk+1=k−1

(
mk+1 + 1

k
ρm1
· · · · · ρmk

· ρ′mk+1+1

)
.

Çäåñü mi ïðîáåãàþò íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå ÷èñëà.
Ðàçîáü¼ì ñëàãàåìûå íà îòäåëüíûå ãðóïïû, â êîòîðûõ îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî

÷èñåë èç ìíîæåñòâà {m1, . . . ,mk} ðàâíî íóëþ.

ak =
k−1∑
µ=0

(
k

µ+ 1

) ∑
m1+···+mk−µ=k

(mk−µ

k
ρµ+1

0 ρm1
· · · · · ρmk−µ−1

· ρ′mk−µ

)
.

Çäåñü mi ïðîáåãàþò óæå òîëüêî ïîëîæèòåëüíûå öåëûå ÷èñëà.
Êîýôôèöèåíòû ρm, ρ

′
m íàõîäÿòñÿ èç ðàçëîæåíèé (2.14). Ïîäñòàâëÿÿ ðÿä ȳ =

γ(x)− γ(0) =
∑k−1

i=1 (aix
i) =

∑k−1
i=1 (aix̃

in) â ýòè ðàçëîæåíèÿ, íàõîäèì

∞∑
m=0

ρmx̃
m =

∞∑
i,j=0

(
bijx̃

i(
k−1∑
q=1

aqx̃
qn)j

)
,

∞∑
m=0

ρ′mx̃
m =

∞∑
i,j=0

(
b′ijx̃

i(
k−1∑
q=1

aqx̃
qn)j

)
.

Ïðèðàâíèâàíèåì êîýôôèöèåíòîâ ïîëó÷àåì

ρm =
∞∑

i,j=0

bij ∑
q1+···+qj=m−i

n

aq1
· · · · · aqj

 .

Çäåñü qi ïðîáåãàþò öåëûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà. Î÷åâèäíî âñå ñëàãàåìûå, äëÿ
êîòîðûõ m− i 6≡ 0 mod (n) èëè m−i

n < j, ðàâíû íóëþ. Îòñþäà íàõîäèì

ρm = bm0 +

[mn ]∑
j=1

[mn ]∑
i=j

b(m−in) j

∑
q1+···+qj=i

aq1
· · · · · aqj

 .
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Èñïîëüçóÿ îöåíêè |bij| ≤ (c′)i+j, |ai| < ci è óñëîâèå c < (c′)n

1+c′ , íàõîäèì äëÿ m ≥ 0:

|ρm| ≤ (c′)m +

[mn ]∑
j=1

[mn ]∑
i=j

(c′)m−in+j

(
i− 1
j − 1

)
ci =

= (c′)m +

[mn ]∑
i=1

(c′)m−in+1ci
i∑

j=1

(
i− 1
j − 1

)
(c′)j−1 =

= (c′)m+

[mn ]∑
i=1

(c′)m−in+1ci(1 + c′)i−1 = (c′)m

1+
c′

1 + c′

[mn ]∑
i=1

(
c(1 + c′)

(c′)n

)i
< (c′)m

(
1 + [

m

n
]
)
≤ m+ n

n
(c′)m.

Äëÿ m = 0 èìååì ρ0 = b00.
Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì |ρ′m| < m+n

n (c′)m ïðè m ≥ 1. Ïîäñòàâëÿÿ ýòè îöåíêè â
âûðàæåíèå äëÿ ak, ïîëó÷àåì

|ak| ≤
k−1∑
µ=0

(
k

µ+ 1

) ∑
m1+···+mk−µ=k

(
mk−µ

k
bµ+1

00

m1 + n

n
· · · · · mk−µ + n

n
(c′)k

)
.

Îöåíèì ïðîèçâåäåíèå m1+n
n · · · · · mk−µ+n

n . Ñóììà ìíîæèòåëåé ðàâíà k+n(k−µ)
n . Èç-

âåñòíî, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ìíîæèòåëåé ñ ôèêñèðîâàííîé ñóììîé ìàêñèìàëüíî,
åñëè âñå ìíîæèòåëè ðàâíû. Òàêèì îáðàçîì, íàõîäèì

|ak| ≤ (c′)k
k−1∑
µ=0

(
k

µ+ 1

)
bµ+1

00

(
k − 1

k − µ− 1

)(
1 +

k

n(k − µ)

)k−µ
.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(x) = (1 + c
x)x ïðè x > 0. Ïðîèçâîäíàÿ ýòîé ôóíêöèè

ïîëîæèòåëüíàÿ: f ′(x) = (1 + c
x)x(ln(1 + c

x)−
c
x

1+ c
x
) > 0. Ïîýòîìó

(
1 + k

n(k−µ)

)k−µ
≤(

1 + k
nk

)k
. Îòñþäà ïîëó÷àåì

|ak| ≤
(

1 +
1

n

)k
(c′)k

k−1∑
µ=0

(
k

µ+ 1

)(
k − 1
µ

)
bµ+1

00 =

=

(
1 +

1

n

)k
(c′)k

k−1∑
µ=0

µ+ 1

k

(
k

µ+ 1

)2√
b00

2(µ+1)
≤

≤
(

1 +
1

n

)k
(c′)k

(
k∑

µ=0

(
k
µ

)√
b00

µ

)2

=

(
c′
(

1 +
1

n

)
(1 +

√
b00)

2

)k
.
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Â ñèëó âûáîðà êîíñòàíòû c′ èìååì c′
(
1 + 1

n

)
(1 +

√
b00)

2 < (c′)n

1+c′ . Òàêèì îáðàçîì,

êîíñòàíòà c̄ = c′
(
1 + 1

n

)
(1+
√
b00)

2 óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì c̄ < (c′)n

1+c′ è |ak| ≤
c̄k.

Ìû äîêàçàëè, ÷òî ðÿä T èìååò íåíóëåâîé ðàäèóñ ñõîäèìîñòè. Ñëåäîâàòåëü-
íî, îí çàäà¼ò â îêðåñòíîñòè íóëÿ íåêîòîðóþ àíàëèòè÷åñêóþ ôóíêöèþ γ∗(x).
Åñëè ïðèìåíèòü ê ýòîé ôóíêöèè îòîáðàæåíèå f̂ , òî ðåçóëüòèðóþùàÿ ôóíêöèÿ
γ̂∗(x) òàêæå àíàëèòè÷åñêàÿ, è çàäàþùèé å¼ ðÿä ñîâïàäàåò ñ T . Òàêèì îáðàçîì,
ôóíêöèÿ γ∗ çàäà¼ò èíâàðèàíòíóþ îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèÿ f êðèâóþ, êîòîðàÿ
â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ñîâïàäàåò ñ êðèâîé, çàäàþùåéñÿ ôóíêöèåé γ∗. Ñëåäîâà-
òåëüíî, γ∗ = γ∗, è γ∗(x) àíàëèòè÷åñêàÿ. 2

2.4 Îñîáûå ðåæèìû

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ψ ñîïðÿæ¼ííûå ïåðåìåííûå, ïàðàìåòðèçóþùèå ñëîé â ïðî-
ñòðàíñòâå êîêàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ T ∗X íàä ôàçîâîé ïëîñêîñòüþ X ñ êàíî-
íè÷åñêîé ïðîåêöèåé πX : T ∗X → X.

Ôóíêöèÿ Ïîíòðÿãèíà ñèñòåìû (2.1),(2.2) àôôèííà ïî óïðàâëåíèþ. Ïðèíöèï
ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà [15] îïðåäåëÿåò óïðàâëåíèå â âèäå

u(x, ψ) = argmaxu∈[0,1]H(u, x, ψ) = argmaxu(H0(x, ψ) + uH1(x, ψ)) =

=

{
0 H1 < 0
1 H1 > 0,

(2.15)

H0 = −F + 〈ψ,A〉, H1 = −G+ 〈ψ,B〉. (2.16)

Âûïèøåì ïðèñîåäèí¼ííóþ ñèñòåìó. Èíäåêñ µ ïðîáåãàåò çíà÷åíèÿ 1, 2.

ψ̇ = −∂H
∂x

= ∇(F + uG)−
∑
µ

(ψµ∇Aµ + uψµ∇Bµ) (2.17)

Ìû íå ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé, êîãäà ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà ïåðåä ôóíêöèîíà-
ëîì ðàâåí íóëþ. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà ïîñòðîåíèè ôóíêöèè Áåëëìàíà,
êîòîðîå ïðîâîäèòñÿ ïðè íåíóëåâîì ìíîæèòåëå.

Óñëîâèå ñòàöèîíàðíîñòè ïî íåôèêñèðîâàííîìó âðåìåííîìó êîíöó çàïèñûâà-
åòñÿ â âèäå H = 0. Îòñþäà íàõîäèì

H0 = −uH1. (2.18)

Íóëåâîé óðîâåíü ôóíêöèè H1 ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ ïåðåêëþ÷åíèÿ â ïðî-
ñòðàíñòâå T ∗X. Îáîçíà÷èì åãî ïåðåñå÷åíèå ñ íóëåâûì óðîâíåì ãàìèëüòîíèàíà
÷åðåçM. Òàêèì îáðàçîìM îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèÿìè

H0(x, ψ) = 0, H1(x, ψ) = 0. (2.19)
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Óòâåðæäåíèå 2.8. Ïóñòü cosφ < 0. Òîãäà M ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñòðà-
òèôèöèðîâàííîå ìíîãîîáðàçèå. Äâà ñòðàòà, íàçîâ¼ì èõ M+,M−, ÿâëÿþò-
ñÿ ëîêàëüíûìè ñå÷åíèÿìè ðàññëîåíèÿ T ∗X íàä îáëàñòÿìè {x|dAB(x) > 0} è
{x|dAB(x) < 0} ñîîòâåòñòâåííî. Äâà ñòðàòà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïîëóïðÿ-
ìûå {(x, ψ)|x = 0, ψ1 = 0, ψ2 < 0} è {(x, ψ)|x = 0, ψ1 = 0, ψ2 > 0}. Ýòè
ïîëóïðÿìûå ñòûêóþòñÿ â íóëüìåðíîì ñòðàòå � òî÷êå (x = 0, ψ = 0).

Äîêàçàòåëüñòâî: Âûðàçèì êîîðäèíàòû ψ ñëîÿ ðàññëîåíèÿ T ∗X ÷åðåç H0,
H1. Óðàâíåíèÿ (2.16) ëèíåéíû ïî ψ è îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìû òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà îïðåäåëèòåëü dAB ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ íå ðàâåí íóëþ. Â ýòîì
ñëó÷àå

ψ =
1

dAB

(
B2 −A2

−B1 A1

)(
H0 + F
H1 +G

)
=

1

dAB

(
B2F − A2G+B2H0 − A2H1

−B1F + A1G−B1H0 + A1H1

)
,

(2.20)
è ñèñòåìà óðàâíåíèé (2.19) ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå

ψ =
1

dAB

(
B2F − A2G
−B1F + A1G

)
. (2.21)

Óðàâíåíèå (2.21) çàäà¼ò ñå÷åíèÿM+ èM−. Ïîêàæåì, ÷òî ïðè çàìûêàíèè ìíî-
æåñòâàM+ â π−1

X [U ] ê íåìó äîáàâëÿåòñÿ ïîëóïðÿìàÿ {x = 0, ψ1 = 0, ψ2 ≤ 0}.
Ãðàíèöåé ìíîæåñòâà {x ∈ U | dAB(x) > 0} â U ñëóæèò ïðÿìàÿ γAB. Ïîýòîìó

ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà M+, íå ëåæàùàÿ â M+, äîëæíà ïðèíàäëåæàòü
ïðîîáðàçó π−1

X [γAB]. Ïóñòü {(xn, ψ(xn)) ∈ M+} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê,
ñõîäÿùàÿñÿ ê ïðåäåëüíîé òî÷êå (x̄, ψ̄) 6∈ M+. Òîãäà x̄ ∈ γAB. Ðàññìîòðèì äâà
ñëó÷àÿ.

1. x̄ 6= x̃. Èìååì ψ2(xn) = −B1(xn)χ(xn)
dAB(xn) , ãäå χ = F − A1

B1
G. Ñïðàâåäëèâî

limn→∞B1(xn) 6= 0, limn→∞ dAB(xn) = 0, è â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ (2.6) è íåðàâåí-
ñòâà cosφ < 0 ñïðàâåäëèâî limn→∞ χ(xn) > 0. Äàëåå, B1(xn) > 0, dAB(xn) > 0,
ïîýòîìó limn→∞ ψ2(xn) = −∞. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {(xn, ψ(xn))}
íå ñõîäèòñÿ.

2. x̄ = x̃. Â U èìååì â ñèëó (2.3) B1 = 1 + θ(r), A1 = θ(r), G = θ(r2), F =
1
2(sinφx2

1 − cosφx2
2) + θ(r3). Ïîýòîìó −B1χ = 1

2(− sinφx2
1 + cosφx2

2) + θ(r3).
Âûáåðåì òàêîé óãîë ϕ0, ÷òî ctg2ϕ0|tgφ| < 1. Ýòî âîçìîæíî, ïîñêîëüêó cosφ 6= 0.
Ïóñòü òî÷êà x ∈ U òàêàÿ, ÷òî ctg2ϕ = x2

1

x2
2
≤ ctg2ϕ0. Òîãäà èìååì

− sinφx2
1 + cosφx2

2 ≤ cosφx2
2 + | sinφ|x2

1 = − cosφx2
2(−1 + |tgφ|x

2
1

x2
2

)

≤ − cosφx2
2(−1 + |tgφ|ctg2ϕ0) = −k x2

2,
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ãäå k � ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Ñëåäîâàòåëüíî, â îáëàñòè, çàäàþùåéñÿ íåðàâåí-
ñòâîì ctg2ϕ ≤ ctg2ϕ0, èìååì −B1χ = −Θ(r2).

Ïóñòü áåñêîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {(xn, ψ(xn))} ëåæàò â
ýòîé îáëàñòè. Òîãäà áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü ëåæèò â ýòîé îáëàñòè, ýòî íå ìåíÿåò ïðåäåë (x̄, ψ̄). Îòñþ-
äà íàõîäèì limn→∞

ψ1(xn)
ψ2(xn) = limn→∞

θ(r3)
−B1(xn)χ(xn) = limr→0 θ(r) = 0. Ïîýòîìó

ψ̄1 = limn→∞ ψ1(xn) = 0. Äàëåå, ψ2(xn) = −B1(xn)χ(xn)
dAB(xn) < 0, ïîýòîìó ψ̄2 ≤ 0.

Åñëè íåðàâåíñòâî ctg2ϕ ≤ ctg2ϕ0 âûïîëíåíî òîëüêî äëÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà
òî÷åê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {(xn, ψ(xn))}, òî áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî îíî íå âûïîëíÿåòñÿ íè äëÿ îäíîé òî÷êè. Â ýòîì ñëó÷àå íà òî÷êàõ
xn èìååì tg2ϕ = x2

2

x2
1
< tg2ϕ0, ñëåäîâàòåëüíî, x2

2 = θ(x2
1), r

2 = Θ(x2
1), x1 = Θ(r).

Òîãäà dAB = x1 + θ(r2) = Θ(r). Äëÿ ïðåäåëà ψ̄ ñëåäóåò ψ̄1 = limn→∞ ψ1(xn) =

limr→0
θ(r3)
Θ(r) = 0, ψ̄2 = limn→∞ ψ2(xn) = limr→0

θ(r2)
Θ(r) = 0. Òàê êàê ìíîæåñòâî

òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íåïóñòî, òî÷êà (x = ψ = 0) ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé
äëÿ ìíîæåñòâàM+.

Ïîêàæåì, ÷òî ëþáàÿ òî÷êà ïîëóïðÿìîé {(x, ψ) |x = 0, ψ1 = 0, ψ2 ≤ 0} ìîæåò
áûòü ïðåäåëüíîé. Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî ïàðàáîë πc = {x |x1 = cx2

2} íà ôàçîâîé
ïëîñêîñòè. Ðàçëîæèì ôóíêöèþ dAB â ðÿä Òåéëîðà â òî÷êå x̃. Ó÷èòûâàÿ (2.5),
èìååì dAB = x1+k11x

2
1+2k12x1x2+k22x

2
2+θ(r3), ãäå k11, k12, k22 � âòîðûå ÷àñòíûå

ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè dAB â x̃. Îãðàíè÷èâàÿ dAB íà êðèâóþ πc, ïîëó÷àåì dAB =
(c + k22)x

2
2 + θ(x3

2). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî ÷èñëà c > −k22 íàéä¼òñÿ òàêîå
ε = ε(c) > 0, ÷òî êóñî÷åê {x |x1 = cx2

2, x2 ∈ (0, ε)} ïàðàáîëû πc ëåæèò â îáëàñòè
{x | dAB(x) > 0} ⊂ U . Ðàññìîòðèì ôóíêöèè (2.21) íà ýòîì êóñî÷êå è èññëåäóåì
ïðåäåë ψ̄2 = limx2→0 ψ2(x2). Èìååì

ψ2 =
−B1χ

dAB
=

1
2(− sinφx2

1 + cosφx2
2) + θ(x3

2)

(c+ k22)x2
2 + θ(x3

2)
=

cosφ

2(c+ k22)
+ θ(x2).

Òàêèì îáðàçîì, ψ̄2 = cosφ
2(c+k22) . Èìååì cosφ < 0, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ïðîèç-

âîëüíîãî k < 0 íàéä¼òñÿ òàêîå c > −k22, ÷òî
cosφ

2(c+k22) = k. Ïîýòîìó òî÷êà
(x = 0, ψ1 = 0, ψ2 = k) ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé äëÿ ìíîæåñòâàM+.

Àíàëîãè÷íî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè çàìûêàíèè ìíîæåñòâà M− â π−1
X [U ] ê

íåìó äîáàâëÿåòñÿ ïîëóïðÿìàÿ {x = 0, ψ1 = 0, ψ2 ≥ 0}.
Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèé H0, H1 ïðåäåëüíûå òî÷êè ìíîæåñòâ M+,

M− ïðèíàäëåæàòM. Ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâîM ñîñòîèò òîëüêî èç ìíîãîîá-
ðàçèé M+,M− è ïðÿìîé {(x, ψ) |x = 0, ψ1 = 0}. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîêà-
çàòü, ÷òî åñëè x ∈ γAB, òî èç (x, ψ) ∈M ñëåäóåò x = 0, ψ1 = 0.

Â ñëó÷àå dAB = 0 ñòîëáöû ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ â (2.16) êîëëèíåàðíû
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âåêòîðó ïðàâîé ÷àñòè, ò.å. îïðåäåëèòåëü ñîñòàâëåííîé èç íèõ ìàòðèöû èñ÷åçàåò:

A1(G+H1)−B1(F +H0) = A1(G+H1)−B1(F − uH1) = 0. (2.22)

Ïîäñòàâëÿÿ H1 = 0, ïîëó÷àåì χ = F − A1G
B1

= 0 êàê óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè
ñèñòåìû (2.16). Â ñèëó óðàâíåíèÿ (2.6) îíî âûïîëíåíî òîëüêî â òî÷êå x̃. Ïîä-
ñòàâëÿÿ G(x̃) = 0 è, â ñèëó (2.3), B1(x̃) = 1, B2(x̃) = 0, èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ
(2.16) ïîëó÷àåì ψ1 = 0. Çäåñü ψ2 � ñâîáîäíûé ïàðàìåòð ðåøåíèÿ. Óòâåðæäåíèå
2.8 äîêàçàíî. 2

Ââåä¼ì â îêðåñòíîñòè U ñèñòåìó êîîðäèíàò (x1, ζ), ãäå ζ = −x2

x1
. Îíà îïðå-

äåëåíà âñþäó, êðîìå îñè Ox2. Çàôèêñèðóåì äâà ïðîèçâîëüíûõ ÷èñëà ζα, ζβ. Ðàñ-
ñìîòðèì ìíîæåñòâî K = {(x1, x2) ∈ U | − x2

x1
∈ [ζα, ζβ]} ∪ {x̃}. Åñëè îêðåñò-

íîñòü U äîñòàòî÷íà ìàëà, òî ìíîæåñòâî K ïåðåñåêàåòñÿ ñ êðèâîé γAB òîëüêî
â òî÷êå x̃. Ïðè óäàëåíèè òî÷êè x̃ ìíîæåñòâî K ðàñïàäàåòñÿ íà äâà ìíîæåñòâà
K+ = {(x1, x2) ∈ K | x1 > 0}, K− = {(x1, x2) ∈ K | x1 < 0}. Ïðè ýòîì íà ìíîæå-
ñòâå K+ èìååì dAB > 0, à íà ìíîæåñòâå K− � dAB < 0. Íà ìíîæåñòâàõ K+,K−
çàìåíà êîîðäèíàò (x1, x2)↔ (x1, ζ) âçàèìíî-îäíîçíà÷íà. Ïóñòü òî÷êå x̃ â ñèñòå-
ìå êîîðäèíàò (x1, ζ) ñîîòâåòñòâóåò îòðåçîê {0}× [ζα, ζβ]. Â K ïåðåìåííûå x1, x2

àíàëèòè÷åñêè çàâèñÿò îò x1, ζ.
Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 2.8 ìíîæåñòâà K+,K− îáëàäàþò ïîäíÿòèÿìè íà ìíî-

ãîîáðàçèÿM+,M− â T ∗X. Íà ýòèõ ïîäíÿòèÿõ óðàâíåíèÿ (2.21) çàäàþò ψ êàê
ôóíêöèè îò x è, ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííûõ, êàê ôóíêöèè îò x1, ζ.

Óòâåðæäåíèå 2.9. Ïóñòü ôóíêöèè A,B, F,G ïðèíàäëåæàò êëàññó Ck, ãäå
k ≥ 1 (êëàññó Cω). Òîãäà ôóíêöèè (2.21) íà ìíîæåñòâå K+ ∪ K−, ðàññìàò-
ðèâàåìûå êàê ôóíêöèè îò x1, ζ, äîïóñêàþò ïðîäîëæåíèå íóë¼ì íà îòðåçîê
{0} × [ζα, ζβ] äî ôóíêöèé êëàññà Ck−1 (êëàññà Cω).

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïðåäñòàâèì ψ â âèäå

ψ =
x1

dAB

1

x1

(
B2F − A2G
−B1F + A1G

)
.

Ïåðåìåííûå x ÿâëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè îò x1, ζ. Ïîýòîìó âûðà-
æåíèÿ â ñêîáêå êàê ôóíêöèè îò ïåðåìåííûõ x1, ζ ïðèíàäëåæàò êëàññó Ck (Cω),
ðîâíî êàê è âåëè÷èíà dAB. Íà ìíîæåñòâå K âûðàæåíèÿ â ñêîáêå èìåþò ïîðÿäîê
θ(r2) = θ(x2

1), à dAB èìååò ïîðÿäîê Θ(x1). Ïî ëåììå Àäàìàðà ñîîòíîøåíèå
dAB
x1

ïðîäîëæàåòñÿ íà {0} × [ζα, ζβ] äî ôóíêöèè êëàññà Ck−1 (Cω), íå îáðàùàþùåé-
ñÿ â íóëü. Ïîýòîìó ñîîòíîøåíèå x1

dAB
òàêæå ïðîäîëæàåòñÿ äî ôóíêöèè êëàññà

Ck−1 (Cω) ïî ïåðåìåííûì x1, ζ. Ñîîòíîøåíèå âûðàæåíèé â ñêîáêå è x1 ïî ëåì-
ìå Àäàìàðà òîæå ïðîäîëæàåòñÿ äî ôóíêöèé êëàññà Ck−1 (Cω). Îòñþäà ñëåäóåò
óòâåðæäåíèå. 2
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Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî K̂ ∈ M, ñîñòîÿùåå èç ïîäíÿòèé ìíîæåñòâ K+,K− íà
M è òî÷êè (x = 0, ψ = 0). Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 2.9 îíî çàäà¼òñÿ ôóíêöèåé
ψ(x1, ζ) êëàññà C2.

Ñëåäñòâèå 2.1. Ôóíêöèè ψ íà ìíîæåñòâå K̂ èìåþò ïîðÿäîê θ(r). 2

Âû÷èñëèì îñîáûå òðàåêòîðèè, ëåæàùèå íà M, â ñëó÷àå cosφ < 0. Ïóñòü
cosφ < 0. Ñóùåñòâóåò ñòàíäàðòíûé ìåòîä (ñì. [46]) âû÷èñëåíèÿ îñîáûõ ðåæè-
ìîâ. Îí ñîñòîèò â äèôôåðåíöèðîâàíèè òîæäåñòâà ∂H

∂u ≡ 0 ïî âðåìåíè â ñè-
ëó óðàâíåíèé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû. Åñëè ôóíêöèÿ Ïîíòðÿãèíà èìååò âèä
H = H0 + uH1, òî ïðîèçâîäíûå

(
d
dt

)h ∂H(u,x,ψ)
∂u = 0 ðàâíû adhHH1, ãäå ad

0
HH1 =

H1, ad
n+1
H H1 = {H, adnHH1}. ×åðåç {·, ·} îáîçíà÷åíà ñêîáêà Ïóàññîíà.

Äëÿ ïðîèçâîäíîé Ḣ1 èìååì ñ ó÷¼òîì (2.16)

Ḣ1 = {H,H1} = {H0, H1} = (2.23)

=
∑
µ

(
Aµ

(
− ∂G
∂xµ

+ 〈ψ, ∂B
∂xµ
〉
)
−
(
− ∂F
∂xµ

+ 〈ψ, ∂A
∂xµ
〉
)
Bµ

)
= 〈ψ, [A,B]〉+

∑
µ

(
−Aµ

∂G

∂xµ
+Bµ

∂F

∂xµ

)
. (2.24)

Èññëåäóåì ñíà÷àëà ïðÿìóþ {(x, ψ) |x = 0, ψ1 = 0}. Ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèÿ
A,B, F,G è èõ ïðîèçâîäíûõ â òî÷êå x̃ â ñèëó (2.3), íàõîäèì

Ḣ1 = 〈ψ,− ∂A
∂x1
〉 = ψ2 = 0. (2.25)

Äèôôåðåíöèðóÿ âûðàæåíèå (2.23) ñ ó÷¼òîì (2.17) äàëüøå ïî t è ïîäñòàâëÿÿ
ψ = 0, ïîëó÷èì

Ḧ1 = 〈ψ̇, [A,B]〉+
d

dt

∂F

∂x1
= u

∂2F

∂x2
1

= u sinφ. (2.26)

Óòâåðæäåíèå 2.10. Åñëè cosφ < 0 è sinφ 6= 0, òî òî÷êà (x = 0, ψ = 0) ∈
T ∗X ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñòàöèîíàðíûé îñîáûé ðåæèì ïåðâîãî (ãëîáàëüíîãî)
ïîðÿäêà.

Äîêàçàòåëüñòâî: Êîýôôèöèåíò sinφ ïåðåä óïðàâëåíèåì u â âûðàæåíèè
äëÿ Ḧ1 íå èñ÷åçàåò, ïîýòîìó îñîáûé ðåæèì â òî÷êå (x = 0, ψ = 0) èìååò ãëîáàëü-
íûé ïîðÿäîê 1. Çíà÷åíèå óïðàâëåíèÿ u îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ Ḧ1 = 0. Îòñþäà
u ≡ 0, è â ñèëó (2.1),(2.17) èìååì ẋ = ψ̇ = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, x ≡ 0, ψ ≡ 0. 2
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Ðàññìîòðèì ñëó÷àé (x, ψ) ∈ M, x 6= x̃. Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 2.8 èìååì
dAB 6= 0. Ïîäñòàâèì (2.20) è (2.18) â (2.23). Ïîëó÷èì íåÿâíîå ëèíåéíîå äèô-
ôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

dABḢ1 = 〈
(
−A2 − uB2

A1 + uB1

)
, [A,B]〉H1 + 〈

(
B2F − A2G
−B1F + A1G

)
, [A,B]〉−

− dABDAG+ dABDBF

îòíîñèòåëüíî H1. Îáîçíà÷èì íåîäíîðîäíîñòü â ïðàâîé ÷àñòè ÷åðåç C, à âåêòîð
A+ uB ÷åðåç Q. Óïðîñòèì êîýôôèöèåíò ïåðåä H1. Îïðåäåëèì ìàòðèöó

I =

(
0 1
−1 0

)
.

Èìååì â ñèëó êîñîñèììåòðè÷íîñòè ñêîáîê Ëè

〈
(
−Q2

Q1

)
, [A,B]〉 = −〈IQ, [Q,B]〉

= −〈IQ,DQB〉+ 〈IQ,DBQ〉+DQ〈Q, IB〉 − 〈DQQ, IB〉 − 〈Q,DQ(IB)〉.
Â ñèëó êîñîñèììåòðè÷íîñòè I ïåðâîå è ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå ñîêðàùàþòñÿ. Ïå-
ðåíåñ¼ì ìàòðèöó I âî âòîðîì è ÷åòâ¼ðòîì ñëàãàåìîì â äðóãîé ñîìíîæèòåëü. Ñ
ó÷¼òîì I2 = −E è AµBν −BµAν = dABIµν ïîëó÷èì

−〈IQ, [Q,B]〉 = DQ〈A, IB〉 − 〈Q, IDBQ〉+ 〈IDQQ,B〉 =

= ḋAB − 〈Q, 〈B,∇〉(IQ)〉+ 〈B, 〈Q,∇〉(IQ)〉 =

= ḋAB − 〈A, 〈B,∇〉(IQ)〉+ 〈B, 〈A,∇〉(IQ)〉 =

= ḋAB +
∑
µ,ν

(−AµBν∇ν(IQ)µ +BµAν∇ν(IQ)µ) =

= ḋAB + dAB
∑
µ,ν,κ

IνµIµκ∇νQκ = ḋAB − dAB
∑
ν,κ

δνκ∇νQκ =

= ḋAB − dAB tr
∂Q

∂x
. (2.27)

Â èòîãå, èç óðàâíåíèÿ (2.18) ñëåäóåò

dABḢ1 =

(
ḋAB − dAB tr

∂Q

∂x

)
H1 + C. (2.28)
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Äîïóñòèì, ÷òî dAB 6= 0 íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå [t, t0]. Òîãäà óðàâíåíèå (2.28) íå
èìååò îñîáåííîñòåé íà ýòîì èíòåðâàëå, è åãî ðåøåíèå çàïèøåòñÿ â âèäå

H1(t) = −e
∫ t
t0

(
ḋAB
dAB
−tr∂Q∂x

)
dτ
∫ t0

t

e
−
∫ τ
t0

(
ḋAB
dAB
−tr∂Q∂x

)
dσ C

dAB
dτ + e

∫ t
t0

(
ḋAB
dAB
−tr∂Q∂x

)
dτ
H1(t0).

(2.29)
ÍàM+ èM− èìååì H1 = 0, ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâî Ḣ1 = C

dAB
. Óñëîâèå

îñîáîãî ðåæèìà Ḣ1 = 0 çàïèøåòñÿ â âèäå C = 0.

Óòâåðæäåíèå 2.11. Ôóíêöèÿ C : U → R ïðèíàäëåæèò êëàññó C2 è ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ â âèäå

C =
1

2

(
sinφx2

1 + cosφx2
2

)
+ ρ(x), (2.30)

ãäå ρ = θ(r3), ∇ρ = θ(r2), ∂2ρ
∂x2 = θ(r). Åñëè φ ∈ (π, 3

2π), òî êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà
(2.30) îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà, è C < 0 â U \{x̃}. Åñëè φ ∈ (π2 , π), òî ãëàâíû-
ìè îñÿìè ôîðìû (2.30) ÿâëÿþòñÿ êîîðäèíàòíûå îñè. Â ýòîì ñëó÷àå íóëåâîé
óðîâåíü ôóíêöèè C ñîñòîèò èç äâóõ ïåðåñåêàþùèõñÿ â òî÷êå x̃ êðèâûõ êëàññà
C1. Óäàëåíèåì òî÷êè x̃ ýòè êðèâûå ðàñïàäàþòñÿ íà ÷åòûðå âåòêè, ñòûêóþ-
ùèåñÿ â x̃ è òðàíñâåðñàëüíûå êîîðäèíàòíûì îñÿì. Ýòè âåòêè ïðèíàäëåæàò
êëàññó C2. Îêðåñòíîñòü U äåëèòñÿ ýòèìè âåòêàìè íà ÷åòûðå îáëàñòè. Â
îáëàñòÿõ, â êîòîðûõ ëåæèò îñü Ox2, èìååì C < 0, à â äâóõ äðóãèõ îáëàñòÿõ
èìååì C > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïî îïðåäåëåíèþ

C = 〈
(

B2F − A2G
−B1F + A1G

)
, [A,B]〉 − dABDAG+ dABDBF. (2.31)

Òàê êàê â âûðàæåíèè (2.31) ó÷àñòâóþò ïåðâûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé êëàññà C3,
òî ôóíêöèÿ C ïðèíàäëåæèò êëàññó C2. Ïîêàæåì, ÷òî å¼ ãëàâíàÿ ÷àñòü ñîâïàäàåò
ñ ôîðìîé (2.30). Ðàçëàãàÿ ôóíêöèè A,B, F,G è èõ ïðîèçâîäíûå â ðÿä Òåéëîðà
ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé (2.3), ïîëó÷àåì

C = 〈
(

θ(r3)
−F + θ(r3)

)
,−DBA+ θ(r)〉+ dAB(DBF + θ(r2)) =

= −F + x1
∂F

∂x1
+ θ(r3) = −1

2

(
sinφx2

1 − cosφx2
2

)
+ sinφx2

1 + θ(r3) =

=
1

2

(
sinφx2

1 + cosφx2
2

)
+ θ(r3).
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Èññëåäóåì ðàçíèöó ρ = C − 1
2

(
sinφx2

1 + cosφx2
2

)
= θ(r3). Èç (2.31) ñëåäóåò,

÷òî

ρ = (B2F − A2G)(DAB1 −DBA1) + (−B1F + A1G)DAB2 − A1GDBA2 +

+B1F B2
∂A2

∂x2
− dABDAG+ dABB2

∂F

∂x2
+ (B1−1)

(
B1F

∂A2

∂x1
+ dAB

∂F

∂x1

)
+(B1 − 1)F

∂A2

∂x1
+ (dAB − x1)

∂F

∂x1
+ F

(
∂A2

∂x1
+ 1

)
−

−
(
F − 1

2

(
sinφx2

1 − cosφx2
2

))
+ x1

(
∂F

∂x1
− sinφx1

)
.

Òàêèì îáðàçîì, ρ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó ÷ëåíîâ ïîðÿäêà θ(r3). Â êàæäîå
ñëàãàåìîå ëèáî âõîäèò ìíîæèòåëü êëàññà C3, èìåþùèé ïîðÿäîê θ(r3), ëèáî îíî
ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì äâóõ ôóíêöèé êëàññà C2, èìåþùèõ ïîðÿäêè θ(r2) è
θ(r) ñîîòâåòñòâåííî. Äèôôåðåíöèðóÿ ôóíêöèþ ρ è ïðèìåíÿÿ óòâåðæäåíèå 2.3,
óáåæäàåìñÿ â òîì, ÷òî

∇ρ = θ(r2),
∂2ρ

∂x2
= θ(r). (2.32)

Ïðè ýòîì íåñóùåñòâåííî, ÷òî îêðåñòíîñòü U íåêîìïàêòíà, ïîñêîëüêó å¼ ìîæíî
óìåíüøèòü òàê, ÷òîáû îíà ëåæàëà âíóòðè êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà.

Ïóñòü φ ∈ (π2 , π). Ïåðåéä¼ì ê ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Â ñèëó (2.32)
èìååì ∂ρ

∂ϕ = − ∂ρ
∂x1

r sinϕ+ ∂ρ
∂x2

r cosϕ = θ(r3), ïîýòîìó

C =
r2

2
(sinφ cos2 ϕ+ cosφ sin2 ϕ) + θ(r3), (2.33)

∂C

∂ϕ
= r2 cosϕ sinϕ (cosφ− sinφ) + θ(r3).

Ðàññìîòðèì ýòè âûðàæåíèÿ íà îêðóæíîñòè ðàäèóñà r > 0 è ïðèðàâíèì èõ íóëþ:

C = 0 ⇒ tgϕ = ±
√
−tgφ+ θ(r),

∂C

∂ϕ
= 0 ⇒ cosϕ sinϕ = θ(r). (2.34)

Îáîçíà÷èì ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ tgϕ = ±
√
−tgφ ÷åðåç ϕi, i = 1, . . . , 4. Ïóñòü ϕi

çàíóìåðîâàíû òàê, ÷òî ϕi ∈ ((i− 1)π2 , i
π
2 ). Çàôèêñèðóåì òàêîå ε > 0, íå çàâèñÿ-

ùåå îò r, ÷òî èíòåðâàëû Vi = (ϕi − ε, ϕi + ε), Wi = (i π2 − ε, i
π
2 + ε) mod (2π)

íà îêðóæíîñòè S1 ïîïàðíî äèçúþíêòíû. Èç óðàâíåíèé (2.34) ñëåäóåò, ÷òî ïðè
äîñòàòî÷íî ìàëîì r óðàâíåíèå C(r, ϕ) = 0 âûïîëíåíî òîëüêî òîãäà, êîãäà ϕ ∈ Vi
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äëÿ êàêîãî-òî i ∈ {1, . . . , 4}, à óðàâíåíèå ∂C
∂ϕ (r, ϕ) = 0 âûïîëíåíî òîëüêî òîãäà,

êîãäà ϕ ∈ Wi äëÿ êàêîãî-òî i ∈ {1, . . . , 4}. Äàëåå, èç ðàçëîæåíèÿ (2.30) ñëå-
äóåò, ÷òî C(r, ϕ) < 0, åñëè ϕ ∈ W1 ∪ W3, è C(r, ϕ) > 0, åñëè ϕ ∈ W2 ∪ W4.
Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ C(r, ϕ), îãðàíè÷åííàÿ íà îêðóæíîñòü ðàäèóñà r, íà
äâóõ êîíöàõ êàæäîãî èç èíòåðâàëîâ Vi èìååò ðàçíûå çíàêè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
ïðîèçâîäíàÿ ∂C

∂ϕ íå èìååò íóëåé âíóòðè èíòåðâàëîâ Vi, òàê êàê Vi è Wi íå ïåðå-
ñåêàþòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, â êàæäîì èíòåðâàëå Vi ôóíêöèÿ C èìååò ðîâíî îäèí
íóëü. Îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç ϕ̂i. Çíà÷åíèÿ ϕ̂i çàâèñÿò îò ðàäèóñà r. Â ñèëó (2.34)
ñïðàâåäëèâî limr→0 ϕ̂i(r) = ϕi.

Ôóíêöèÿ C ïðèíàäëåæèò êëàññó C2 ïî ïåðåìåííûì r, ϕ. Òàê êàê ñïðàâåä-
ëèâî ∂C

∂ϕ (r, ϕ̂i(r)) 6= 0, òî ïî òåîðåìå î íåÿâíîé ôóíêöèè, ôóíêöèè ϕ̂i(r), êî-
òîðûå çàäàþòñÿ óðàâíåíèåì C(r, ϕ̂i(r)) = 0, òàêæå ïðèíàäëåæàò êëàññó C2

ïðè r > 0. Ôóíêöèè ϕ̂i(r) îïðåäåëÿþò ÷åòûðå êðèâûå êëàññà C2, êîòîðûå
ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç γCi ñîîòâåòñòâåííî. Îáúåäèíèì γC1, γC3 è òî÷êó x̃ â îä-
íó êðèâóþ. Ïîêàæåì, ÷òî ïîñëåäíÿÿ êëàññà C1. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü íåïðå-
ðûâíîñòü ïåðâîé ïðîèçâîäíîé dx2

dx1
â òî÷êå x̃. Èìååì tgϕ1 = tgϕ3 =

√
−tgφ.

Ñëåäîâàòåëüíî, dx2

dx1
(x̃) = limx1→0

x2

x1
= limr→0 tgϕ̂1 = limr→0 tgϕ̂3 =

√
−tgφ.

Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ dx2

dx1
íà êðèâîé γC3. Â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ (2.32) èìååì

∂ρ
∂r = ∂ρ

∂x1
cosϕ+ ∂ρ

∂x2
sinϕ = θ(r2). Îòñþäà ∂C

∂r = r(sinφ cos2 ϕ+cosφ sin2 ϕ)+θ(r2).
Èìååì sinφ cos2 ϕ1 + cosφ sin2 ϕ1 = 0, ϕ̂1 = ϕ1 + θ(r), ïîýòîìó sinφ cos2 ϕ̂1 +
cosφ sin2 ϕ̂1 = θ(r). Òàêèì îáðàçîì, íà êðèâîé γC3 èìååì ∂C

∂r = θ(r2). Äàëåå,
ñïðàâåäëèâî ∂C

∂ϕ (r, ϕ̂1(r)) = r2 cos ϕ̂1 sin ϕ̂1 (cosφ− sinφ) + θ(r3) = −Θ(r2). Ñëå-

äîâàòåëüíî, ïðîèçâîäíàÿ dϕ̂1

dr = − ∂C/∂r
∂C/∂ϕ = θ(r2)

−Θ(r2) = θ(1) îãðàíè÷åíà. Èìååì

dx2

dx1
=

dx2

dr
dx1

dr

=

∂x2

∂r + ∂x2

∂ϕ
dϕ̂1

dr

∂x1

∂r + ∂x1

∂ϕ
dϕ̂1

dr

=
sin ϕ̂1 + r cos ϕ̂1 θ(1)

cos ϕ̂1 − r sin ϕ̂1 θ(1)
=

= tgϕ̂1 + θ(r) =
√
−tgφ+ θ(r).

Êîìáèíèðóÿ ýòî óðàâíåíèå ñ ïåðâûì óðàâíåíèåì (2.34), íàõîäèì

dx2

dx1
=
x2

x1
+ θ(r). (2.35)

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì íà êðèâîé γC1 ñîîòíîøåíèå
dx2

dx1
=
√
−tgφ+ θ(r). Îòñþäà

íàõîäèì, ÷òî íà îáúåäèíåíèè êðèâûõ γC1,γC3 è òî÷êè x̃ ñïðàâåäëèâî limx1→0
dx2

dx1
=√

−tgφ. Ýòî çíà÷åíèå ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì ïðîèçâîäíîé â òî÷êå x̃. Ñëåäî-
âàòåëüíî, êðèâûå γC1,γC3 è òî÷êà x̃ îáðàçóþò êðèâóþ êëàññà C1. Àíàëîãè÷íî
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äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî êðèâûå γC2,γC4 è òî÷êà x̃ îáðàçóþò êðèâóþ êëàññà C1, è íà
ýòîé êðèâîé dx2

dx1
(x̃) = −

√
−tgφ. Óòâåðæäåíèå 2.11 äîêàçàíî. 2

Îòìåòèì, ÷òî âåòêè γCi ðàñïîëîæåíû òðàíñâåðñàëüíî ê êðèâîé γAB. Ïîýòîìó
ôóíêöèÿ dAB íà íèõ èìååò ïîðÿäîê ±Θ(r), â ÷àñòíîñòè îíà íå îáðàùàåòñÿ â
íóëü. Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 2.8 âåòêè γCi èìåþò ïîäíÿòèÿ íàM. Îáîçíà÷èì ýòè
ïîäíÿòèÿ ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç γ̂Ci, i = 1, . . . , 4. γ̂C1 è γ̂C4 ëåæàò íàM+, à γ̂C2

è γ̂C3 � íàM−.
Âåðí¼ìñÿ ê âû÷èñëåíèþ îñîáûõ ðåæèìîâ íà ìíîãîîáðàçèÿõM+ èM−. Âû-

÷èñëèì âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ Ḧ1. Ïîäåëèì (2.28) íà dAB è ïðîäèôôåðåíöèðóåì
ïî t. Ó÷èòûâàÿ H1 = 0, Ḣ1 = C

dAB
, ïîëó÷àåì

Ḧ1 =
d

dt

(
ḋAB
dAB
− tr

∂Q

∂x

)
H1 +

ḋAB
dAB

Ḣ1 − tr
∂Q

∂x
Ḣ1 +

Ċ

dAB
− CḋAB

d2
AB

=

= − C

dAB
tr
∂Q

∂x
+

Ċ

dAB
. (2.36)

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé φ ∈ (π2 , π). Íà êðèâûõ γCi èìååì C = 0, è (2.36) â ñèëó (2.30)
ïåðåõîäèò â

Ḧ1 =
Ċ

dAB
=
DAC

dAB
+ u

DBC

dAB
=

1

dAB

(
A1

∂C

∂x1
+ A2

∂C

∂x2
+ u

(
B1

∂C

∂x1
+B2

∂C

∂x2

))
.

Ðàçëàãàÿ ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè C â ðÿä Òåéëîðà, íàõîäèì â ñèëó óòâåðæäåíèÿ
2.11

Ḧ1 =
1

dAB

[
A1 sinφx1 + A2 cosφx2 + θ(r3) + u

(
sinφx1 + θ(r2)

)]
.

Êîýôôèöèåíò ïðè u ïîëîæèòåëüíûé, è îñîáûé ðåæèì íà êðèâûõ γ̂Ci èìååò
ãëîáàëüíûé ïîðÿäîê 1 è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Êýëëè [46]. Óñëîâèå Ḧ1 = 0
îïðåäåëÿåò óïðàâëåíèå â âèäå u = −DAC

DBC
. Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (2.3) è ðàçëà-

ãàÿ â ðÿä Òåéëîðà, íàõîäèì u = −αx1−x2 + ctgφx2 + θ(r2). Èññëåäóåì, êîãäà u
ëåæèò â èíòåðâàëå äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé [0, 1]. Âûðàæåíèå (2.30) ðàâíî íóëþ,
ïîýòîìó ctgφ = −x2

1

x2
2

+ θ(r) è u = − 1
x2

(x2
1 + αx1x2 + x2

2) + θ(r2) < 1. Â ñèëó
(2.7) èìååì u ≥ 0 òîëüêî â ñëó÷àå x2 < 0. Òàêèì îáðàçîì, îñîáûìè ðåæèìàìè
ÿâëÿþòñÿ êðèâûå γ̂C3 è γ̂C4. Íà ïðîåêöèè γC3 ôàçîâàÿ òî÷êà ïðèáëèæàåòñÿ ê x̃,
íà γC4 � óäàëÿåòñÿ. Ïðèáëèæåíèå è óäàëåíèå ïðîèñõîäÿò çà áåñêîíå÷íîå âðåìÿ.

Âû÷èñëèì çíàê âòîðîé ïðîèçâîäíîé Ḧ1 íà îñîáîì ðåæèìå γ̂C3, åñëè u ïðè-
íèìàåò çíà÷åíèÿ 0 èëè 1. Ïðè u = 0 èìååì Ḧ1 = DAC

dAB
= (−DAC

DBC
)(−DBC

dAB
). Êàê

âûøå áûëî óñòàíîâëåíî, íà γ̂C3 ñïðàâåäëèâî (−DAC
DBC

) > 0. Äàëåå, dAB < 0,
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DBC = sinφx1 + θ(r2) < 0, ïîýòîìó DAC
dAB

< 0. Ôóíêöèÿ Ḧ1 ëèíåéíà ïî u è

â èíòåðâàëå (0, 1) èìååò íóëü. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè u = 1 èìååì Ḧ1 > 0. Ìû
äîêàçàëè ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 2.12. Íà îñîáîì ðåæèìå γ̂C3 ñïðàâåäëèâî Ḧ1 < 0 â ñëó÷àå u = 0,
è Ḧ1 > 0 â ñëó÷àå u = 1. 2

2.5 Íåêîòîðûå ñâîéñòâà ñèñòåìû

Óðàâíåíèå (2.22) çàäà¼ò ôóíêöèþ H1 íà êðèâîé γAB. Ðàçðåøàÿ åãî, ïîëó÷àåì

H1 =
−A1G+B1F

Q1
=
〈BF − AG, e1〉
〈Q, e1〉

=
〈BF − AG, V 〉
〈A+ uB, V 〉

. (2.37)

Âñëåäñòâèå êîëëèíåàðíîñòè âåêòîðîâ BF − AG è Q = A + uB åäèíè÷íûé îðò
e1 = (1, 0) ìîæíî çàìåíèòü ëþáûì âåêòîðîì V , íåîðòîãîíàëüíûì âåêòîðó Q.

Ïóñòü òåïåðü u ∈ R ïðîèçâîëüíîå, íåçàâèñèìî îò óñëîâèÿ (2.15). Ðàññìîòðèì
ïðîèçâîëüíóþ òðàåêòîðèþ σ ñèñòåìû ẋ = Q è èññëåäóåì å¼ ïîäíÿòèÿ â ðàñøè-
ðåííîå ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (2.1),(2.17) ñ ãàìèëüòîíè-
àíîì H = H0 + uH1.

Íà íóëåâîì óðîâíå ãàìèëüòîíèàíà ëåæèò îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî òà-
êèõ ïîäíÿòèé, ðàçëè÷àþùèõñÿ çíà÷åíèåì âåëè÷èíû H1. Ýâîëþöèÿ ôóíêöèè H1

íà òðàåêòîðèÿõ ýòîãî ñåìåéñòâà ïîä÷èíÿåòñÿ óðàâíåíèþ (2.28). Ýòî óðàâíåíèå
çàäà¼ò íåêîòîðûé ôàçîâûé ïîðòðåò íà H1, t-ïëîñêîñòè.

Ïóñòü òðàåêòîðèÿ σ â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè t0 ïåðåñåêàåò êðèâóþ γAB,
ïóñòü òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ íå ñîâïàäàåò ñ x̃. Â ýòîò ìîìåíò ôóíêöèÿ H1 íà âñåõ
òðàåêòîðèÿõ ñåìåéñòâà ïðèíèìàåò çíà÷åíèå (2.37).

Ðàññìîòðèì ïîâåäåíèå òðàåêòîðèé äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (2.28) â
îêðåñòíîñòè òî÷êè (H1, t) = (−A1G+B1F

Q1
, t0). Ïðè ïîäõîäÿùåé ïàðàìåòðèçàöèè

ýòèõ òðàåêòîðèé óðàâíåíèå (2.28) ïðèíèìàåò âèä

H ′1 = H1

(
DQdAB − dABtr

∂Q

∂x

)
+ C, t′ = dAB. (2.38)

Ïðè t = t0 èìååì dAB = t′ = 0. Ïîäñòàâëÿÿ ñîîòíîøåíèå dAB = 0 â (2.28),
íàõîäèì H1DQdAB +C = H ′1 = 0. Òàêèì îáðàçîì, òî÷êà (H1, t) = (−A1G+B1F

Q1
, t0)

ÿâëÿåòñÿ îñîáîé òî÷êîé ñèñòåìû. Ëèíåàðèçàöèÿ â ýòîé òî÷êå èìååò âèä

∂(H ′1, t
′)

∂(H1, t)
=

(
DQdAB H1(D

2
QdAB − tr∂Q∂xDQdAB) +DQC

0 DQdAB

)
.
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Èç (2.5) ñëåäóåò ∇dAB(x) = (1, 0) + θ(r), èç (2.3) ñëåäóåò B(x) = (1, 0)T + θ(r).
Îòñþäà íàõîäèì DBdAB = 1 + θ(r). Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò â òî÷íîñòè îäíî
çíà÷åíèå u = u∗ ∈ R, òàêîå, ÷òî DQdAB = 0. Ïðè u > u∗ èìååì DQdAB > 0,
ïðè u < u∗ èìååì DQdAB < 0. ßñíî, ÷òî çíà÷åíèå u∗ îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ
Q = A + u∗B = 0. Òàêèì îáðàçîì, u∗ = −A1

B1
= −x2 + θ(r2). Âî âñÿêîì ñëó÷àå,

u∗ 6∈ {0, 1}.
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé u 6= u∗. Òîãäà îñîáàÿ òî÷êà (H1, t) = (−A1G+B1F

Q1
, t0) ÿâ-

ëÿåòñÿ óçëîì. Ðàçðåøèì îñîáåííîñòü.
Îáîçíà÷èì âûðàæåíèå (2.37) ÷åðåç κ è ïðåäñòàâèì H1 â âèäå H1(t) = κ(t) +

dAB(t)f(t). Äèôôåðåíöèðóÿ ýòî ðàâåíñòâî, ïîëó÷àåì Ḣ1 = κ̇ + ḋAB f + dABḟ .
Ïîäñòàâëÿÿ ýòè ñîîòíîøåíèÿ â (2.28), íàõîäèì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå íà ôóíê-
öèþ f :

ḟ = −tr
∂Q

∂x
f +

C − dABκ̇+ ḋABκ− dABtr∂Q∂xκ

d2
AB

.

Âû÷èñëèì íåîäíîðîäíîñòü. Âíà÷àëå âûâåäåì íåñêîëüêî ñîîòíîøåíèé, êîòî-
ðûå óïðîñòÿò âû÷èñëåíèÿ. Ïîäñòàâëÿÿ â óðàâíåíèå (2.27) óïðàâëåíèå u = 0,
íàõîäèì

−〈IA, [A,B]〉 = DAdAB − dAB tr
∂A

∂x
. (2.39)

Ïîäñòàâëÿÿ â (2.27) óïðàâëåíèå u = 1 è âû÷èòàÿ (2.39), ïîëó÷àåì

−〈IB, [A,B]〉 = DBdAB − dAB tr
∂B

∂x
. (2.40)

Ïóñòü V � âåêòîð, íåîðòîãîíàëüíûé âåêòîðó Q. Òîãäà

〈A, V 〉
〈Q, V 〉

Q− A =
1

〈Q, V 〉

(
A1V1Q1 + A2V2Q1 − A1Q1V1 − A1Q2V2

A1V1Q2 + A2V2Q2 − A2Q1V1 − A2Q2V2

)
=

=
A1Q2 − A2Q1

〈Q, V 〉

(
−V2

V1

)
=

udAB
〈Q, V 〉

(
−V2

V1

)
,

〈B, V 〉
〈Q, V 〉

Q−B = −−B1Q2 +B2Q1

〈Q, V 〉

(
−V2

V1

)
= − dAB
〈Q, V 〉

(
−V2

V1

)
.

Êîìáèíèðóÿ ýòè äâà óðàâíåíèÿ, ïîëó÷àåì

−BF + AG+
〈BF − AG, V 〉
〈Q, V 〉

Q = −dAB
F + uG

〈Q, V 〉

(
−V2

V1

)
. (2.41)
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Ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé (2.39)-(2.41) íàõîäèì

C − dABκ̇+ ḋABκ− dABtr∂Q∂xκ

d2
AB

=
1

d2
AB

{
F 〈IB, [A,B]〉 −G〈IA, [A,B]〉−

− dABDAG+ dABDBF − dABDQ
〈BF−AG, V 〉
〈Q, V 〉

+DQdAB
〈BF−AG, V 〉
〈Q, V 〉

−

− dABtr
∂Q

∂x

〈BF−AG, V 〉
〈Q, V 〉

}
=

1

d2
AB

{
−F (〈B,∇〉dAB − dAB 〈∇, B〉)+

+G(〈A,∇〉dAB − dAB 〈∇, A〉)− dAB
(
〈A,∇〉G+〈B,∇〉F−〈Q,∇〉〈BF−AG, V 〉

〈Q, V 〉

)
+
〈BF−AG, V 〉
〈Q, V 〉

〈Q,∇〉dAB − dAB〈∇, Q〉
〈BF−AG, V 〉
〈Q, V 〉

}
=

1

d2
AB

{
〈
(
−BF+AG+

+
〈BF−AG, V 〉
〈Q, V 〉

Q
)
,∇〉dAB + dAB〈∇,

(
BF−AG−Q〈BF−AG, V 〉

〈Q, V 〉

)
〉
}

=

=

dAB〈−F+uG
〈Q,V 〉

(
−V2

V1

)
,∇〉dAB−dAB〈∇,−F+uG

〈Q,V 〉

(
−V2

V1

)
dAB〉

d2
AB

= 〈∇,F + uG

〈Q, V 〉

(
−V2

V1

)
〉.

Òàêèì îáðàçîì, èìååì

ḟ + tr
∂Q

∂x
f + 〈∇, F + uG

〈Q, V 〉

(
V2

−V1

)
〉 = 0. (2.42)

Ýòî óðàâíåíèå ïðè t = t0 óæå íå èìååò îñîáåííîñòåé. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî òðà-
åêòîðèè ñèñòåìû (2.38) ïðèõîäÿò â îñîáóþ òî÷êó ïîä ëþáûìè êàñàòåëüíûìè
íàïðàâëåíèÿìè.

2.5.1 Ïîâåäåíèå ñèñòåìû ïðè u = 0

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé u = 0, ò.å. ãàìèëüòîíîâó ñèñòåìó ñ ãàìèëüòîíèàíîì H0:

ẋ = A, ψ̇ = ∇F −
∑
µ

ψµ∇Aµ. (2.43)

Óòâåðæäåíèå 2.13. Ïóñòü T > 0 � êîíå÷íîå ÷èñëî, x0 ∈ U íåêîòîðàÿ òî÷-
êà. Îáîçíà÷èì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ẋ = A, ïðîõîäÿùåå ÷åðåç x0 â ìîìåíò
âðåìåíè t = 0, ÷åðåç x(t). Òîãäà íà îòðåçêå t ∈ [−T, T ] ñïðàâåäëèâà îöåí-
êà r(t) = Θ(r(0)), åñëè îêðåñòíîñòü U âûáðàòü äîñòàòî÷íî ìàëîé. Çäåñü

r(t) =
√
x2

1(t) + x2
2(t).
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Ñóòü óòâåðæäåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî êîíñòàíòû â îöåíêàõ ìîæíî âû-
áðàòü íåçàâèñèìî îò âûáîðà òî÷êè x0 ∈ U .

Äîêàçàòåëüñòâî: Èìååì |ṙ| = 1
2r |

d
dt(x

2
1 + x2

2)| = |A1x1+A2x2|
r = |α cos2 ϕr +

θ(r2)| ≤ 2r + cr2 äëÿ íåêîòîðîãî c > 0. Îòñþäà ñëåäóåò öåïî÷êà íåðàâåíñòâ
ρ(−T ) ≤ r(t) ≤ ρ(T ), ãäå ρ(t) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ρ̇ = 2ρ + cρ2 ñ íà÷àëüíûì
çíà÷åíèåì ρ(0) = r(0). Èìååì ρ(±T ) = r(0)e±T

2+ c
2r(0)(1−e±T ) .

Âûáåðåì îêðåñòíîñòü U òàêîé ìàëåíüêîé, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî
r(0) ≤ 1

c(e2T−1) . Òîãäà èìååì òàêæå r(0) ≤ 1
c(1−e−2T ) , òàê êàê e2T+e−2T

2 ≥ 1. Ñëå-

äîâàòåëüíî, èìååì 1
2 ≤ 1 + c

2r(0)(1 − e2T ), 1 + c
2r(0)(1 − e−2T ) ≤ 2. Îòñþ-

äà íàõîäèì ρ(−T ) ≥ e−2T

2 r(0), ρ(T ) ≤ 2e2Tr(0). Òàêèì îáðàçîì, èìååì îöåíêó
e−2T

2 r(0) ≤ r(t) ≤ e−2T

2 r(0), ÷òî äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå. 2
Ïóñòü p̂ � òî÷êà íà K̂, σ̂(t) � òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû (2.43), ïðîõîäÿùàÿ â

ìîìåíò âðåìåíè t = 0 ÷åðåç òî÷êó p̂.

Óòâåðæäåíèå 2.14. Ïóñòü T > 0 � êîíå÷íîå ÷èñëî. Òîãäà íà îòðåçêå t ∈
[−T, T ] òðàåêòîðèè σ̂ ñïðàâåäëèâà îöåíêà ψ(t) = θ(r(0)) = θ(r(t)), åñëè îêðåñò-
íîñòü U âûáðàòü äîñòàòî÷íî ìàëîé.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ýâîëþöèÿ ïåðåìåííûõ ψ îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì 2.17.
Êîýôôèöèåíòû è íåîäíîðîäíîñòü â ýòîì ëèíåéíîì óðàâíåíèè îïðåäåëÿþòñÿ êàê
ôóíêöèè îò t è êîîðäèíàò òî÷êè x(0), åñëè ðàññìàòðèâàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
ẋ = A êàê çàâèñÿùåå îò t è íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé x(0). Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ
2.13 íåîäíîðîäíîñòü â óðàâíåíèè 2.17 èìååò ïîðÿäîê θ(r) = θ(r(0)), à ìàòðèöà
êîýôôèöèåíòîâ � ïîðÿäîê θ(1). Íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ ψ(0) â ñèëó ñëåäñòâèÿ
2.1 òàêæå èìåþò ïîðÿäîê θ(r(0)). Óòâåðæäåíèå òåïåðü ñëåäóåò èç ñòàíäàðòíûõ
îöåíîê ðîñòà ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ. 2

Íà íóëåâîì óðîâíå ôóíêöèè H0 ñèñòåìà (2.43) îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè
ẋ = A è (2.28), â êîòîðîå ïîäñòàâëåíî u = 0. Ïðè ýòîì êîýôôèöèåòû ïðè Ḣ1 è
H1 â (2.28) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ôóíêöèè îò t, îïðåäåëÿþùèåñÿ èç ðåøåíèÿ
x(t) óðàâíåíèÿ ẋ = A. Âûâåäåì îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.28).

Âû÷èñëèì íåîäíîðîäíîñòü â óðàâíåíèè (2.42) ïðè u = 0 è V = x⊥ =
(−x2, x1). Íàõîäèì

〈∇, F + uG

〈Q, V 〉

(
V2

−V1

)
〉 = 〈∇, F

〈A, x⊥〉

(
x1

x2

)
〉 =

=
2F

〈A, x⊥〉
+
〈x,∇F 〉
〈A, x⊥〉

− F

〈A, x⊥〉2
(〈x⊥, DxA〉+ 〈A, x⊥〉) =

=
F

〈A, x⊥〉2
〈x⊥, A−DxA〉+

〈x,∇F 〉
〈A, x⊥〉

.
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Îòñþäà âûâîäèì

ḟ + 〈∇, A〉f +
F

〈A, x⊥〉2
〈x⊥, A−DxA〉+

〈x,∇F 〉
〈A, x⊥〉

= 0.

Îáîçíà÷àÿ íåîäíîðîäíîñòü êîðîòêî ÷åðåç s(t), ïîëó÷àåì ðåøåíèå

f(t) = −e−
∫ t
t0
〈∇,A〉 dτ

∫ t

t0

(
e
∫ τ
t0
〈∇,A〉 dσ

s(τ)
)
dτ + e

−
∫ t
t0
〈∇,A〉 dτ

f(t0). (2.44)

Ïîäñòàâëÿÿ ýòîò ðåçóëüòàò â âûðàæåíèå äëÿ H1, ïîëó÷àåì ðåøåíèå

H1(t) = −G+ F
−B1x2 +B2x1

−A1x2 + A2x1
−−dAB

[∫ t

t0

(
e−

∫ t
τ
〈∇,A〉dσs(τ)

)
dτ+

+ e
−
∫ t
t0
〈∇,A〉dτ 1

dAB(t0)

(
−G+ F

−B1x2 +B2x1

−A1x2 + A2x1
−H1

)
(t0)
]
. (2.45)

Âûäåëèì ãëàâíûé ÷ëåí. Ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèÿ
∑

µ IµνIµκ = δνκ è xµAκ −
Aµxκ = (−A1x2 + A2x1)Iµκ, íàõîäèì

d

dt
(−A1x2 + A2x1) =

d

dt
〈x, IA〉 = 〈A, IA〉+ 〈x, IDAA〉 =

∑
µ,ν,κ

xµIµνAκ
∂Aν

∂xκ
=

=
∑
µ,ν,κ

(
AµIµνxκ

∂Aν

∂xκ
+ Iµν

∂Aν

∂xκ
(−A1x2 + A2x1)Iµκ

)
=

= −〈A, I(A−DxA)〉+ 〈∇, A〉(−A1x2 + A2x1).

Èìååì A − DxA = θ(r2), ñëåäîâàòåëüíî, d
dt(−A1x2 + A2x1) = 〈∇, A〉(−A1x2 +

A2x1) + θ(r3). Â ñèëó (2.7) îòñþäà ñëåäóåò

d
dt(−A1x2 + A2x1)

−A1x2 + A2x1
= 〈∇, A〉+ θ(r).

Ïðîèíòåãðèðóåì ýòî ðàâåíñòâî îò t1 äî t2 âäîëü òðàåêòîðèè ñèñòåìû ẋ = A è
âîçâåä¼ì ðåçóëüòàò â ýêñïîíåíòó. Íàõîäèì

e
∫ t2
t1
〈∇,A〉dτ =

(−A1x2 + A2x1)(t2)

(−A1x2 + A2x1)(t1)
+ θ(r).

Ñðàâíèâàÿ ðàçëîæåíèÿ Òåéëîðà ôóíêöèè F è å¼ ãðàäèåíòà â òî÷êå x̃, ïðèõî-
äèì ê îöåíêå 〈x,∇F 〉 = 2F + θ(r3). Ïîäñòàâëÿÿ âñå ýòè ñîîòíîøåíèÿ â (2.45),
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ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíî

H1(t) =
1

−A1x2 + A2x1

{
−Fx2 + dAB

[
−
∫ t

t0

2F dτ − −Fx2 + θ(r4)

dAB
(t0)

]}
+

+θ(r2) +
dAB(t)

dAB(t0)

(
(−A1x2 + A2x1)(t0)

(−A1x2 + A2x1)(t)
+ θ(r)

)
H1(t0). (2.46)

Âû÷èñëèì âûðàæåíèå (2.37). Ïîäñòàâëÿÿ u = 0, íàõîäèì H1 = −G+ B1F
A1

íà
êðèâîé γAB. Â ñèëó x1 = θ(x2

2) ïîëó÷àåì îöåíêó

H1 = θ(r2) +
−1

2 cosφx2
2 + θ(r3)

x2 + θ(r2)
= −cosφ

2
x2 + θ(x2

2). (2.47)

Òàêèì îáðàçîì, íà γ+
AB èìååì H1 > 0, íà γ−AB � H1 < 0.

Ïóñòü p̂ � òî÷êà íà ìíîãîîáðàçèèM−, p = πX(p̂) � å¼ ïðîåêöèÿ íà ôàçîâóþ
ïëîñêîñòü. Ðàññìîòðèì òðàåêòîðèþ σ̂(t) ñèñòåìû (2.43), ïðîõîäÿùóþ â ìîìåíò
âðåìåíè t = 0 ÷åðåç òî÷êó p̂. Òîãäà å¼ ïðîåêöèÿ σ = πX ◦ σ̂ â ìîìåíò t = 0
ïðîõîäèò ÷åðåç p. Â ñèëó (2.3) òðàåêòîðèÿ σ îáîðà÷èâàåòñÿ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå
âîêðóã òî÷êè x̃. Ïîñëåäíÿÿ ÿâëÿåòñÿ îñîáîé òî÷êîé òèïà ôîêóñà èëè öåíòðà äëÿ
ñèñòåìû ẋ = A. Ïðè êàæäîì îáîðîòå âîêðóã x̃ òðàåêòîðèÿ σ ïåðåñåêàåò êðèâûå
γ−AB è γ+

AB. Îïðåäåëèì t− = max{t < 0 |σ(t) ∈ γ−AB}, t+ = max{t < 0 |σ(t) ∈
γ+
AB} êàê ìîìåíòû âðåìåíè, â êîòîðûõ òðàåêòîðèÿ σ ïåðâûé ðàç â ïîïÿòíîì
íàïðàâëåíèè âðåìåíè ïåðåñåêàåò êðèâûå γ−AB è γ+

AB.
Ñëåäñòâèå 3.1: Íà òðàåêòîðèè σ̂ èìååì H1(t+) > 0, H1(t−) < 0. 2
Ñëåäîâàòåëüíî, îïðåäåë¼í ìîìåíò âðåìåíè t̄ = sup{t < t− |H1(t) ≥ 0} =

max{t < 0 | σ̂(t) ∈M+} ∈ (t+, t−).

Ñëåäñòâèå 2.2. Òðàåêòîðèÿ σ̂ òîãäà è òîëüêî òîãäà óäîâëåòâîðÿåò íà èí-
òåðâàëå t ∈ [t̄, 0] ïðèíöèïó ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà (2.15), êîãäà íà îòðåçêå
t ∈ (t−, 0) òðàåêòîðèè σ̂ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî H1(t) ≤ 0. 2

Óòâåðæäåíèå 2.15. Åñëè äëÿ âñåõ t ∈ (t−, 0) ñïðàâåäëèâî C(σ(t)) < 0, òî
òðàåêòîðèÿ σ̂ íà èíòåðâàëå t ∈ [t̄, 0] óäîâëåòâîðÿåò ïðèíöèïó ìàêñèìóìà
Ïîíòðÿãèíà.

Äîêàçàòåëüñòâî: Íà èíòåðâàëå t ∈ (t−, 0] óðàâíåíèå (2.28) íå èìååò îñîáåí-
íîñòåé, è åãî ðåøåíèå äëÿ ëþáîãî t èç ýòîãî èíòåðâàëà ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
(2.29), ïîäñòàâèâ t0 = 0 è H1(t0) = 0. Íî íà äàííîì èíòåðâàëå èìååì dAB < 0 è
C < 0 â ñèëó óñëîâèé óòâåðæäåíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, íà σ̂ èìååì H1(t) < 0 äëÿ
âñåõ t ∈ (t−, 0). Ñëåäñòâèå 2.2 çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî. 2
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Ñîïîñòàâèì êàæäîé òî÷êå p̂ ∈ M− â ñîîòâåòñòâèå òî÷êó σ̂(t+) ∈ M+ è
îáîçíà÷èì îïðåäåë¼ííîå òàêèì îáðàçîì îòîáðàæåíèå ÷åðåç P̂0; P̂0 :M− →M+.
Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 2.8 îòîáðàæåíèå P̂0 èíäóöèðóåò îòîáðàæåíèå P0 = q ◦ P̂0 ◦
πX : {x ∈ U | dAB(x) < 0} → {x ∈ U | dAB(x) > 0}. Çäåñü ÷åðåç q îáîçíà÷åíà
ïðàâàÿ îáðàòíàÿ ê πX , îòîáðàæàþùàÿ îáëàñòü {x ∈ U | dAB(x) < 0} íà M−.
Îòîáðàæåíèå P0 ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì Ïóàíêàðå ìåæäó ìíîãîîáðàçèÿìèM−
èM+ äëÿ ñèñòåìû (2.43).

2.5.2 Ïðîèçâîäíàÿ îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ îòîáðàæåíèÿ P0. Ïóñòü p � òî÷êà
íà K−, q = P0(p) �å¼ îáðàç, p̂, q̂ � ïîäíÿòèÿ òî÷åê p, q íàM.

Èññëåäóåì îòîáðàæåíèå P0 ñíà÷àëà â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ. Ïóñòü k ≥ 1
� öåëîå ÷èñëî. Ââåä¼ì ïåðåìåííûå r̄ = r

1
k è ψ̃ = ψ

r . Îáîçíà÷èì êîîðäèíàòû
r, r̄, ϕ, ψ̃ òî÷êè p ÷åðåç rp, r̄p, ϕp, ψ̃p, à òî÷êè q � ÷åðåç rq, r̄q, ϕq, ψ̃q. Îïðåäåëèì
ϕα = −π − arctg ζα, ϕβ = −π − arctg ζβ. Òîãäà ïåðåìåííàÿ ϕ íà ìíîæåñòâå K−
ìåíÿåòñÿ â èíòåðâàëå [ϕβ, ϕα].

Óòâåðæäåíèå 2.16. Ïóñòü ôóíêöèè A,B, F,G ïðèíàäëåæàò êëàññó Cm, ãäå
m ≥ 3 (êëàññó Cω). Ïóñòü ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà ϕ′α, ϕ

′
β ∈ (−π

2 ,
π
2 ), ÷òî äëÿ

âñåõ p ∈ K− ñïðàâåäëèâî ϕ(q(p)) ∈ [ϕ′α, ϕ
′
β], è äëÿ âñåõ ϕ ∈ [ϕ′α, ϕ

′
β] ñïðàâåäëèâî

sinφ cos2 ϕ + cosφ sin2 ϕ < 0. Òîãäà âåëè÷èíû r̄q, ϕq ïðîäîëæàþòñÿ íà îòðåçîê
(r̄, ϕ) ∈ {0} × [ϕβ, ϕα] äî ôóíêöèé êëàññà Ck−2 (êëàññà Cω) îò r̄p, ϕp.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïîäíÿòèå p̂ òî÷êè p íà ìíîãîîáðàçèå M− îïðåäåëÿåòñÿ
ôóíêöèÿìè ψ, çàäàþùèõñÿ óðàâíåíèÿìè (2.21). Â ñèëó ëåììû Àäàìàðà ôóíê-
öèè B2F−A2G

r2 , −B1F+A1G
r2 , dABr ïðîäîëæàþòñÿ íà {0} × [ϕβ, ϕα] äî ôóíêöèé êëàññà

Ck−2 (êëàññà Cω) îò ïåðåìåííûõ r, ϕ, ïðè ýòîì dAB
r 6= 0 â îêðåñòíîñòè òî÷êè

(r, ϕ) = (0,−π). Ïîýòîìó F
dABr

â îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè òàêæå ôóíêöèÿ êëàññà

Ck−2 (êëàññà Cω) îò r, ϕ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèè ψ̃p ïðîäîëæàþòñÿ äî
ôóíêöèé êëàññà Ck−2 (êëàññà Cω) îò ïåðåìåííûõ rp, ϕp. Ðàññìîòðèì âåëè÷èíó
H̃1 = H1

r = −G
r + 〈ψ̃, B〉. Ïî ëåììå Àäàìàðà ñîîòíîøåíèå G

r ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé
êëàññà Ck−1 (êëàññà Cω) ïî r, ϕ. Òàêèì îáðàçîì, H̃1 � ôóíêöèÿ êëàññà Ck−1

(êëàññà Cω) ïî r, ϕ, ψ̃.
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Ïåðåïèøåì ñèñòåìó (2.43) â ïåðåìåííûõ r̄ = r
1
k , ϕ, ψ̃1 = ψ1

r , ψ̃2 = ψ2

r . Èìååì

ṙ

r
=

x1A1 + x2A2

r2
,

˙̄r =
1

k

r̄

r
ṙ =

r̄

k

x1A1 + x2A2

r2
,

ϕ̇ =
1

1 + x2
2

x2
1

A2x1 − A1x2

x2
1

=
x1A2 − x2A1

r2
,

˙̃ψ =
ψ̇

r
− ψ̃ ṙ

r
=
∇F
r
−
∑
µ

ψ̃µ∇Aµ − ψ̃
ṙ

r
,

˙̃
1H = −Ġ

r
+
G

r

ṙ

r
+ 〈 ˙̃ψ,B〉+ 〈ψ̃, Ḃ〉. (2.48)

Ïî ëåììå Àäàìàðà âåëè÷èíû x1A1+x2A2

r2 , x1A2−x2A1

r2 , ∇Fr ,
Ġ
r ,

G
r ïðîäîëæàþòñÿ äî

ôóíêöèé êëàññà Ck−2 (êëàññà Cω) îò ïåðåìåííûõ r, ϕ, è, òàêèì îáðàçîì, ïî r̄, ϕ.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïðàâàÿ ñòîðîíà ñèñòåìû (3.8) â ïåðåìåííûõ r̄, ϕ, ψ̃ ïðîäîëæà-
åòñÿ äî ôóíêöèé êëàññà Ck−2 (êëàññà Cω) ïî ýòèì ïåðåìåííûì, òàêæå êàê è

ïðîèçâîäíàÿ ˙̃
1H.

Â ñèëó òåîðåìû î äèôôåðåíöèðóåìîé çàâèñèìîñòè ðåøåíèÿ äèôôåðåíöè-
àëüíîãî óðàâíåíèÿ îò íà÷àëüíûõ äàííûõ ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå 2.3. Ïóñòü ôóíêöèè A,B, F è G ïðèíàäëåæàò êëàññó Cm, m ≥ 3
(êëàññó Cω). Íà òðàåêòîðèÿõ ñèñòåìû (3.8), ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êè ìíîæå-
ñòâà K−∪{0}× [ϕβ, ϕα] â ìîìåíò âðåìåíè t = 0, ïåðåìåííûå r̄, ϕ, ψ̃ ÿâëÿþòñÿ
ôóíêöèÿìè êëàññà Ck−2 (êëàññà Cω) îò r̄p, ϕp è âðåìåíè t. 2

Ñëåäîâàòåëüíî, íà ýòèõ òðàåêòîðèÿõ âåëè÷èíà H̃1 ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé êëàññà
Ck−2 (êëàññà Cω) îò r̄p, ϕp, t. Ìîìåíò âðåìåíè t̄(r̄p, ϕp), â êîòîðûé òðàåêòîðèè
ïåðåñåêàþò ìíîãîîáðàçèåM+, íåÿâíî çàäà¼òñÿ óðàâíåíèåì H̃1 = 0. Ñ ïîìîùüþ
ýòîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî îïðåäåëèòü ôóíêöèþ t̄(r̄p, ϕp) òàêæå íà {0} × [ϕβ, ϕα].
Ïîëîæèì t̄(0, ϕp) = sup{t < 0 |ϕ(0, ϕp, t) ∈ [ϕβ, ϕα]}. Ýòîò ñóïðåìóì ñóùå-
ñòâóåò âñëåäñòâèå íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè H̃1(rp, ϕp, t) è îí íå ìåíüøå, ÷åì
lim suprp→0 ϕ(rp, ϕp, t̄(rp, ϕp)).

Â ñèëó (2.28) èìååì

˙̃
1H =

Ḣ1r −H1ṙ

r2
= H̃1

(
ḋAB
dAB
− tr

∂Q

∂x
− x1A1 + x2A2

r2

)
+

C

dABr
.
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Åñëè ñïðàâåäëèâà îöåíêà dAB = x1 + θ(r2) = ±Θ(r), òî ïîñëåäíåå óðàâíåíèå
ïðèíèìàåò âèä

˙̃
1H = H̃1

(
A1

x1
− α− x1A1 + x2A2

r2
+ θ(r)

)
+

sinφx2
1 + cosφx2

2 + θ(r3)

2x1r + θ(r3)
.

Òàê êàê ˙̃
1H íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìî ïðîäîëæàåòñÿ íà r = 0, òî ïðè r = 0

óðàâíåíèå ïåðåõîäèò â

˙̃
1H = H̃1(tgϕ− α cos2 ϕ) +

sinφ cos2 ϕ+ cosφ sin2 ϕ

2 cosϕ
. (2.49)

Â ñèëó óñëîâèé äîêàçûâàåìîãî óòâåðæäåíèÿ èìååì äëÿ ϕp ∈ [ϕβ, ϕα] îöåí-

êó ˙̃
1H(0, ϕp, t̄(0, ϕp)) =

sinφ cos2 ϕ(0,ϕp,t̄(0,ϕp))+cosφ sin2 ϕ(0,ϕp,t̄(0,ϕp))
2 cosϕ(0,ϕp,t̄(0,ϕp))

= −Θ(1) < 0. Äëÿ

q(p), p ∈ K− èìååì îöåíêè C = −Θ(r2), dAB = Θ(r), C
dABr

= −Θ(1). Òàêèì

îáðàçîì, ˙̃
1H(r̄p, ϕp, t̄(r̄p, ϕp)) = −Θ(1).

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå î íåÿâíîé ôóíêöèè t̄ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé êëàñ-
ñà Ck−2 (êëàññà Cω) îò ïåðåìåííûõ r̄p, ϕp. Íî òîãäà r̄q, ϕq, áóäó÷è ôóíêöèÿìè
êëàññà Ck−2 (êëàññà Cω) îò r̄p, ϕp, t̄, ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè êëàññà Ck−2 (êëàññà
Cω) ïî r̄p, ϕp. Óòâåðæäåíèå 2.16 äîêàçàíî. 2

Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíûå îòîáðàæåíèÿ P0. Èññëåäóåì îïåðàòîð ïåðåíîñà êàñà-
òåëüíûõ âåêòîðîâ â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå ê ðàñøèðåííîìó ôàçîâîìó ïðî-
ñòðàíñòâó T ∗X âäîëü òðàåêòîðèé ñèñòåìû (2.43). Ïóñòü σ̂(t) � òðàåêòîðèÿ ñè-
ñòåìû (2.43). Ïóñòü v̂0 ∈ R4 � âåêòîð â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå ê òî÷êå
σ̂(0) = (x0, ψ0). Âåëè÷èíû x0, ψ0 ÿâëÿþòñÿ äâóìåðíûìè âåêòîðàìè-ñòîëáöàìè.
Ýâîëþöèÿ v̂0 âäîëü òðàåêòîðèè σ̂(t) îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì â âàðèàöèÿõ äëÿ
ñèñòåìû (2.43)

˙̂v(t) =
∂(ẋ, ψ̇)

∂(x, ψ)
v̂(t).

Â äðóãèõ òåðìèíàõ, v̂(t) = A(t)v̂(0), ãäå A(t) � îïåðàòîð ïåðåíîñà êàñàòåëüíûõ
âåêòîðîâ. Îí ïîä÷èíÿåòñÿ óðàâíåíèþ

Ȧ(t) =
∂(ẋ, ψ̇)

∂(x, ψ)
(t)A(t), A(0) = E4.

Ìû âû÷èñëèì äåéñòâèå ìàòðèöû A(t) íà âåêòîðàõ íåêîòîðîãî áàçèñà êàñàòåëü-
íîãî ïðîñòðàíñòâà ê òî÷êå (x0, ψ0).

Ïóñòü r̄ =
√
x2

0 + ψ2
0 � ðàäèóñ â ïðîñòðàíñòâå T ∗X. Ïðàâàÿ ÷àñòü ñèñòåìû

(2.43) ïðèíàäëåæèò êëàññó C2, ïîýòîìó

∂(ẋ, ψ̇)

∂(x, ψ)
(x, ψ) =

∂(ẋ, ψ̇)

∂(x, ψ)
(0, 0) + θ(r̄).
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Îòñþäà ïîëó÷àåì

A(t) = exp

[
∂(ẋ, ψ̇)

∂(x, ψ)
(0, 0) t

]
+ θ(r̄) = A0(t) + θ(r̄),

ãäåA0(t) � îïåðàòîð ïåðåíîñà êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ äëÿ ëèíåàðèçàöèè ñèñòåìû
(2.43) â òî÷êå (x, ψ) = (0, 0).

Ïóñòü Φ(t) � îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî äèôôåîìîðôèçìîâ, ïîðîæäà-
åìîå ñèñòåìîé (2.43), à Φ0(t) � ñîîòâåòñòâóþùåå ñåìåéñòâî äëÿ ëèíåàðèçîâàí-
íîé â òî÷êå (0,0) ñèñòåìû. Φ0(t), ñ îäíîé ñòîðîíû, ñëóæèò ëèíåàðèçàöèåé Φ(t)
â (0,0) è, ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñîâïàäàåò ñ A0(t). Îòñþäà ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 2.17. Ïóñòü x0 ∈ U , ïóñòü (x0, ψ0) � ëþáîå ïîäíÿòèå òî÷êè
x0 â T

∗X. Ïóñòü σ̂(t) � òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû (2.43), ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó
(x0, ψ0) = σ̂(0). Ïóñòü v̂0 ∈ R4 � âåêòîð â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå ê òî÷êå
(x0, ψ0), ïðè÷¼ì v̂0 − (x0, ψ0)

T = θ(r̄2).
Òîãäà äëÿ îãðàíè÷åííîãî t ñïðàâåäëèâî v̂(t) = σ̂(t) + θ(r̄2).

Äîêàçàòåëüñòâî: Èìååì ñëåäóþùóþ öåïî÷êó óðàâíåíèé:

v̂(t) = A(t)v̂0 = A0(t)v̂0 + θ(r̄2) = A0(t)

(
x0

ψ0

)
+ θ(r̄2) =

= Φ0(t)

(
x0

ψ0

)
+ θ(r̄2) = Φ(t)

(
x0

ψ0

)
+ θ(r̄2) = σ̂(t) + θ(r̄2). 2

Äîïóñòèì, ÷òî òî÷êà x0 ìåíÿåòñÿ â ìíîæåñòâå K−. Â ñèëó óðàâíåíèÿ (2.5)
â ìíîæåñòâå K− ñïðàâåäëèâà îöåíêà dAB = −Θ(r). Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 2.8
ñóùåñòâóåò â òî÷íîñòè îäíî ïîäíÿòèå (x0, ψ0) òî÷êè x0 íà M. Îíî çàäà¼òñÿ
óðàâíåíèåì (2.21). Âû÷èñëèì ãëàâíûå ÷ëåíû ôóíêöèè (2.21) è å¼ ïðîèçâîäíûõ
∂ψ
∂x â òî÷êå x0. Ïóñòü ϕ � ïîëÿðíûé óãîë òî÷êè x0. Òàê êàê ϕ ∈ [ϕα, ϕβ], èìååì
cosϕ 6= 0. Íàõîäèì

ψ=
1

dAB

(
θ(r3)

−1
2 sinφx2

1 + 1
2 cosφx2

2+θ(r3)

)
=

(
θ(r2)

−1
2 sinφx1 + 1

2 cosφ tgϕx2 + θ(r2)

)
,
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∂ψ1

∂x1
=

∂
∂x1

(B2F − A2G)

dAB
−

(B2F − A2G) ∂
∂x1
dAB

d2
AB

=

=

∂B2

∂x1
(x̃)
(

1
2 sinφx2

1 − 1
2 cosφx2

2

)
+
(
∂B2

∂x1
(x̃)x1 + ∂B2

∂x2
(x̃)x2

)
sinφx1 + θ(r3)

x1 + θ(r2)
+

+

(
1
2
∂2G
∂x2

1
(x̃)x2

1 + ∂2G
∂x1∂x2

(x̃)x1x2 + 1
2
∂2G
∂x2

2
(x̃)x2

2

)
+ x1

(
∂2G
∂x2

1
x1 + ∂2G

∂x1∂x2
x2

)
+ θ(r3)

x1 + θ(r2)
−

−

(
∂B2

∂x1
(x̃)x1 + ∂B2

∂x2
(x̃)x2

) (
1
2 sinφx2

1 − 1
2 cosφx2

2

)
+ θ(r4)

x2
1 + θ(r3)

+

+
−x1

(
1
2
∂2G
∂x2

1
(x̃)x2

1 + ∂2G
∂x1∂x2

(x̃)x1x2 + 1
2
∂2G
∂x2

2
(x̃)x2

2

)
+ θ(r4)

x2
1 + θ(r3)

=

=
∂B2

∂x1
sinφx1 +

1

2

∂B2

∂x2

(
sinφx2 + cosφ

x3
2

x2
1

)
+
∂2G

∂x2
1

x1 +
∂2G

∂x1∂x2
x2 + θ(r2),

∂ψ1

∂x2
=

∂
∂x2

(B2F − A2G)

dAB
−

(B2F − A2G) ∂
∂x2
dAB

d2
AB

=
∂
∂x2

(B2F − A2G)

dAB
+ θ(r2) =

=

∂B2

∂x2
(x̃)
(

1
2 sinφx2

1 − 1
2 cosφx2

2

)
−
(
∂B2

∂x1
(x̃)x1 + ∂B2

∂x2
(x̃)x2

)
cosφx2 + θ(r3)

x1 + θ(r2)
+

+
x1

(
∂2G

∂x1∂x2
(x̃)x1 + ∂2G

∂x2
2
(x̃)x2

)
+ θ(r3)

x1 + θ(r2)
+ θ(r2) =

= −∂B2

∂x1
cosφx2 +

1

2

∂B2

∂x2

(
sinφx1 − 3 cosφ

x2
2

x1

)
+

∂2G

∂x1∂x2
x1 +

∂2G

∂x2
2

x2 + θ(r2),

∂ψ2

∂x
= −

∂F
∂x dAB − F

∂
∂xdAB

d2
AB

B1 −
F

dAB

∂B1

∂x
+

∂G
∂x dAB −G

∂
∂xdAB

d2
AB

A1 +
G

dAB

∂A1

∂x
=

= −
((

sinφx1

dAB
,
− cosφx2

dAB

)
− ∂dAB

∂x

1
2 sinφx2

1 − 1
2 cosφx2

2

d2
AB

+ θ(r)

)
B1 + θ(r) =

= (− sinφ , cosφ tgϕ) + (1, 0)

(
1

2
sinφ− 1

2
cosφ tg2ϕ

)
+ θ(r) =

=

(
−1

2
sinφ− 1

2
cosφ tg2ϕ , cosφ tgϕ

)
+ θ(r). (2.50)
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Îòñþäà íåïîñðåäñòâåííî ïîëó÷àåì

∂ψ

∂x
x =

(
θ(r) θ(r)

−1
2 sinφ− 1

2 cosφ tg2ϕ cosφ tgϕ

)(
x1

x2

)
=

=

(
θ(r2)

−1
2 sinφx1 − 1

2 cosφ tgϕ r sinϕ+ cosφ tgϕx2 + θ(r2)

)
= ψ + θ(r2). (2.51)

Ïóñòü σ̂(t) � òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû (2.43), ïðîõîäÿùàÿ â ìîìåíò t = 0 ÷åðåç
(x0, ψ0). Ïóñòü v0 = x0 ∈ Tx0

X � êàñàòåëüíûé âåêòîð â òî÷êå x0, êîìïîíåíòû
êîòîðîãî ñîâïàäàþò ñ êîìïîíåíòàìè x0. Äèôôåðåíöèàë ïîäíÿòèÿ π−1

X : K− →
M îòîáðàæàåò êàñàòåëüíûé âåêòîð v0 ê X íà íåêîòîðûé êàñàòåëüíûé âåêòîð
v̂0 ê T ∗X. Ïóñòü v̂0(t) � ðåçóëüòàò ïåðåíîñà âåêòîðà v̂0 âäîëü òðàåêòîðèè σ̂(t) â
ñèëó ñèñòåìû (2.43).

Óòâåðæäåíèå 2.18. Äëÿ îãðàíè÷åííîãî t ñïðàâåäëèâî v̂0(t) = σ̂(t) + θ(r2).

Äîêàçàòåëüñòâî:Ïîêàæåì, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ óòâåðæäåíèÿ 2.17. Ïåð-
âàÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà v̂0 ñîâïàäàåò ñ x0, à âòîðàÿ ðàâíà ∂ψ

∂xx0, ãäå ψ(x) �
óðàâíåíèå (2.21), çàäàþùåå ìíîãîîáðàçèå M. Â ñèëó óðàâíåíèÿ (2.51) èìååì
∂ψ
∂xx0 = ψ0 + θ(r2). Äàëåå ψ = θ(r), îòñþäà r̄ = Θ(r). Ïðèìåíåíèå óòâåðæäåíèÿ
2.17 çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî. 2

Óòâåðæäåíèå 2.19. dH1(v̂0(t)) = H1(σ̂(t)) + θ(r2).

Äîêàçàòåëüñòâî: Èñïîëüçóÿ ïðåäûäóùåå óòâåðæäåíèå, ïîëó÷àåì

dH1(v̂0(t)) =
∂H1

∂ψ
(t)(ψ(t) + θ(r2)) +

∂H1

∂x
(t)(x(t) + θ(r2)) =

= 〈B(t), ψ(t)〉+ θ(r2) + θ(r) θ(r) = H1(t) + θ(r2). 2

Ïóñòü v̂1 � êàñàòåëüíûé âåêòîð ê T ∗X â òî÷êå (x0, ψ0) ∈ M, äëÿ êîòîðîãî
dx(v̂1) = dH0(v̂1) = 0, dH1(v̂1) = 1. Èíûìè ñëîâàìè, v̂1 êàñàåòñÿ ñëîÿ x = x0

è óðîâíÿ H0 = 0, íî òðàíñâåðñàëåí óðîâíþ H1 = 0. Ïóñòü v̂1(t) � ðåçóëüòàò
ïåðåíîñà âåêòîðà v̂1 âäîëü òðàåêòîðèè σ̂ â ñèëó ñèñòåìû (2.43).

Óòâåðæäåíèå 2.20. Äëÿ ëþáîãî t ñïðàâåäëèâî dx(v̂1(t)) = dH0(v̂1(t)) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ñèñòåìà (2.43) ïåðåâîäèò ñëîé â ñëîé, ò.å. x(t) = πX(σ̂(t))

çàâèñèò òîëüêî îò x0. Îòñþäà íàõîäèì dx(v̂1(t)) = ∂x(t)
∂x0

dx(v̂1) = 0. Ôóíêöèÿ
H0 ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì ñèñòåìû (2.43). Ñëåäîâàòåëüíî, dH0(v̂1(t)) =
dH0(v̂1) = 0. 2
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Äëÿ âû÷èñëåíèÿ dH1(v̂1(t)) âîñïîëüçóåìñÿ óðàâíåíèåì (2.44). Èìååì

dH1(v̂1(t)) =
∂H1(t)

∂H1(0)
dH1(v̂1) =

∂H1(t)

∂f(t)

∂f(t)

∂f(0)

(
∂H1(0)

∂f(0)

)−1

=

= dAB(t) exp

(
−
∫ t

0

〈∇, A〉 dτ
)
d−1
AB(0).

Ïîñòðîèì ñ ïîìîùüþ v̂1 êàñàòåëüíûé âåêòîð v̂2 êM â òî÷êå (x0, ψ0), ëèíåéíî
íåçàâèñèìûé îò v̂0. Ðàññìîòðèì êàñàòåëüíûé ê òðàåêòîðèè σ̂ âåêòîð ôàçîâîé
ñêîðîñòè ˙̂σ(0). Îïåðàòîð A(t) ïåðåâîäèò ˙̂σ(0) â âåêòîð ˙̂σ(t). Èññëåäóåì ëèíåéíóþ
êîìáèíàöèþ v̂2 = ˙̂σ(0)−Ḣ1(0)v̂1. Èìååì dH1(v̂2) = Ḣ1(0)−Ḣ1(0) = 0, dH0(v̂2) =
0 − 0 = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, v̂2 êàñàòåëåí ê M. Ïîêàæåì, ÷òî v̂0 è v̂2 ëèíåéíî
íåçàâèñèìû. Âû÷èñëèì ïðîåêöèþ v2 âåêòîðà v̂2 íà êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî
ê ôàçîâîé ïëîñêîñòè. Èìååì dx(v̂0) = v0 = x0, dx(v̂2) = ẋ − Ḣ1(0)dx(v̂1) =
ẋ = A(x0). Íî âåêòîðû A(x) è x ëèíåéíî çàâèñèìû òîëüêî ïðè x = x̃, ïîòîìó
÷òî A â x̃ èìååò îñîáåííîñòü òèïà ôîêóñà èëè öåíòðà. Îáîçíà÷èì A(t)v̂2 =
˙̂σ(t)− Ḣ1(0)v̂1(t) ÷åðåç v̂2(t). Òîãäà èìååì ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

dH0(v̂2(t)) = dH0(v̂2) = 0,

dH1(v̂2(t)) = Ḣ1(t)− Ḣ1(0)dH1(v̂1(t)) =

= Ḣ1(t)− Ḣ1(0)dAB(t) exp

(
−
∫ t

0

〈∇, A〉 dτ
)
d−1
AB(0). (2.52)

Ïóñòü H1(σ̂(t̄)) = 0 äëÿ íåêîòîðîãî ìîìåíòà âðåìåíè t̄. Òîãäà σ̂(t̄) ∈M. Äî-
ïóñòèì, ÷òî C(σ̂(t̄)) 6= 0. Òîãäà dH1( ˙̂σ(t̄)) = Ḣ1(t̄) = C

dAB
6= 0, è âåêòîð ôàçîâîé

ñêîðîñòè ˙̂σ(t̄) íå êàñàåòñÿ ìíîãîîáðàçèÿM. Ñëåäîâàòåëüíî, îí äîïîëíÿåò áàçèñ
ïðîñòðàíñòâà Tσ̂(t̄)M äî áàçèñà êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà ê óðîâíþ H0 = 0 â
òî÷êå σ̂(t̄). Ëþáîé âåêòîð, êàñàòåëüíûé ê óðîâíþ H0 = 0, ðàçëàãàåòñÿ â ëèíåé-
íóþ êîìáèíàöèþ âåêòîðà, êàñàòåëüíîãî êM è âåêòîðà ˙̂σ(t̄). Ïîýòîìó âåêòîðû
v̂0(t̄) è v̂2(t̄), êàñàòåëüíûå ê óðîâíþ H0 = 0, ìîæíî ñïðîåêòèðîâàòü âäîëü âåê-
òîðà ˙̂σ(t̄) íà êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê ìíîãîîáðàçèþ M. Èñïîëüçóÿ (2.52),
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ïîëó÷àåì äëÿ ïðîåêöèé v̂′0(t̄), v̂
′
2(t̄)

v̂′0(t̄) = v̂0(t̄)−
dH1(v̂0(t̄))

Ḣ1(t̄)
˙̂σ(t̄),

v̂′2(t̄) = v̂2(t̄)−
dH1(v̂2(t̄))

Ḣ1(t̄)
˙̂σ(t̄) =

= ˙̂σ(t̄)− Ḣ1(0) v̂1(t̄)− ˙̂σ(t̄) +
Ḣ1(0)dAB(t̄) exp(−

∫ t̄
0 〈∇, A〉dτ)

dAB(0)Ḣ1(t̄)
˙̂σ(t̄) =

= Ḣ1(0)

(
−v̂1(t̄) +

dAB(t̄)

dAB(0)
exp

(
−
∫ t̄

0

〈∇, A〉 dτ

)
˙̂σ(t̄)

Ḣ1(t̄)

)
.

Êîýôôèöèåíòû ïðè ˙̂σ(t̄) îïðåäåëÿþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, äâóìÿ óðàâíåíèÿ-
ìè dH1(v̂

′
0(t̄)) = 0 è dH1(v̂

′
2(t̄)) = 0. Âû÷èñëèì ïåðâûå äâå êîìïîíåíòû ýòèõ

âåêòîðîâ. Â òî÷êàõ σ̂(0), σ̂(t̄) èìååì H1 = 0, îòêóäà Ḣ1 = C
dAB

. Äëÿ âû÷èñëå-
íèÿ ïåðâûõ êîìïîíåíò âåêòîðà v̂′0(t̄) èñïîëüçóåì óòâåðæäåíèÿ 2.18 è 2.19. Äëÿ
âû÷èñëåíèÿ dx(v̂′2(t̄)) èñïîëüçóåì óòâåðæäåíèå 2.20.

dx(v̂′0(t̄)) = dx(σ̂(t̄)) + θ(r2)− (H1(σ̂(t̄) + θ(r2))dAB(σ̂(t̄))

C(σ̂(t̄))
dx( ˙̂σ(t̄)) =

= x(t̄) + θ(r2)− θ(r4)

C(t̄)
,

dx(v̂′2(t̄)) =
C(x0)

dAB(x0)

(
−dx(v̂1) +

dAB(t̄)

dAB(0)
exp

(
−
∫ t̄

0

〈∇, A〉 dτ

)
dAB(t̄)

C(t̄)
dx( ˙̂σ(t̄))

)

=
C(0)

C(t̄)

d2
AB(t̄)

d2
AB(0)

exp

(
−
∫ t̄

0

〈∇, A〉 dτ

)
A(t̄).

Îáîçíà÷èì ïðîåêöèþ πX ◦ σ̂ òðàåêòîðèè σ̂ ÷åðåç σ. Åñëè âàðüèðîâàòü èñõîä-
íóþ òî÷êó x0, òî ìîìåíò âðåìåíè t̄ ïåðåñå÷åíèÿ òðàåêòîðèåé σ̂ ìíîãîîáðàçèÿM
è òî÷êà σ(t̄) òàêæå áóäóò ìåíÿòüñÿ.

Îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå P0 ïåðåâîäèò òî÷êó x0 = σ(0) ∈ U â òî÷êó σ(t̄) ∈ U .
Åãî äèôôåðåíöèàë ïåðåâîäèò âåêòîðû dx(v̂0) = x0, dx(v̂2) = A(x0) ∈ Tx0

X â
âåêòîðû dx(v̂′0(t̄)), dx(v̂′2(t̄)) ∈ Tσ(t̄)X. Ñëåäîâàòåëüíî, åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü
êàê ïðîèçâåäåíèå ìàòðèöû, ñîñòàâëåííîé èç âåêòîðîâ dx(v̂′0(t̄)), dx(v̂′2(t̄)), íà
îáðàòíóþ îò ìàòðèöû, ñîñòàâëåííîé èç âåêòîðîâ x0, A(x0). Îòñþäà ïîëó÷àåì
ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
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Óòâåðæäåíèå 2.21. Ïóñòü íà K− ñïðàâåäëèâà îöåíêà C(σ(t̄)) = −Θ(r2). Òî-
ãäà ïðîèçâîäíàÿ îòîáðàæåíèÿ P0 â òî÷êå σ(0) çàäà¼òñÿ óðàâíåíèåì

∂x(t̄)

∂x0
=

1

x1(0)A2(0)− A1(0)x2(0)

(
x1(t̄) + θ(r2) kA1(t̄)
x2(t̄) + θ(r2) kA2(t̄)

)(
A2(0) −A1(0)
−x2(0) x1(0)

)
,

(2.53)

ãäå ÷åðåç k îáîçíà÷åíà âåëè÷èíà C(σ(0))
C(σ(t̄))

d2
AB(σ(t̄))
d2
AB(σ(0))

exp
(
−
∫ t̄

0 〈∇, A〉 dτ
)
. 2

Óòâåðæäåíèå 2.22. Åñëè C(σ(t̄)) 6= 0, òî x(t̄) â òî÷êå x0 äâàæäû íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìî ïî x0.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (2.21) ïðèíàäëåæèò êëàññó C3

ïî x. Ïîýòîìó ψ0 ÿâëÿåòñÿ êëàññà C3 ïî x0. Ïðàâàÿ ÷àñòü ñèñòåìû (2.43) ïðè-
íàäëåæèò êëàññó C2 ïî x, ψ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå î íåïðåðûâíîé äèôôå-
ðåíöèðóåìîñòè ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ îò íà÷àëüíûõ äàííûõ,
ïåðåìåííûå x, ψ íà ýòèõ ðåøåíèÿõ äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìî çà-
âèñÿò îò âðåìåíè t è íà÷àëüíûõ äàííûõ x0, ψ0, è, òàêèì îáðàçîì, îò t è x0. Òî æå
ñïðàâåäëèâî äëÿ ôóíêöèè H1 íà ýòèõ ðåøåíèÿõ, ïîñêîëüêó H1(x, ψ) ∈ C3. Ìî-
ìåíò âðåìåíè t̄ ïåðåñå÷åíèÿ ìíîãîîáðàçèÿM çàäà¼òñÿ óðàâíåíèåìH1(t, x0) = 0.
Â ñèëó óñëîâèé óòâåðæäåíèÿ èìååì ∂H1

∂t (t̄) = Ḣ1(t̄) = C
dAB

(t̄) 6= 0. Òîãäà ïî òåî-
ðåìå î íåÿâíîé ôóíêöèè t̄ äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìî ïî x0. Ñëå-
äîâàòåëüíî, x(t̄(x0), x0) òàêæå ïðèíàäëåæèò êëàññó C2 ïî x0. 2

2.5.3 Ïîâåäåíèå ñèñòåìû ïðè u = 1

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû èññëåäóåì ãàìèëüòîíîâóþ ñèñòåìó

ẋ = A+B, ψ̇ = ∇(F +G)−
∑
µ

(ψµ∇(Aµ +Bµ)) (2.54)

ñ ãàìèëüòîíèàíîì H0 + H1, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç ñèñòåìû (2.1),(2.17) ïîäñòà-
íîâêîé u = 1.

Ïóñòü p̂ � òî÷êà íà ìíîãîîáðàçèèM−, σ̂ � òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû (2.54), ïðî-
õîäÿùàÿ ÷åðåç p̂ â ìîìåíò âðåìåíè t = 0, σ = πX ◦ σ̂ � å¼ ïðîåêöèÿ íà ôàçîâóþ
ïëîñêîñòü.

Óòâåðæäåíèå 2.23. Ïóñòü ïðè âñåõ òàêèõ t < 0, ÷òî σ(t) ∈ U , âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî C(σ(t)) > 0. Òîãäà òðàåêòîðèÿ σ̂ ïðè âñåõ òàêèõ t ≤ 0, ÷òî
σ(t) ∈ U , óäîâëåòâîðÿåò ïðèíöèïó ìàêñèìóìà (2.15).

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïðè âñåõ òàêèõ t ≤ 0, ÷òî σ(t) ∈ U , íà òðàåêòîðèè σ
èìååì dAB < 0. Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå (2.28) íå èìååò îñîáåííîñòåé ïðè
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t ≤ 0, è ôóíêöèÿ H1(t) íà σ̂ çàäà¼òñÿ óðàâíåíèåì (2.29), â êîòîðîå ïîäñòàâëåíî
H1(t0) = 0, t0 = 0. Â ñèëó óñëîâèé óòâåðæäåíèÿ ïðè t < 0 èìååì C

dAB
(σ(t)) < 0.

Ïîýòîìó âûðàæåíèå (2.29) ïîëîæèòåëüíî ïðè t < 0, è óïðàâëåíèå u = 1 íà
òðàåêòîðèè σ̂ îïòèìàëüíî â ñîîòâåòñòâèè ñ (2.15). 2

Èññëåäóåì òðàåêòîðèè σ̂ ñèñòåìû (2.54), ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êè ìíîæåñòâà
K̂, îïðåäåë¼ííîãî â ïàðàãðàôå 2.4, â ìîìåíò âðåìåíè t = 0. Ïàðàìåòðèçóåì èõ
ñîâîêóïíîñòü çíà÷åíèÿìè ïåðåìåííûõ x1, ζ â òî÷êàõ σ̂(0). Ýòè òðàåêòîðèè ëå-
æàò íà íóëåâîì óðîâíå ôóíêöèè H0 + H1 è ïàðàìåòðèçîâàíû âðåìåíèåì t. Â
ñèëó òåîðåìû î äèôôåðåíöèðóåìîé çàâèñèìîñòè ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ îò íà÷àëüíûõ äàííûõ è óòâåðæäåíèÿ 2.9 ïåðåìåííûå x, ψ íà ãèïåð-
ïîâåðõíîñòè, îáðàçîâàííîé ñîâîêóïíîñòüþ ýòèõ òðàåêòîðèé, ÿâëÿþòñÿ ôóíêöè-
ÿìè êëàññà C2 îò ïåðåìåííûõ x1, ζ, t. Ñëåäîâàòåëüíî, H1 êàê ôóíêöèÿ îò x1, ζ, t
íà ñîâîêóïíîñòè ýòèõ òðàåêòîðèé òàêæå ïðèíàäëåæèò êëàññó C2. Îïðåäåëèì
ôóíêöèþ H̃1(x1, ζ, t) ñëåäóþùèì îáðàçîì: H̃1 = H1

t ïðè t 6= 0 è H̃1 = Ḣ1 ïðè
t = 0. Òî÷êè σ̂(0) ëåæàò íà ìíîãîîáðàçèèM. Òàêèì îáðàçîì, H1 = 0 ïðè t = 0,
è ïî ëåììå Àäàìàðà ôóíêöèÿ H̃1 ïðèíàäëåæèò êëàññó C1 ïî ñîâîêóïíîñòè ïå-
ðåìåííûõ x1, ζ, t.

Äîïóñòèì, ÷òî sinφ 6= 0. Ïóñòü ζ∗ ∈ [ζα, ζβ] ïðîèçâîëüíî. Âû÷èñëèì ÷àñòíûå
ïðîèçâîäíûå îò ôóíêöèè H̃1 â òî÷êå (x1, ζ, t) = (0, ζ∗, 0). Ýòà òî÷êà â ñèñòåìå
ïåðåìåííûõ x, ψ ñîîòâåòñòâóåò íà÷àëó êîîðäèíàò. Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 2.10 â
íåé ñïðàâåäëèâî H̃1 = Ḣ1 = 0. Ñ ó÷¼òîì (2.5), (2.26) è (2.30) èìååì

∂H̃1

∂x1
= lim

x1→0

Ḣ1

x1
(x1, ζ∗, 0) = lim

x1→0

C

x1dAB
(x1, ζ∗, 0) =

= lim
x1→0

1
2

(
sinφx2

1 + cosφx2
2

)
x2

1

(x1, ζ∗, 0) =
1

2
(sinφ+ cosφ ζ2

∗),

∂H̃1

∂ζ
= 0,

∂H̃1

∂t
=

1

2
Ḧ1 =

1

2
sinφ 6= 0.

Ïî òåîðåìå î íåÿâíîé ôóíêöèè ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 2.24. Äîïóñòèì, ÷òî sinφ 6= 0. Òîãäà â îêðåñòíîñòè òî÷-
êè (x1, ζ) = (0, ζ∗) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ t∗(x1, ζ), òàêàÿ, ÷òî
ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî H̃1(x1, ζ, t∗(x1, ζ)) ≡ 0 è t∗(0, ζ∗) = 0. Ýòà ôóíêöèÿ
ïðèíàäëåæèò êëàññó C1. Å¼ ïðîèçâîäíûå èìåþò âèä

∂t∗
∂x1

(0, ζ∗) = −1− ctgφ ζ2
∗ ,

∂t∗
∂ζ

(0, ζ∗) = 0. 2 (2.55)

Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ìîæåì âûáðàòü îêðåñòíîñòü U íàñòîëüêî ìàëîé, ÷òîáû
íå ñóùåñòâîâàëî òàêèõ çíà÷åíèé x1, ζ, t, ÷òî t 6= t∗(x1, ζ), H̃1(x1, ζ, t) = 0, è òî÷êà
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σ(t) ëåæèò â îêðåñòíîñòè U , ãäå σ � ïðîåêöèÿ òðàåêòîðèè σ̂, ñîîòâåòñòâóþùåé
çíà÷åíèÿì x1, ζ.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó p ∈ K ñ êîîðäèíàòàìè x1(p), ζ(p). Îáîçíà-
÷èì òðàåêòîðèþ ñèñòåìû (2.54), ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç ïîäíÿòèå p̂ òî÷êè p íà K̂ â
ìîìåíò âðåìåíè t = 0, ÷åðåç σ̂, à å¼ ïðîåêöèþ íà ôàçîâóþ ïëîñêîñòü � ÷åðåç σ.

Óòâåðæäåíèå 2.25. Ïóñòü ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî ε > 0, ÷òî ïðè âñåõ t ∈
(−ε, 0) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî C

dAB
(σ(t)) < 0. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå

óòâåðæäåíèÿ:
1. Åñëè t∗(x1(p), ζ(p)) > 0, òî íà òðàåêòîðèè σ̂ ïðèíöèï ìàêñèìóìà (2.15)

óäîâëåòâîð¼í ïðè âñåõ t ≤ 0, òàêèõ, ÷òî σ(t) ëåæèò â îêðåñòíîñòè U .
2. Åñëè t∗(x1(p), ζ(p)) < 0, òî íà òðàåêòîðèè σ̂ ïðèíöèï ìàêñèìóìà (2.15)

óäîâëåòâîð¼í ïðè âñåõ t ∈ [t∗, 0].

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïóñòü t∗ 6= 0. Òîãäà òî÷êà p íå ñîâïàäàåò ñ x̃. Îòñþäà
ñëåäóåò dAB(σ(t)) 6= 0 äëÿ âñåõ t ∈ (−ε, 0], è óðàâíåíèå (2.28) íå èìååò îñîáåí-
íîñòåé íà ýòîì èíòåðâàëå. Ïîýòîìó åãî ðåøåíèå äà¼òñÿ âûðàæåíèåì (2.29) ïðè
t0 = 0, H1(t0) = 0. Ýòî âûðàæåíèå â ñèëó óñëîâèé óòâåðæäåíèÿ ïîëîæèòåëüíî
ïðè t ∈ (−ε, 0). Òàêèì îáðàçîì, H1(t) > 0 ïðè t ∈ (−ε, 0).

Â ñëó÷àå t∗(x1(p), ζ(p)) > 0 ôóíêöèÿ H1(t) íà òðàåêòîðèè σ̂ ïðè t < 0 íå
îáðàùàåòñÿ â íóëü, åñëè σ(t) ∈ U . Çíà÷èò, îíà âî âñåõ ýòèõ òî÷êàõ èìååò òîò æå
çíàê, ÷òî è íà èíòåðâàëå t ∈ (−ε, 0), ò.å. ïîëîæèòåëüíà.

Â ñëó÷àå t∗(x1(p), ζ(p)) < 0 ôóíêöèÿ H1(t) íà òðàåêòîðèè σ̂ íå îáðàùàåòñÿ
â íóëü ïðè t ∈ (t∗, 0). Çíà÷èò, îíà â ýòèõ òî÷êàõ èìååò ïîëîæèòåëüíûé çíàê.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíöèïîì ìàêñèìóìà óïðàâëåíèå u = 1 íà ðàññìîòðåííûõ
èíòåðâàëàõ îïòèìàëüíî. 2

Èç óòâåðæäåíèÿ 2.24 íàõîäèì ñëåäóþùóþ îöåíêó ôóíêöèè t∗ íà ìíîæåñòâå
K:

t∗(x1, ζ) = x1(−1− ctgφ ζ2) + τ(x1, ζ) = − 2C

dAB sinφ
+ θ(x2

1) + τ(x1, ζ) = θ(r),

(2.56)
ãäå τ ∈ C1, è îòíîøåíèå τ

x1
ðàâíîìåðíî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè x1 → 0.

Èññëåäóåì çàâèñèìîñòü t∗(x1, ζ), èñõîäÿ èç óðàâíåíèÿ (2.28).

Óòâåðæäåíèå 2.26. Äîïóñòèì, ÷òî φ ∈ (π, 3
2π), è ïóñòü ζα, ζβ èìåþò îäèí

è òîò æå çíàê. Òîãäà íà ìíîæåñòâå K− ∪ K+ ñïðàâåäëèâû îöåíêè

−ctgφ ζ(0)ζ(t∗) = 1 + θ(r(0)), x2(t∗) = x2(0) + θ(x2
1(0)).

Äîêàçàòåëüñòâî: Èìååì ctgφ > 0, ïîýòîìó t∗ = −Θ(x1(0)) = ±Θ(r(0)).
Äàëåå, ṙ = θ(1), ïîýòîìó íà èíòåðâàëå t ∈ [0, t∗] ñïðàâåäëèâà îöåíêà r(t) =
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θ(r(0)) = θ(x1(0)). Â ñèëó óñëîâèé óòâåðæäåíèÿ ñïðàâåäëèâà îöåíêà ζ(0) =
±Θ(1).

Ïåðâîå äîêàçûâàåìîå óðàâíåíèå ñïðàâåäëèâî â ñèëó

x2(t∗) = x2(0) +

∫ t∗

0

ẋ2 dt = x2(0) + θ(r(0))t∗ = x2(0) + θ(x2
1(0)).

Äàëåå, â ñèëó (2.56) èìååì

x1(t∗) = x1(0) +

∫ t∗

0

(1 + θ(r))dτ = x1(0) + t∗ + θ(r2(0)) =

= −x1(0)ctgφ ζ2(0) + τ(x1(0), ζ(0)) + θ(r2(0)) = ±Θ(r(0)),

x1(t∗)− x1(0) = t∗ + θ(r2(0)) = ±Θ(r(0)),

â çàâèñèìîñòè îò çíàêà x1(0). Îòñþäà ñëåäóåò îöåíêà dAB(t∗) = ±Θ(r(0)).
Ïîäñòàâèì â óðàâíåíèå (2.37) çíà÷åíèå V = e1 = (1, 0)T . Ýòî äîïóñòèìî,

òàê êàê 〈Q, V 〉 = A1 + B1 = 1 + θ(r) 6= 0. Ôóíêöèÿ H1 ïðåäñòàâèòñÿ â âèäå
H1 = B1F−A1G

A1+B1
+ dABf = F + θ(r3) + dABf . Ïðè t = 0 è t = t∗ èìååì H1(t) = 0,

dAB(t) = ±Θ(r(0)), ïîýòîìó f(0) = − F
dAB

+ θ(r2) = − sinφx2
1(0)+cosφx2

2(0)
2x1(0) + θ(r2) =

θ(r), f(t∗) = − sinφx2
1(t∗)+cosφx2

2(t∗)
2x1(t∗)

+ θ(r2).
Óðàâíåíèå (2.42) ïðèíèìàåò âèä

e
∫ t

0
tr∂Q∂x dτ

(
ḟ + tr

∂Q

∂x
f

)
=

d

dt

(
e
∫ t

0
tr∂Q∂x dτf

)
= e

∫ t
0

tr∂Q∂x dτ
∂

∂x2

(
F +G

A1 +B1

)
= θ(r).

Îòñþäà ïîëó÷àåì îöåíêó

e
∫ t∗

0
θ(1)dτf(t∗) = f(0) + θ(r(0))t∗ ⇒ f(t∗) = f(0) + θ(r2(0)).

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ äëÿ f(0) è f(t∗) è èñïîëüçóÿ óæå äîêàçàííîå ïåðâîå
óðàâíåíèå óòâåðæäåíèÿ è îöåíêó x1(t∗)− x1(0) = ±Θ(r(0)), íàõîäèì

sinφx2
1(0)− cosφx2

2(0)

x1(0)
=

sinφx2
1(t∗)− cosφx2

2(t∗)

x1(t∗)
+ θ(r2),

cosφx2
2(0)

(
1

x1(t∗)
− 1

x1(0)

)
= sinφ (x1(t∗)− x1(0)) + θ(r2),

−ctgφ
x2(0)x2(t∗)

x1(0)x1(t∗)
= 1 + θ(r). 2
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Ðèñ. 1: Ñèíòåç ñ îñîáûì ðåæèìîì

2.6 Ñëó÷àé φ ∈ (π2 , π)

Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü φ ∈ (π2 , π). Òîãäà îïòèìàëüíûé ñèíòåç äëÿ çàäà÷è (2.1),
(2.2) ñóùåñòâóåò â îêðåñòíîñòè òî÷êè x̃ è èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó. Â
òðåòüåì îðòàíòå èìååòñÿ îñîáûé ðåæèì ïåðâîãî ïîðÿäêà, â ïåðâîì æå �
êðèâàÿ ïåðåêëþ÷åíèÿ ñ u = 1 íà u = 0. Îáå êðèâûå ðàñïîëîæåíû òðàíñâåðñàëü-
íî ê îñÿì è ñòûêóþòñÿ â òî÷êå x̃, êîòîðàÿ òàêæå ÿâëÿåòñÿ îñîáûì ðåæèìîì
ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ñóùåñòâóåò â òî÷íîñòè îäíà òðàåêòîðèÿ γ−, ïðÿìî ïîïà-
äàþùàÿ â òåðìèíàëüíóþ òî÷êó x̃ çà êîíå÷íîå âðåìÿ. Âñå äðóãèå òðàåêòîðèè
çà êîíå÷íîå âðåìÿ ïîïàäàþò íà îñîáûé ðåæèì è ïî íåìó àñèìïòîòè÷åñêè
ïðèáëèæàþòñÿ ê x̃ (ñì. ðèñ. 2.6).

Ïîñòðîèì ëàãðàíæåâî ñå÷åíèå ðàññëîåíèÿ T ∗X, ÿâëÿþùååñÿ èíòåãðàëüíûì
ìíîãîîáðàçèåì ñèñòåìû (2.1),(2.17). Â ïàðàãðàôå 2.4 áûëî äîêàçàíî, ÷òî â ñëó-
÷àå φ ∈ (π2 , π) íà ìíîæåñòâåM ñóùåñòâóþò îñîáûå ðåæèìû γ̂C3, γ̂C4. Ïî ïðîåê-
öèè γC3 ïåðâîãî èç íèõ ôàçîâàÿ òî÷êà ïðèáëèæàåòñÿ ê x̃, ïî γC4 � óäàëÿåòñÿ.
Ïîñòðîèì èíòåãðàëüíîå ìíîãîîáðàçèå, èñõîäÿ èç îñîáîãî ðåæèìà γ̂C3. Ïîêàæåì,
÷òî ñîâîêóïíîñòü íåîñîáûõ òðàåêòîðèé ñèñòåìû (2.1),(2.17), âûõîäÿùèõ íà îñî-
áûé ðåæèì γ̂C3, îáðàçóåò ñå÷åíèå.

Óòâåðæäåíèå 2.27. Ïóñòü φ ∈ (π2 , π). Òðàåêòîðèè ñèñòåìû (2.54), âûõîäÿ-
ùèå íà γ̂C3 â ìîìåíò âðåìåíè t = 0, ïðè t ≤ 0 óäîâëåòâîðÿþò ïðèíöèïó
ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà, ïîêà èõ ïðîåêöèè íàõîäÿòñÿ â îêðåñòíîñòè U .

Äîêàçàòåëüñòâî:Ïðîåêöèè ðàññìàòðèâàåìûõ òðàåêòîðèé íà ôàçîâóþ ïëîñ-
êîñòü ïðè t ≤ 0 çàìåòàþò îáëàñòü ìåæäó êðèâîé γC3 è òðàåêòîðèåé γ− ñèñòåìû
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ẋ = A + B, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó x̃ (ñì. ðèñ. 2.6). Â ýòîé îáëàñòè â ñèëó
óòâåðæäåíèÿ 2.11 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî C > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, óäîâëåòâî-
ðåíû óñëîâèÿ óòâåðæäåíèÿ 2.23, êîòîðîå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî. 2

Ïîêàæåì, ÷òî ïðîåêöèè òðàåêòîðèé ñèñòåìû (2.43), âûõîäÿùèõ íà γ̂C3, çà-
ìåòàþò îñòàëüíóþ ÷àñòü îêðåñòíîñòè U . Ïóñòü p̂ � òî÷êà íà γ̂C3, à σ̂(t) � òðà-
åêòîðèÿ ñèñòåìû (2.43), ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç p̂ â ìîìåíò âðåìåíè t = 0. Ïðîåêöèÿ
σ = πX ◦ σ̂ ýòîé òðàåêòîðèè â ìîìåíò t = 0 ïðîõîäèò ÷åðåç ïðîåêöèþ p òî÷êè p̂ è
îáîðà÷èâàåòñÿ âîêðóã òî÷êè x̃, òàê êàê x̃ � ôîêóñ èëè öåíòð. Â ñèëó ñîîòíîøå-
íèé (2.3) âðàùåíèå ïðîèñõîäèò ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå. Ïðîñëåäèì σ(t) äëÿ t < 0.
Îïðåäåëèì t− = max{t < 0 |σ(t) ∈ γ−AB}, t+ = max{t < 0 |σ(t) ∈ γ+

AB}, t̄ =
sup{t < t− |H1(t) ≥ 0}. Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 3.1 èìååì t̄ ∈ (t+, t−). Ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèé 2.11 è 2.15.

Ñëåäñòâèå 2.4. Òðàåêòîðèÿ σ̂ íà èíòåðâàëå t ∈ [t̄, 0] óäîâëåòâîðÿåò ïðèíöèïó
ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà. 2

Äîïóñòèì, ÷òî φ ∈ (π2 , π). Èññëåäóåì H1 êàê ôóíêöèþ îò âðåìåíè íà òðàåê-
òîðèè σ̂. Ýâîëþöèÿ ôóíêöèè H1 â ñèëó ñèñòåìû (2.43) íà íóëåâîì óðîâíå ãà-
ìèëüòîíèàíà H0 îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì (2.46). Ïîäñòàâëÿÿ t0 = 0, H1(t0) = 0,
H1(t̄) = 0 â (2.46) è ó÷èòûâàÿ F = 1

2(sinφx2
1 − cosφx2

2) + θ(r3) = Θ(r2),
t− = −Θ(1), x2

dAB
(σ(0)) = Θ(1) è dAB = x1 + θ(r2), ïîëó÷èì

0 = −Θ(r−2){−x2(t̄)Θ(r2)+x1(t̄)Θ(r2)}+θ(r2) ⇒ x2(t̄) = Θ(1)x1(t̄). (2.57)

Òàêèì îáðàçîì, òî÷êà σ(t̄) ëåæèò â ïåðâîì îðòàíòå.
Ïóñòü ïðîåêöèÿ σ(t) òðàåêòîðèè σ̂ ïåðåñåêàåò êðèâûå γC1 è γC4 â ìîìåíòû

âðåìåíè t1, t4 ñîîòâåòñòâåííî, t+ < t1 < t4 < t−.

Óòâåðæäåíèå 2.28. Äëÿ t ∈ [t1, t4] èìååì H1(t) = −Θ(r).

Äîêàçàòåëüñòâî: Íà γC4 èìååì x2 = −Θ(r), x1 = Θ(r). Ïîäñòàâëÿÿ ýòè
ñîîòíîøåíèÿ â (2.46) è ïîëàãàÿ t0 = 0, t = t4, ïîëó÷èì

H1(t4) =
1

−Θ(r2)

{
Θ(r3) + Θ(r)

[
Θ(r2) + Θ(r2)

]}
+ θ(r2) = −Θ(r).

Ïóñòü t ∈ [t1, t4). Íà èíòåðâàëå [t1, t4] óðàâíåíèå (2.28) íå èìååò îñîáåííîñòåé, è
H1(t) îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì (2.29):

H1(t) = e
∫ t
t4

(
ḋAB
dAB
−tr∂Q∂x

)
dτ
[
−
∫ t4

t

e
−
∫ τ
t4

(
ḋAB
dAB
−tr∂Q∂x

)
dσ C

dAB
dτ +H1(t4)

]
.
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Ðàññìîòðèì ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå â ýêñïîíåíòå. Ïîäñòàâëÿÿ Q = A è
ó÷èòûâàÿ, ÷òî íà èíòåðâàëå [t, t4] ñïðàâåäëèâî dAB = x1 + θ(r2) = Θ(r), íàõî-

äèì ḋAB
dAB
− tr∂Q∂x = −Ȧ2B1+θ(r2)

dAB
− tr∂A∂x = A1+θ(r2)

x1
− αx1+θ(r2)

x1
= x2

x1
+ θ(r) = θ(1).

Äàëåå, íà èíòåðâàëå [t, t4] èìååì C ≥ 0. Ïîýòîìó èíòåãðàë â óãëîâûõ ñêîáêàõ
ïîëîæèòåëüíûé è èìååò ïîðÿäîê θ(r). Òàê êàê H1(t4) = −Θ(r), òî ñàìè óãëîâûå
ñêîáêè, è, ñëåäîâàòåëüíî, H1(t), èìåþò ïîðÿäîê −Θ(r). 2

Óòâåðæäåíèå 2.29. C(t̄) = −Θ(r2).

Äîêàçàòåëüñòâî: Â ñèëó (2.57) òî÷êà σ(t̄) ëåæèò â ïåðâîì îðòàíòå, è íàé-
äóòñÿ òàêèå îòðèöàòåëüíûå ÷èñëà ζα, ζβ, íåçàâèñèìûå îò íà÷àëüíîé òî÷êè p ∈
γC3 òðàåêòîðèè σ, ÷òî çíà÷åíèÿ ζ(σ(t̄)) ëåæàò â èíòåðâàëå [ζα, ζβ]. Êðîìå òîãî,
èìååì íåðàâåíñòâî t̄ < t4. Òîãäà èç óòâåðæäåíèÿ 2.28 ñëåäóåò, ÷òî t̄ < t1, è∫ t1
t̄ Ḣ1(t) dt = H1(t1) = −Θ(r). Íà òðàåêòîðèè σ̂ â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 2.14 èìååì
ψ = θ(r). Â ñèëó (2.23) îòñþäà ñëåäóåò Ḣ1 = θ(r). Ïîýòîìó t1− t̄ = Θ(1). Îòñþäà
ϕ(σ(t̄)) = ϕ(σ(t1)) + Θ(1), è èç (2.33) ñëåäóåò óòâåðæäåíèå. 2

Óòâåðæäåíèå 2.30. Åñëè òî÷êà p̂ ïðîáåãàåò îñîáûé ðåæèì γ̂C3, òî ñîîò-
âåòñòâóþùàÿ òî÷êà q(p) = σ(t̄) ïðîáåãàåò íåêîòîðóþ êðèâóþ ρ10 êëàññà C2,
ðàñïîëîæåííóþ â ïåðâîì îðòàíòå è ñòûêóþùóþñÿ â òî÷êå x̃ ñ êðèâîé γC3.
Ñóùåñòâóþò òàêèå îòðèöàòåëüíûå ÷èñëà ζα, ζβ, ÷òî äëÿ âñåõ òî÷åê q ∈ ρ10

ñïðàâåäëèâî ζ(q) ∈ [ζα, ζβ.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïî óòâåðæäåíèþ 2.11 êðèâàÿ γC3 ïðèíàäëåæèò êëàññó
C2. Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 2.29 âûïîëíåíû óñëîâèÿ óòâåðæäåíèÿ 2.22. Îòñþäà ñëå-
äóåò, ÷òî êðèâàÿ ρ10 òàêæå ïðèíàäëåæèò êëàññó C2. Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 2.13
äëÿ ðàññòîÿíèé îò íà÷àëà êîîðäèíàò èìååì îöåíêó r(σ(t̄)) = Θ(r(p)). Ñëåäîâà-
òåëüíî, åñëè òî÷êà p ñòðåìèòñÿ ê x̃, òî σ(t̄) òàêæå ñòðåìèòñÿ ê x̃. Ñóùåñòâîâàíèå
ζα, ζβ âûòåêàåò èç (2.57). 2

Îáîçíà÷èì êîîðäèíàòû òî÷êè p ∈ γC3 äëÿ êðàòêîñòè ÷åðåç x10, x20, à êîîð-
äèíàòû ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷êè q ∈ ρ10 � ÷åðåç x11, x21.

Óòâåðæäåíèå 2.31. Íàêëîí dx21

dx11
êðèâîé ρ10 èìååò ïðåäåë ïðè x→ x̃.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïàðàìåòðèçóåì êðèâóþ γC3 ïåðåìåííîé x10. Òîãäà ïðî-
èçâîäíàÿ dx2

dx1
çàäà¼òñÿ óðàâíåíèåì

dx21

dx11
=

dx21

dx10

dx11

dx10

=

∂x21

∂x10
+ ∂x21

∂x20

dx20

dx10

∂x11

∂x10
+ ∂x11

∂x20

dx20

dx10

.

74



Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 2.29 âûïîëíåíû óñëîâèÿ óòâåðæäåíèÿ 2.21, è ïðîèçâîäíûå
∂(x11,x21)
∂(x10,x20) çàäàþòñÿ óðàâíåíèÿìè (2.53). Ïðîèçâîäíàÿ

dx20

dx10
æå çàäà¼òñÿ óðàâíåíèåì

(2.35). Ïîäñòàâëÿÿ ýòè çíà÷åíèÿ â óðàâíåíèå äëÿ dx2

dx1
, ïîëó÷èì

dx21

dx11
=

∂x21

∂x10
x10 + ∂x21

∂x20
x20 + θ(r2)

∂x11

∂x10
x10 + ∂x11

∂x20
x20 + θ(r2)

=
x21 + θ(r2)

x11 + θ(r2)
=
x21

x11
+ θ(r) = Θ(1). (2.58)

Ñëåäîâàòåëüíî, êðèâàÿ ρ10 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì óòâåðæäåíèÿ 2.6, ïðèìåíå-
íèå êîòîðîãî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî. 2

Óòâåðæäåíèå 2.32. Ïîòîê òðàåêòîðèé ñèñòåìû ẋ = A, âûõîäÿùèõ èç òî÷åê
êðèâîé ρ10, è ïîòîê òðàåêòîðèé ñèñòåìû ẋ = A+B, âõîäÿùèõ â òî÷êè êðèâîé
ρ10, íå ïåðåñåêàþòñÿ äðóã ñ äðóãîì. Ïîòîê òðàåêòîðèé ñèñòåìû ẋ = A, âõîäÿ-
ùèõ â òî÷êè êðèâîé γC3, è ïîòîê òðàåêòîðèé ñèñòåìû ẋ = A+B, âõîäÿùèõ
â òî÷êè êðèâîé γC3, íå ïåðåñåêàþòñÿ äðóã ñ äðóãîì.

Äîêàçàòåëüñòâî: Â ñèëó óòâåðæäåíèé 2.11 è 2.31 êðèâûå γC3 è ρ10 óäî-
âëåòâîðÿþò óñëîâèÿì óòâåðæäåíèÿ 2.7, ïðèìåíåíèå êîòîðîãî äà¼ò òðåáóåìîå.
2

Óòâåðæäåíèå 2.32 ãàðàíòèðóåò, ÷òî òðàåêòîðèè ïîäõîäÿò ê êðèâîé ρ10 ñëåâà
ñ óïðàâëåíèåì u = 1, ïåðåêëþ÷àþò íà íåé óïðàâëåíèå è óõîäÿò íàïðàâî ñ óïðàâ-
ëåíèåì u = 0. Çàòåì îíè ñïðàâà ïðèìûêàþò ê êðèâîé γC3, è ïî íåé äâèæóòñÿ
äàëüøå ñ îñîáûì óïðàâëåíèåì. Ñëåâà ê γC3 ïîäõîäÿò òðàåêòîðèè ñ óïðàâëåíèåì
u = 1.

Òàêèì îáðàçîì, êðèâûå γC3, ρ10 è òî÷êà x̃ äåëÿò îêðåñòíîñòü U íà äâå îáëàñòè
(ñì. ðèñ. 2.6). Ìû ïîêàçàëè, ÷òî â ïðàâîé îáëàñòè ïðèìåíÿåòñÿ óïðàâëåíèå u =
0, è äâèæåíèå ïðîèñõîäèò îò ρ10 ê îñîáîé òðàåêòîðèè. Ïîêàæåì, ÷òî â ëåâîé
îáëàñòè ïðèíöèï ìàêñèìóìà ïðèâîäèò ê óïðàâëåíèþ u = 1. Äëÿ îáëàñòè ñíèçó
îò êðèâîé γ− ýòî ãàðàíòèðóåòñÿ óòâåðæäåíèåì 2.27.

Èññëåäóåì îáëàñòü ñâåðõó îò êðèâîé γ−. Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 2.8 êðèâàÿ ïå-
ðåêëþ÷åíèÿ ρ10 èìååò ïîäíÿòèå ρ̂10 íàM+. Ïóñòü φ ∈ (π2 , π). Òîãäà sinφ > 0. Íà
êðèâîé ρ10 èìååì C = −Θ(r2), dAB = Θ(r). Ñëåäîâàòåëüíî, C

dAB
= −Θ(r) < 0,

− 2C
dAB sinφ = Θ(r) = Θ(x1). Ïîýòîìó âûðàæåíèå (2.56) ïîëîæèòåëüíî, è âûïîëíå-

íû óñëîâèÿ óòâåðæäåíèÿ 2.25.

Ñëåäñòâèå 2.5. Ïóñòü φ ∈ (π2 , π). Òðàåêòîðèè ñèñòåìû (2.54), âûõîäÿùèå íà
ρ̂10 â ìîìåíò âðåìåíè t = 0, ïðè t ≤ 0 óäîâëåòâîðÿþò ïðèíöèïó ìàêñèìóìà
Ïîíòðÿãèíà, ïîêà èõ ïðîåêöèè íàõîäÿòñÿ â îêðåñòíîñòè U . 2

Â òî÷êå (x, ψ) = (0, 0) ñîãëàñíî óðàâíåíèþ (2.26) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
Ḧ1 = sinφ > 0.
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Ñëåäñòâèå 2.6. Ïóñòü φ ∈ (π2 , π). Òðàåêòîðèÿ γ̂− ñèñòåìû (2.54), âûõîäÿùàÿ
â íà÷àëî êîîðäèíàò (x, ψ) = (0, 0) â ìîìåíò âðåìåíè t = 0, ïðè t ≤ 0 óäî-
âëåòâîðÿåò ïðèíöèïó ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà, åñëè âûáðàòü îêðåñòíîñòü U
äîñòàòî÷íî ìàëîé. 2

Ðàññìîòðèì â ïðîñòðàíñòâå T ∗X ìíîæåñòâî òî÷åê N , ñîñòîÿùåå èç òî÷åê
òðàåêòîðèé ñèñòåìû (2.43), ñîåäèíÿþùèõ êðèâûå ρ̂10, γ̂C3, òðàåêòîðèé ñèñòåìû
(2.54), âûõîäÿùèõ íà êðèâûå ρ̂10, γ̂C3, òðàåêòîðèè γ̂− è òî÷êè (x, ψ) = (0, 0).

Óòâåðæäåíèå 2.32 ãàðàíòèðóåò, ÷òî ïðîåêöèÿ πX âçàèìíî-îäíîçíà÷íî îòîá-
ðàæàåò ìíîæåñòâî N íà îêðåñòíîñòü U , ò.å. çàäà¼ò íåêîòîðóþ ôóíêöèþ ψ(x).

Óòâåðæäåíèå 2.33. Ôóíêöèÿ ψ(x) íåïðåðûâíà â îêðåñòíîñòè U è íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìà âñþäó, êðîìå íà êðèâûõ γC3, γ−, ρ10 è â òî÷êå x̃. Íà êðèâûõ
γC3, γ− è ρ10 èìåþò ìåñòî ðàçðûâû ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ðîäà.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ðàññìîòðèì êðèâóþ γ∗ íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè, ñîñòîÿùóþ
èç âåòîê γC3, ρ10 è òî÷êè x̃. Â ñèëó óòâåðæäåíèé 2.11 è 2.31 êðèâàÿ γ∗ ïðèíàäëå-
æèò êëàññó PC1 ñ ðàçðûâîì ïðîèçâîäíûõ â òî÷êå x̃. Â ñèñòåìå êîîðäèíàò (x1, ζ)
îíà çàäà¼òñÿ ôóíêöèåé ζ(x1).

Â ñèëó (2.35) è (2.58) ôóíêöèÿ ζ(x1) ÿâëÿåòñÿ ëèïøèöåâîé ïðè x1 6= 0, à
ïðè x1 = 0 èìååò ðàçðûâ ïåðâîãî ðîäà. Â ñèëó óòâåðæäåíèé 2.11 è 2.30 îíà ïðè
x1 6= 0 ïðèíàäëåæèò êëàññó C2.

Ðàññìîòðèì ïîäíÿòèå γ̂∗ êðèâîé γ∗ íàM, ñîñòîÿùåå èç âåòîê γ̂C3, ρ̂10 è òî÷-
êè (x = 0, ψ = 0). Êðèâàÿ γ̂∗ çàäà¼òñÿ óðàâíåíèÿìè (2.21) è â ñèëó óòâåðæäåíèÿ
2.9 íåïðåðûâíà. Ðàññìîòðèì îãðàíè÷åíèå ôóíêöèè ψ íà γ∗: ψ(x1) = ψ(x1, ζ(x1)).
Èìååì dψ

dx1
= ∂ψ

∂x1
+ ∂ψ

∂ζ
dζ
d x1

. Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 2.9 ïðîèçâîäíàÿ ∂ψ
∂ζ íåïðåðûâíà

è ðàâíà íóëþ ïðè x1 = 0. Îòñþäà è èç îãðàíè÷åííîñòè ïðîèçâîäíîé dζ
d x1

ñëåäóåò

ðàâåíñòâî limx1→±0
dψ
dx1

= limx1→±0
∂ψ
∂x1

. Ýòè äâà îäíîñòîðîííèõ ïðåäåëà ñóùå-
ñòâóþò, ïîñêîëüêó ñóùåñòâóþò ïðåäåëû limx1→±0 ζ(x1), íî îíè íå ñîâïàäàþò.

Ìû äîêàçàëè, ÷òî êðèâàÿ γ̂∗ ïðèíàäëåæèò êëàññó PC1 ñ ðàçðûâîì ïðîèçâîä-
íûõ â òî÷êå (x, ψ) = (0, 0). Èññëåäóåìàÿ ôóíêöèÿ ψ(x) çàäà¼òñÿ òðàåêòîðèÿìè
ñèñòåì (2.43),(2.54), ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç òî÷êè γ̂∗. Äîêàçàòåëüñòâî çàâåðøàåò
òåîðåìà î äèôôåðåíöèðóåìîé çàâèñèìîñòè ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâ-
íåíèÿ îò íà÷àëüíûõ äàííûõ. 2

Óòâåðæäåíèå 2.34. Ïóñòü N ′ � äâóìåðíîå íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîå
èíòåãðàëüíîå ìíîãîîáðàçèå ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ñ íåêîòîðûì ãàìèëüòî-
íèàíîì H ′, çàäàííîì â ïðîñòðàíñòâå T ∗X. Ïóñòü N ′ ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì
ñå÷åíèåì êîêàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ íàä íåêîòîðîé îáëàñòüþ U ′ ⊂ U . Òîãäà
ôóíêöèÿ ψ(x), çàäàþùàÿ N ′, èìååò ïîòåíöèàë ω(x) ∈ C2(U ′).
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Äîêàçàòåëüñòâî: Ïîêàæåì ëàãðàíæåâîñòü ñå÷åíèÿ N ′, ò.å. çàìêíóòîñòü
ôîðìû ψdx. Âû÷èñëèì çíà÷åíèå äèôôåðåíöèàëà ôîðìû ψdx íà ïàðå êàñàòåëü-
íûõ ê N ′ âåêòîðîâ â ñëó÷àå, åñëè îäèí èç íèõ ðàâåí âåêòîðó ôàçîâîé ñêîðîñòè
∂
∂t . Ïóñòü v � ïðîèçâîëüíûé êàñàòåëüíûé âåêòîð.

d(ψdx)

(
∂

∂t
, v

)
=
∑
µ

(dψµ ∧ dxµ)

(
∂

∂t
, v

)
=
∑
µ

1

2

(
∂ψµ
∂t

v(xµ)− v(ψµ)
∂xµ
∂t

)
=

= −1

2

∑
µ

(
∂H ′

∂xµ
v(xµ) + v(ψµ)

∂H ′

∂ψµ

)
= −1

2
v(H ′) = 0,

ïîñêîëüêó H ′ � ïåðâûé èíòåãðàë. Íî òîãäà ôîðìà d(ψdx) ðàâíà íóëþ íà ëþáîé
ïàðå âåêòîðîâ, ïîòîìó ÷òî N ′ äâóìåðíî. Ñëåäîâàòåëüíî, â îáëàñòè U ′ ñóùåñòâó-
åò òàêàÿ ôóíêöèÿ ω ∈ C2, ÷òî dω = ψdx. 2

Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 2.33 ìíîæåñòâî N ÿâëÿåòñÿ ñå÷åíèåì ðàññëîåíèÿ T ∗X.
Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôóíêöèÿ ψ(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Êýëëè [46] íà îñîáîì
ðåæèìå, à â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 2.27 è ñëåäñòâèé 2.6 è 2.5 � ïðèíöèïó ìàêñèìóìà.

Óòâåðæäåíèå 2.35. Ïóñòü ψ(x) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà U , óäîâëåòâîðÿ-
þùàÿ ïðèíöèïó ìàêñèìóìà. Ïóñòü îêðåñòíîñòü U ðàçäåëåíà êîíå÷íûì ÷èñ-
ëîì íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ êðèâûõ, ñòûêóþùèõñÿ â òî÷êå x̃, íà êî-
íå÷íîå ÷èñëî îáëàñòåé Ui, â êàæäîé èç êîòîðûõ ôóíêöèÿ ψ(x) íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìà. Ïóñòü ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè ψ(x) òåðïÿò íà ýòèõ êðèâûõ
ðàçðûâ ïåðâîãî ðîäà. Òîãäà ψ(x) èìååò ïîòåíöèàë ω(x) êëàññà C1.

Äîêàçàòåëüñòâî: Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 2.34 ôóíêöèÿ ψ(x) èìååò ïîòåí-
öèàëû ωi âî âñåõ îáëàñòÿõ äèôôåðåíöèðóåìîñòè. Îòíîðìèðóåì èõ òàê, ÷òî
limx→x̃ ωi = 0. Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ψ(x) ôóíêöèè ωi òîãäà ñîâïàäàþò íà
êðèâûõ, ðàçäåëÿþùèõ îáëàñòè äèôôåðåíöèðóåìîñòè è îáðàçóþò îäíó ôóíêöèþ
ω ∈ C1(U). 2

Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 2.33 ôóíêöèÿ ψ(x), îïðåäåëÿåìàÿ ñå÷åíèåì N , óäîâëå-
òâîðÿåò óñëîâèÿì óòâåðæäåíèÿ 2.35 è èìååò ïîòåíöèàë ω(x). Ôóíêöèÿ ω(x) óäî-
âëåòâîðÿåò â îêðåñòíîñòè U óðàâíåíèþ Áåëëìàíà. Ïîýòîìó ïîñòðîåííûé ñèíòåç
îïòèìàëåí. Ôàçîâàÿ òî÷êà ïðèõîäèò ïî îñîáîìó ðåæèìó â òî÷êó x̃ òîëüêî çà áåñ-
êîíå÷íîå âðåìÿ, òàê êàê íà í¼ì ẋ2 = θ(x2). Òåîðåìà 2.2 äîêàçàíà.

2.7 Ñëó÷àé φ ∈ (π, 3
2π]

Äëÿ ôîðìóëèðîâêè äîêàçûâàåìûõ òåîðåì íàì ïîíàäîáèòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ
ôóíêöèÿ φ̃(α). Îïðåäåëèì φ̃ : (−2, 2)→ (π, 5

4π) ñëåäóþùèìè íåÿâíûìè óðàâíå-
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íèÿìè:√
(1− ctgφ̃)2 + α2ctgφ̃+ α

√
ctgφ̃√

(1− ctgφ̃)2 + α2ctgφ̃− α
√

ctgφ̃
−e

α√
1−α2

4

(
π+arcctg

√
(1−ctgφ̃)2+α2ctgφ̃√

4−α2
√

ctgφ̃

)
= 0 ïðèα 6=0;

2

√
ctgφ̃

ctgφ̃− 1
− π − arcctg

ctgφ̃− 1

2

√
ctgφ̃

= 0 ïðè α = 0.

Çäåñü arcctg ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â èíòåðâàëå (0, π). Óðàâíåíèÿ çàäàþò φ̃ êàê
îäíîçíà÷íóþ è íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ îò α.

Òåîðåìà 2.3. Ïóñòü äàíà çàäà÷à (2.1),(2.2).
1. Åñëè φ ∈ (φ̃(α), 3

2π], òî inf J = −∞ è îïòèìàëüíîãî ñèíòåçà íå ñóùå-
ñòâóåò.

2. Åñëè φ ∈ (π, φ̃(α)), òî îïòèìàëüíûé ñèíòåç â îêðåñòíîñòè òî÷êè x̃
ñóùåñòâóåò è èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó. Âî âòîðîì îðòàíòå èìååòñÿ
êðèâàÿ ïåðåêëþ÷åíèÿ ñ u = 0 íà u = 1, à â ïåðâîì � êðèâàÿ ïåðåêëþ÷åíèÿ ñ
u = 1 íà u = 0. Îáå êðèâûå ðàñïîëîæåíû òðàíñâåðñàëüíî ê îñÿì è ñòûêóþòñÿ
â òî÷êå x̃, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îñîáûì ðåæèìîì ïåðâîãî ïîðÿäêà. Òðàåêòîðèè
îáîðà÷èâàþòñÿ âîêðóã x̃, ïîïåðåìåííî ïåðåñåêàÿ êðèâûå ïåðåêëþ÷åíèÿ è ÷åðå-
äóÿ óïðàâëåíèÿ 0 è 1. Ðàññòîÿíèå îò x̃ è äëèíà èíòåðâàëîâ âðåìåíè, íà êîòî-
ðûõ ïðèìåíÿåòñÿ óïðàâëåíèå 1, ñ êàæäûì îáîðîòîì óáûâàþò ñî ñêîðîñòüþ
àñèìïòîòè÷åñêè ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè, ò.å. îòíîøåíèå äâóõ ïîñëåäó-
þùèõ èíòåðâàëîâ ñòðåìèòñÿ ê ôèêñèðîâàííîé âåëè÷èíå. Äëèíà èíòåðâàëîâ
âðåìåíè, íà êîòîðûõ ïðèìåíÿåòñÿ óïðàâëåíèå 0, ñòðåìèòñÿ ê ôèêñèðîâàííîé
ïîëîæèòåëüíîé âåëè÷èíå.

Ìû ïîêàæåì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé ïåðâîé ÷àñòè òåîðåìû 2.3 ïðèìå-
íèìà ëåììà 1, à ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé âòîðîé ÷àñòè ïîñòðîèì èíòåãðàëüíîå
ëàãðàíæåâî ñå÷åíèå ðàññëîåíèÿ T ∗X è ôóíêöèþ Áåëëìàíà.

2.7.1 Ïîñòðîåíèå îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå

Ïóñòü φ ∈ (π, 3
2π). Òîãäà, â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 2.11, èìååì C = −Θ(r2). Ïóñòü

ζα, ζβ ∈ R. Ïðèìåíèì êîíñòðóêöèþ, îïèñàííóþ â ïàðàãðàôå 2.4. Îáîçíà÷èì
ìíîæåñòâî K−, ïîñòðîåííîå ñ ïîìîùüþ ÷èñåë ζα, ζβ, ÷åðåç K2. Â ñèëó óòâåðæäå-
íèÿ 2.8 ìíîæåñòâî K2 èìååò ïîäíÿòèå K̂2 íà ìíîãîîáðàçèå M−. Ïåðåìåííûå
x1, ζ íà K2 è K̂2 îáîçíà÷èì ÷åðåç x12, ζ2.

Íà ìíîæåñòâå K2 îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå P0. Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ÿâ-
ëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì óòâåðæäåíèé 2.4 è 2.16.
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Ñëåäñòâèå 2.7. Îòîáðàæåíèå P0 ìîæíî íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìî ïðî-
äîëæèòü íà ìíîæåñòâî {0} × [ζα, ζβ]. 2

Ñëåäñòâèå 2.8. Ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà ζ ′α, ζ
′
β ∈ R, ÷òî îáðàç P0[K2] ñî-

äåðæèòñÿ â ìíîæåñòâå {x ∈ U |x1 > 0, ζ(x) ∈ [ζ ′α, ζ
′
β]}, åñëè îêðåñòíîñòü U

äîñòàòî÷íî ìàëåíüêàÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî: Âûáåðåì ζ ′α, ζ
′
β òàêèì îáðàçîì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷å-

íèå [ζ(P0(0, ζα)), ζ(P0(0, ζβ))] ⊂ (ζ ′α, ζ
′
β). Óìåíüøåíèåì îêðåñòíîñòè U ïîëó÷àåì

òðåáóåìîå. 2
Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî {x ∈ U |x1 > 0, ζ(x) ∈ [ζ ′α, ζ

′
β]} ÷åðåçK1, à ïåðåìåííûå

x1, ζ íà í¼ì � ÷åðåç x11, ζ1. Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 2.8 ìíîæåñòâî K1 îáëàäàåò
ïîäíÿòèåì K̂1 íà ìíîãîîáðàçèåM+.

Ïóñòü p2 � òî÷êà íà K2, p̂2 ∈ K̂2 � å¼ ïîäíÿòèå íà M−, σ̂ � òðàåêòîðèÿ
ñèñòåìû (2.43), ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç p̂2 â ìîìåíò âðåìåíè t = 0, σ = πX ◦ σ̂ �
ïðîåêöèÿ ýòîé òðàåêòîðèè íà ôàçîâóþ ïëîñêîñòü. Òîãäà òðàåêòîðèÿ σ, ïî îïðå-
äåëåíèþ, â ìîìåíò âðåìåíè t̄ = max{t < 0 | σ̂(t) ∈ M+} ïðîõîäèò ÷åðåç îáðàç
p1 = P0(p2) òî÷êè p2. Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì óòâåðæäå-
íèÿ 2.15 è îöåíêè C = −Θ(r2).

Ñëåäñòâèå 2.9. Íà îòðåçêàõ t ∈ [t̄, 0] òðàåêòîðèé ñèñòåìû (2.43), ïðîõîäÿ-

ùèõ ÷åðåç ìíîæåñòâî K̂2 è ñîåäèíÿþùèõ K̂1 è K̂2, óäîâëåòâîðÿåòñÿ ïðèíöèï
ìàêñèìóìà.

Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíûå îòîáðàæåíèÿ P0. Ïóñòü p2 � òî÷êà íà K2, à p1 ∈
K1 � å¼ îáðàç. Èìååì C = −Θ(r2), è óñëîâèÿ óòâåðæäåíèÿ 2.21 âûïîëíåíû.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîèçâîäíûå ∂(x1(p1),x2(p1))

∂(x1(p2),x2(p2)) çàäàþòñÿ óðàâíåíèåì (2.53).

∂(x11, ζ1)

∂(x12, ζ2)
=

∂(x11, ζ1)

∂(x1(p1), x2(p1))

∂(x1(p1), x2(p1))

∂(x1(p2), x2(p2))

∂(x1(p2), x2(p2))

∂(x12, ζ2)
=

=

(
1 + θ(r)θ(r)
x2(p1)
x2

1(p1)
− 1

x1(p1)

)
1

x1(p2)A2(p2)− A1(p2)x2(p2)

(
x1(p1) + θ(r2)kA1(p1)
x2(p1) + θ(r2)kA2(p1)

)
∗

∗
(
A2(p2)− A1(p2)
−x2(p2)x1(p2)

)
1

x1(p2) + θ(r2)

(
x1(p2)θ(r

3)
x2(p2)− x2

1(p2) + θ(r3)

)
=

=

(
x1(p1) + θ(r2)kA1(p1) + θ(r2)

θ(r)kA1x2−A2x1

x2
1

(p1)

)[(
1(A1 + θ(r2)) x2

1

−A1x2+A2x1

0(−x1 + θ(r2)) x2
1

−A1x2+A2x1

)
1

x1 + θ(r2)

]
(p2)

=

(
x1(p1)+θ(r2)
x1(p2)+θ(r2)

x1+θ(r2)
−A1x2+A2x1

(p2)(x1(p1)A1(p2)− kA1(p1)x1(p2) + θ(r3))

θ(1) x1+θ(r2)
−A1x2+A2x1

(p2)(θ(r
2) + kA1x2−A2x1

x2
1

(p1)(−x1(p2) + θ(r2)))

)
,
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ãäå k îáîçíà÷àåò âåëè÷èíó C(p2)
C(p1)

d2
AB(p1)
d2
AB(p2)

e−
∫ t̄

0
〈∇,A〉 dτ = C(p2)

C(p1)
x2

1(p1)
x2

1(p2)
(−A1x2+A2x1)(p2)
(−A1x2+A2x1)(p1) +

θ(r) = θ(1). Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì

∂(x11, ζ1)

∂(x12, ζ2)
=

(
x1(p1)
x1(p2) + θ(r) θ(r)

θ(1) C(p2)
C(p1) + θ(r)

)
. (2.59)

Â ñèëó îöåíêè C = −Θ(r2) è óòâåðæäåíèÿ 2.13 èìååì ∂ζ1
∂ζ2

= Θ(1).

Ñëåäñòâèå 2.10. Ôóíêöèÿ ζ1(0, ζ2) ñòðîãî ìîíîòîííî ðàñò¼ò, îáðàòèìà, è
ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ limζ2→±∞ ζ1(0, ζ2) = ±∞. Ñóùåñòâóåò â òî÷íîñòè
îäíî çíà÷åíèå ζ2 = ζ2max, òàêîå, ÷òî ζ1(0, ζ2max) = 0. 2

Âûáåðåì ζβ < ζ2max. Òîãäà ìû ìîæåì, ìîæåò ïðåäâàðèòåëüíî óìåíüøèâ
îêðåñòíîñòü U , âûáðàòü ζ ′α < ζ ′β < 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ζ ′α, ζ

′
β óäîâëåòâîðÿþò óñëî-

âèÿì óòâåðæäåíèÿ 2.26. Ìíîæåñòâî K1 ïðè òàêîì âûáîðå ζ ′β ëåæèò â ïåðâîì
îðòàíòå.

Íà ìíîæåñòâå K1 îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ t∗, ââåä¼ííàÿ â ïàðàãðàôå 2.5.3. Â
ñèëó (2.56) è íåðàâåíñòâà ctgφ > 0 ñïðàâåäëèâà îöåíêà t∗ = −Θ(x11) = −Θ(r).
Ïóñòü p1 � òî÷êà íà K1, p̂1 � å¼ ïîäíÿòèå íà K̂1, σ̂ � òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû (2.54),
ïðîõîäÿùàÿ â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 ÷åðåç òî÷êó p̂1, σ = πX ◦ σ̂ � ïðîåêöèÿ
ýòîé òðàåêòîðèè íà ôàçîâóþ ïëîñêîñòü. Îáîçíà÷èì òî÷êó σ(t∗(p1)) ÷åðåç p0, à
îòîáðàæåíèå, ïåðåâîäÿùåå p1 â p0 � ÷åðåç P1.

Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 2.26 èìååì

x2(p0) = x2(p1) + θ(x2
11), −ctgφ ζ(p1)ζ(p0) = 1 + θ(x11). (2.60)

Â ÷àñòíîñòè, èç îöåíêè ζ1 = −Θ(1) ñëåäóåò îöåíêà ζ0 = Θ(1). Äðóãèìè ñëîâà-
ìè, íàéäóòñÿ òàêèå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà ζ ′′α, ζ

′′
β , ÷òî îáðàç P1[K1] ñîäåðæèòñÿ â

ìíîæåñòâå {x ∈ U |x1 < 0, ζ(x) ∈ [ζ ′′α, ζ
′′
β ]}. Îáîçíà÷èì ýòî ìíîæåñòâî ÷åðåç K0,

à êîîðäèíàòû x1, ζ íà í¼ì � ÷åðåç x10, ζ0. Òàê êàê x2(p1) = Θ(x11), òî â ñèëó
(2.60) òàêæå x2(p0) = Θ(x11) = Θ(r), è ìíîæåñòâî K0 ëåæèò âî âòîðîì îðòàíòå.
Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 2.8 ìíîæåñòâî K0 èìååò ïîäíÿòèå K̂0 íà ìíîãîîáðàçèåM−.

Ñëåäñòâèå 2.11. Îòîáðàæåíèå P1 íåïðåðûâíî ïðîäîëæàåòñÿ íà {0}×[ζ ′α, ζ
′
β].

Äîêàçàòåëüñòâî: Â ñèëó x10 = x2(p0)
x2(p1)

ζ1
ζ0
x11 = −Θ(x11) ôóíêöèþ x10 ìîæíî

ïðîäîëæèòü íóë¼ì. Ôóíêöèþ ζ0(x11, ζ1) â ñèëó âòîðîãî óðàâíåíèÿ (2.60) ìîæíî
ïðîäîëæèòü çíà÷åíèåì ζ0(0, ζ1) = − tgφ

ζ1
. 2

Íà ïîâåðõíîñòè K1 èìååì C
dAB

< 0, ïîýòîìó â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 2.25 ñïðà-
âåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
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Ðèñ. 2: Ôóíêöèÿ ζ0(0, ζ2)

Ñëåäñòâèå 2.12. Íà îòðåçêàõ t ∈ [t∗, 0] òðàåêòîðèé ñèñòåìû (2.54), ïðîõîäÿ-

ùèõ ÷åðåç ìíîæåñòâî K̂1 è ñîåäèíÿþùèõ K̂0 è K̂1, óäîâëåòâîðÿåòñÿ ïðèíöèï
ìàêñèìóìà.

Ìû ïîñòðîèëè îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå P = P1 ◦ P0 : (x12, ζ2) 7→ (x10, ζ0). èç
K2 â K0. Èç ñëåäñòâèé 2.7,2.11 íàõîäèì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 2.36. Îòîáðàæåíèå P íåïðåðûâíî ïðîäîëæàåòñÿ íà {0} ×
[ζα, ζβ]. 2

Â ñèëó x10 = −Θ(x11) = Θ(x12) èìååì x10(0, ζ2) = 0.

Óòâåðæäåíèå 2.37. Ôóíêöèÿ ζ0(0, ζ2) ñòðîãî ìîíîòîííî ðàñò¼ò, îáðàòè-
ìà, ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà limζ2→ζ2max ζ0(0, ζ2) = +∞, limζ2→−∞ ζ0(0, ζ2) = 0
(ñì. ðèñ. 2.7.1).

Äîêàçàòåëüñòâî: Èìååì ζ0(0, ζ1) = − tgφ
ζ1
, îòñþäà limζ1→0 ζ0(0, ζ1) = +∞,

limζ1→−∞ ζ0(0, ζ1) = 0. Êîìáèíèðóÿ ñî ñëåäñòâèåì 2.10, íàõîäèì òðåáóåìûå ñî-
îòíîøåíèÿ. Äàëåå, dζ0(0,ζ1)

dζ1
= tgφ

ζ2
1
> 0, îòñþäà âñëåäñòâèå dζ1(0,ζ2)

dζ2
> 0 íàõîäèì

dζ0(0,ζ2)
dζ2

> 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ ζ0(0, ζ2) ñòðîãî ìîíîòîííî ðàñò¼ò è îáðà-
òèìà. 2

Íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ ñèíòåçà, îïèñàííîãî âî âòîðîé ÷àñòè
òåîðåìû 2.3, ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå èíâàðèàíòíîé êðèâîé ó îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå
P. Ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü, âëå÷¼ò çà ñîáîé ñóùåñòâîâàíèå íåïîäâèæíîé òî÷êè ζ∗
ó ôóíêöèè ζ2 7→ ζ0(0, ζ2). Â ýòîì ñëó÷àå òî÷êà (0, ζ∗) � íåïîäâèæíàÿ òî÷êà
îòîáðàæåíèÿ P.
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Åñëè ãðàôèê ôóíêöèè ζ0(0, ζ2) öåëèêîì ëåæèò íàä ãðàôèêîì ζ0 = ζ2 (ñì.
ðèñ. 2.7.1 ñëåâà), òî ðàâåíñòâî ζ0 = (0, ζ2) íå âûïîëíÿåòñÿ íèãäå. Åñëè èìååòñÿ
òàêàÿ òî÷êà ζ∗2 , ÷òî ζ

∗
0 = ζ0(0, ζ

∗
2) < ζ∗2 , òî ñóùåñòâóþò êàê ìèíèìóì äâà ðåøå-

íèÿ óðàâíåíèÿ ζ0 = (0, ζ2) (ñì. ðèñ. 2.7.1 ñïðàâà). Ïîêàæåì, ÷òî îíè ÿâëÿþòñÿ
ãèïåðáîëè÷åñêèìè íåïîäâèæíûìè òî÷êàìè îòîáðàæåíèÿ P, è èõ èíâàðèàíòíûå
óñû èíäóöèðóþò ñå÷åíèÿ ðàññëîåíèÿ T ∗X. Äëÿ ýòîãî âû÷èñëèì ïðîèçâîäíûå
îòîáðàæåíèÿ P.

2.7.2 Ïðîèçâîäíûå îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå

Âû÷èñëèì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ∂(x10,ζ0)
∂(x11,ζ1) . Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ òåõíèêîé,

ïðåäñòàâëåííîé â ïàðàãðàôå 2.5.2.
Ïóñòü v1 ∈ Tp1

X � ïðîèçâîëüíûé êàñàòåëüíûé âåêòîð â òî÷êå p1. Äèôôåðåí-
öèàë ïîäíÿòèÿ π−1

X : K1 → K̂1 îòîáðàæàåò êàñàòåëüíûé âåêòîð v1 íà íåêîòîðûé
êàñàòåëüíûé âåêòîð v̂1 ∈ Tp̂1

K̂1. Ïðîñòðàíñòâî Tp̂1
K̂1 ÿâëÿåòñÿ äâóìåðíûì ïîä-

ïðîñòðàíñòâîì êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà ê T ∗X â òî÷êå p̂1. Îíî îïðåäåëÿåòñÿ
óðàâíåíèÿìè dH0(v̂1) = dH1(v̂1) = 0.

Ìíîãîîáðàçèå K̂1 çàäà¼òñÿ óðàâíåíèÿìè (2.21). Ïîýòîìó ïåðâûå äâå êîìïî-
íåíòû âåêòîðà v̂1 ñîâïàäàþò ñ v1, à ïîñëåäíèå äâå ðàâíû

∂ψ
∂xv1, ãäå

∂ψ
∂x � ïðîèç-

âîäíàÿ âûðàæåíèé (2.21), âû÷èñëåííàÿ â óðàâíåíèÿõ (2.50).
Ïóñòü σ̂(t) � òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû (2.54), ïðîõîäÿùàÿ â ìîìåíò t = 0 ÷åðåç

òî÷êó p̂1. Ïóñòü v̂1(t) � ðåçóëüòàò ïåðåíîñà âåêòîðà v̂1 âäîëü òðàåêòîðèè σ̂(t) â
ñèëó ñèñòåìû (2.54). Îí ïîä÷èíÿåòñÿ óðàíåíèþ â âàðèàöèÿõ

˙̂
1v(t) =

∂(ẋ, ψ̇)

∂(x, ψ)
v̂1(t) =

 ∂(A+B)
∂x 0

∂2(F+G)
∂x2 −

∑
µ

(
ψµ

∂2(Aµ+Bµ)
∂x2

)
−
(
∂(A+B)
∂x

)T
 v̂1(t)

=

 ∂(A+B)
∂x (x̃) + θ(r) 0

∂2(F+G)
∂x2 (x̃) + θ(r) −

(
∂(A+B)
∂x (x̃)

)T
+ θ(r)

 v̂1(t).

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî t∗ = x1(p0)− x1(p1) + θ(r2) = −Θ(r), îòñþäà ïîëó÷àåì

v̂1(t∗) =

E4 +

 ∂(A+B)
∂x (x̃) 0

∂2(F+G)
∂x2 (x̃) −

(
∂(A+B)
∂x (x̃)

)T
 (x1(p0)− x1(p1)) + θ(r2)

 v̂1.

Ïðîåêöèÿ êàñàòåëüíîãî âåêòîðà v̂1(t∗) âäîëü âåêòîðà ôàçîâîé ñêîðîñòè ∂
∂t íà

ïîäïðîñòðàíñòâî Tp̂0
K̂0 êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà ê T ∗X èìååò âèä v̂′0(t∗) =
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v̂1(t∗)− c ∂∂t , ãäå ÷èñëî c îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ dH1(v̂
′
0(t∗)) = 0. Íàõîäèì

dH1(v̂
′
0(t∗)) =

∂H1

∂(x, ψ)
(p0)v̂1(t∗)− cḢ1(p0). (2.61)

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ âûðàæåíèÿ ∂H1

∂(x,ψ)(p0)v̂1(t∗) âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì îá-
ñòîÿòåëüñòâîì. Ðàññìîòðèì âåêòîð v0 ∈ Tp0

X, êîìïîíåíòû êîòîðîãî ñîâïàäàþò
ñ êîìïîíåíòàìè âåêòîðà v1. Äèôôåðåíöèàë ïîäíÿòèÿ π−1

X : K0 → K̂0 îòîáðàæàåò
v0 íà êàñàòåëüíûé âåêòîð v̂0 ∈ Tp̂0

K̂0, èìåþùèé âèä

v̂0 =

(
v1

∂ψ
∂x (p0)v1

)
.

Çäåñü ïðîèçâîäíûå ∂ψ
∂x îïðåäåëÿþòñÿ èç (2.50). Âåêòîð v̂0 êàñàòåëåí ê ìíîãîîá-

ðàçèþM, ïîýòîìó

dH1(v̂0) =
∂H1

∂(x, ψ)
(p0)

(
v1

∂ψ
∂x (p0)v1

)
= 0.
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Ñ ó÷¼òîì (2.50) è (2.60) îòñþäà ñëåäóåò

∂H1

∂(x, ψ)
(p0) v̂1 =

∂H1

∂(x, ψ)
(p0)

(
v1

∂ψ
∂x (p1)v1

)
=

∂H1

∂(x, ψ)
(p0)

(
0(

∂ψ
∂x (p1)− ∂ψ

∂x (p0)
)
v1

)

= (B(p0))
T

(
∂ψ

∂x
(p1)−

∂ψ

∂x
(p0)

)
v1 =

=

(
∂ψ1

∂x
(p1)−

∂ψ1

∂x
(p0) +B2(p0)

(
∂ψ2

∂x
(p1)−

∂ψ2

∂x
(p0)

)
+ θ(r2)

)
v1 =

=

(
∂B2

∂x1
sinφ (x1(p1)− x1(p0)) +

1

2

∂B2

∂x2
cosφ

(
x3

2

x2
1

(p1)−
x3

2

x2
1

(p0)

)
+

+
∂2G

∂x2
1

(x1(p1)− x1(p0))−
1

2
cosφB2(p0)

(
x2

2

x2
1

(p1)−
x2

2

x2
1

(p0)

)
+ θ(r2) ,

1

2

∂B2

∂x2

(
sinφ (x1(p1)− x1(p0))− 3 cosφ

(
x2

2

x1
(p1)−

x2
2

x1
(p0)

))
+

+
∂2G

∂x1∂x2
(x1(p1)− x1(p0)) + cosφB2(p0)

(
x2

x1
(p1)−

x2

x1
(p0)

)
+ θ(r2)

)
v1 =

= (x1(p1)− x1(p0))

(
∂2G

∂x2
1

+
∂B2

∂x1

(
sinφ+

1

2
cosφ

x2(p1)x2(p0)

x1(p1)x1(p0)

x1(p1)+x1(p0)

x1(p1)

)
+θ(r),

1

2

∂B2

∂x2

(
sinφ+ cosφ

x2(p1)x2(p0)

x1(p1)x1(p0)

)
+

∂2G

∂x1∂x2
− ∂B2

∂x1
cosφ

x2(p1)

x1(p1)
+ θ(r)

)
v1 =

= (x1(p1)− x1(p0))

(
∂2G

∂x2
1

+
1

2

∂B2

∂x1
sinφ

x1(p1)− x1(p0)

x1(p1)
+ θ(r) ,

∂2G

∂x1∂x2
− ∂B2

∂x1
cosφ

x2(p1)

x1(p1)
+ θ(r)

)
v1.

Ñ ïîìîùüþ îöåíêè ∂H1

∂(x,ψ) = (0, 0, 1, 0) + θ(r) íàõîäèì äàëåå

∂H1

∂(x, ψ)
(p0)v̂1(t∗) = (x1(p1)− x1(p0))

[(
∂2G

∂x2
1

+
1

2

∂B2

∂x1
sinφ

x1(p1)−x1(p0)

x1(p1)
+θ(r),

∂2G

∂x1∂x2
−∂B2

∂x1
cosφ

x2(p1)

x1(p1)
+θ(r)

)
v1−

(0, 0, 1, 0)

∂(A+B)
∂x 0

∂2(F+G)
∂x2 −

(
∂(A+B)
∂x

)T
(x̃)+θ(r)

v̂1


= (x1(p1)− x1(p0))

[(
∂2G

∂x2
1

+
1

2

∂B2

∂x1
sinφ

x1(p1)− x1(p0)

x1(p1)
,

∂2G

∂x1∂x2
− ∂B2

∂x1
cosφ

x2(p1)

x1(p1)

)
− ∂2(F +G)

∂x1∂x
+
∂(A2 +B2)

∂x1

∂ψ2

∂x
(p1) + θ(r)

]
v1 =
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= (x1(p1)− x1(p0))

(
1

2

∂B2

∂x1
sinφ

x1(p1)− x1(p0)

x1(p1)
− sinφ+

+

(
−1 +

∂B2

∂x1

)(
−1

2
sinφ− 1

2
cosφ

x2
2(p1)

x2
1(p1)

)
+ θ(r) ,− cosφ

x2(p1)

x1(p1)
+ θ(r)

)
v1

= (x1(p1)− x1(p0))

(
−1

2

∂B2

∂x1

(
sinφ

x1(p0)

x1(p1)
+ cosφ

x2
2(p1)

x2
1(p1)

)
−

−1

2
sinφ+

1

2
cosφ

x2
2(p1)

x2
1(p1)

+ θ(r) ,− cosφ
x2(p1)

x1(p1)
+ θ(r)

)
v1 =

=

(
1

2
sinφ

x2
1(p0)− x2

1(p1)

x1(p1)
+ θ(r) , x2 cosφ

x1(p0)− x1(p1)

x1(p1)
+ θ(r)

)
v1.

Èç óðàâíåíèÿ (2.61) âûòåêàåò

c =

∂H1

∂(x,ψ)(p0)v̂1(t∗)

Ḣ1(p0)
=

=
x10

C(p0)

(
1

2
sinφ

x2
1(p0)− x2

1(p1)

x1(p1)
+ θ(r) , x2 cosφ

x1(p0)− x1(p1)

x1(p1)
+ θ(r)

)
v1 =

=

(
x1(p0)(x

2
1(p0)−x2

1(p1))

(x2
1(p0) + ctgφx2

2(p0))x1(p1)
+θ(r), 2

x1(p0)x2(p0)(x1(p0)−x1(p1))

(tgφx2
1(p0) + x2

2(p0))x1(p1)
+θ(r)

)
v1

=

(
x1(p0)(x

2
1(p0)− x2

1(p1))

(x2
1(p0)− x1(p1)x1(p0))x1(p1)

+ θ(r) ,

2
x1(p0)x2(p0)(x1(p0)− x1(p1))(
−x2(p1)x2(p0)

x1(p1) x1(p0) + x2
2(p0)

)
x1(p1)

+ θ(r)

 v1

=

(
x1(p0) + x1(p1)

x1(p1)
+ θ(r) ,−2

x1(p0)

x2(p0)
+ θ(r)

)
v1.

Îòñþäà íàõîäèì

dx(v̂′0(t∗)) = dx(v̂1(t∗))− cdx(
∂

∂t
) = (E2 + θ(r)) v1 − cẋ =

=

(
E2 − ẋ

(
x1(p0) + x1(p1)

x1(p1)
,−2

x1(p0)

x2(p0)

)
+ θ(r)

)
v1 =

=

(
1− x1(p0)+x1(p1)

x1(p1) + θ(r) 2x1(p0)
x2(p0) + θ(r)

θ(r) 1 + θ(r)

)
v1.

Ìàòðèöà çàäà¼ò ïðîèçâîäíóþ ∂(x1(p0),x2(p0))
∂(x1(p1),x2(p1)) . Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî â ñèëó
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(2.60) ñïðàâåäëèâî

−x1(p1)

x1(p0)
= −ζ0

ζ1
+ θ(r) =

ζ0(ζ0−ζ1)
ζ2
0ζ

2
1

ζ1(ζ1−ζ0)
ζ2
0ζ

2
1

+ θ(r) =

1
ζ2
1
− 1

ζ1ζ0
1
ζ2
0
− 1

ζ1ζ0

+ θ(r) =

=

1
2 sinφx2

2(p1)
(

1
ζ2
1+ctgφ

)
1
2 sinφx2

2(p0)
(

1
ζ2
0+ctgφ

) + θ(r) =
1
2 sinφx2

1(p1) + 1
2 cosφx2

2(p1)
1
2 sinφx2

1(p0) + 1
2 cosφx2

2(p0)
+ θ(r) =

=
C(p1)

C(p0)
+ θ(r),

îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

∂(x10, ζ0)

∂(x11, ζ1)
=

∂(x10, ζ0)

∂(x1(p0), x2(p0))

∂(x1(p0), x2(p0))

∂(x1(p1), x2(p1))

∂(x1(p1), x2(p1))

∂(x11, ζ1)
=

=

(
1 0

x2(p0)
x2

1(p0)
− 1
x1(p0)

)(
−x1(p0)
x1(p1) + θ(r) 2x1(p0)

x2(p0) + θ(r)

θ(r) 1 + θ(r)

)(
1 0

x2(p1)
x1(p1) −x1(p1)

)

=

(
x1(p0)
x1(p1) + θ(r) −2x1(p0)x1(p1)

x2(p0) + θ(r2)

θ(1) C(p1)
C(p0) + θ(r)

)
. (2.62)

Ïåðåìíîæàÿ ñ (2.59), íàõîäèì

∂(x10, ζ0)

∂(x12, ζ2)
=

(
x1(p0)
x1(p1) + θ(r) θ(r)

θ(1) C(p1)
C(p0) + θ(r)

)(
x1(p1)
x1(p2) + θ(r) θ(r)

θ(1) C(p2)
C(p1) + θ(r)

)
=

=

(
x1(p0)
x1(p2) + θ(r) θ(r)

θ(1) C(p2)
C(p0) + θ(r)

)
. (2.63)

2.7.3 Îïðåäåëÿþùèé ñóùåñòâîâàíèå ñèíòåçà öèêë

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ A2(x). Å¼ ãðàäèåíò â òî÷êå x̃ â ñèëó (2.3) ðàâåí −e1 =
(−1, 0). Ïîýòîìó íóëåâîé óðîâåíü ôóíêöèè A2 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåêîòîðóþ
êðèâóþ γA2

êëàññà C3, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó x̃ è êàñàþùóþñÿ â íåé îñè Ox2.
Ïàðàìåòðèçóåì êðèâóþ γA2

ïåðåìåííîé x2. Ïóñòü s � òî÷êà â íèæíåé ïîëó-
ïëîñêîñòè, ëåæàùàÿ íà γA2

, ò.å. x2(s) < 0. Ðàññìîòðèì òðàåêòîðèþ ρ ñèñòåìû
ẋ = A, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç s â ìîìåíò âðåìåíè t = 0. Â ñèëó (2.3) òðàåêòîðèÿ
ρ îáîðà÷èâàåòñÿ âîêðóã òî÷êè x̃ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå. Èññëåäóåì ïåðåìåííóþ x2

íà ρ êàê ôóíêöèþ îò t. Èìååì ẋ2(0) = A2(s) = 0, è x2(0) = x2,min ÿâëÿåòñÿ ëî-
êàëüíûì ìèíèìóìîì. Îïðåäåëèì t+ = min{t > 0 |A2(ρ(t)) = 0}, t− = max{t <
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0 |A2(ρ(t)) = 0}, x2,max = min(x2(t
+), x2(t

−)). Î÷åâèäíî, x2,max > 0 > x2,min, è
äëÿ êàæäîãî x̂2 ∈ (x2,min, x2,max) ñóùåñòâóþò åäèíñòâåííûå τ+ ∈ (0, t+), τ− ∈
(t−, 0), òàêèå, ÷òî x2(τ

+) = x2(τ
−) = x̂2. Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ x+

1 = x1(ρ(τ+)),
x−1 = x1(ρ(τ−)).

Ðàññìîòðèì èíòåãðàë I(x̂2) =
∫ τ+

τ− F (ρ(t)) dt ïî òðàåêòîðèè ρ êàê ôóíêöèþ
îò x̂2. Èìååì I(x2,min) = 0. Ïðîèçâîäíàÿ ïî x̂2 èìååò âèä

dI

dx̂2
=

dτ+

dx̂2
F (τ+)− dτ−

dx̂2
F (τ−) =

F

A2
(τ+)− F

A2
(τ−) =

=
1

2

(
sinφ (x+

1 )2 − cosφ x̂2
2 + θ(r3)

−x+
1 + θ(r2)

− sinφ (x−1 )2 − cosφ x̂2
2 + θ(r3)

−x−1 + θ(r2)

)
=

=
1

2
cosφ

(
−tgφx+

1 +
x̂2

2

x+
1

+ tgφx−1 −
x̂2

2

x−1
+ θ(r2)

)
=

=
1

2
cosφ (x−1 − x+

1 )

(
tgφ+

x̂2
2

x−1 x
+
1

+ θ(r)

)
.

Âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè F âäîëü êðèâîé γA2
â òî÷êå x̃ ðàâíà d2F

dx2
2

= ∂2F
∂x2

2
(x̃) =

− cosφ > 0. Ïîýòîìó íà γA2
ñïðàâåäëèâà îöåíêà F = Θ(r2). Îòñþäà

lim
x̂2→x2,min

dI

dx̂2
= lim

x̂2→x2,max

dI

dx̂2
= +∞.

Ïðè x̂2 = 0 èìååì dI
dx̂2

= 1
2 sinφ (x−1 − x+

1 + θ(r2)) = −Θ(r) < 0. Ïî íåïðåðûâíî-

ñòè ïðîèçâîäíîé dI
dx̂2

ôóíêöèÿ I(x̂2) íà îòðåçêå (x2,min, 0) ïðèíèìàåò ëîêàëüíûé
ìàêñèìóì, à íà îòðåçêå (0, x2,max) � ëîêàëüíûé ìèíèìóì. Çíà÷åíèå x̂2 â ýòîì
ìèíèìóìå îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ dI

dx̂2
= F

A2
(τ+) − F

A2
(τ−) = 0. Ïîýòîìó äëÿ

íåãî ñïðàâåäëèâà îöåíêà

−tgφ =
x̂2

x−1

x̂2

x+
1

+ θ(r). (2.64)

Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, âûâîäèì îöåíêè x̂2 = Θ(r), x+
1 = −Θ(r), x−1 = Θ(r).

Îáîçíà÷èì çíà÷åíèå èíòåãðàëà I(x̂2) â òî÷êå ìèíèìóìà ÷åðåç Imin. Âî èçáå-
æàíèå ëèøíèõ îáîçíà÷åíèé ìû äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïåðåìåííàÿ x̂2 ïðèíè-
ìàåò ïîëîæèòåëüíîå çíà÷åíèå, â êîòîðîì èíòåãðàë I èìååò ëîêàëüíûé ìèíèìóì.
Ïîêàæåì, ÷òî çíàê ãëàâíîé ÷àñòè Imin îïðåäåëÿåò, ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíûé
ñèíòåç èëè íåò.

Óòâåðæäåíèå: Åñëè Imin = −Θ(r2), òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 1.
Äîêàçàòåëüñòâî: Ïóñòü I(x̂2) = Imin = −Θ(r2). Ïðåäúÿâèì òàêîé çàìêíó-

òûé êîíòóð l, êîòîðûé ìîæíî îáîéòè çà êîíå÷íîå âðåìÿ, ñîîòâåòñòâåííî ïîäî-
áðàâ óïðàâëåíèå, ÷òî

∮
l(F + uG) dt < 0. Ðàññìîòðèì òðàåêòîðèþ ρ1 ñèñòåìû
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ẋ = A + B, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó ρ(τ+). Ñòàðòîâàâ â ýòîé òî÷êå ñ óïðàâëå-
íèåì u = 1 è ïðîéäÿ âðåìÿ t̄ = Θ(r) ïî ýòîé òðàåêòîðèè, ìû âíîâü ïåðåñå÷¼ì
òðàåêòîðèþ ρ â íåêîòîðîé òî÷êå ρ(τ̄) = (x̄1, x̄2). Âñëåäñòâèå ẋ2 = A2 +B2 = θ(r)

èíòåãðèðîâàíèåì âäîëü ρ1 íàõîäèì x̄2 = x̂2 +
∫ t̄

0 (A2 + B2) dt = x̂2 + θ(r2).
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èíòåãðèðîâàíèåì âäîëü òðàåêòîðèè ρ ïîëó÷àåì x̄2 − x̂2 =∫ τ̄
τ− A2 dt = θ(r2). Èìååì x−1 = Θ(r), ïîýòîìó A2(ρ(τ−)) = −Θ(r). Ñëåäîâàòåëü-
íî, τ̄ − τ− = θ(r). Îòñþäà íàõîäèì x̄1 = x−1 +

∫ τ̄
τ− A1 dt = x−1 + θ(r2). Â òî÷êå

(x̄1, x̄2) ïåðåêëþ÷èìñÿ íà u = 0 è âåðí¼ìñÿ ïî òðàåêòîðèè ρ â òî÷êó ρ(τ+).
Èìååì äëÿ èíòåãðàëà ïî ýòîìó êîíòóðó:∮

(F + uG) dt =

∫ t̄

0

(F (ρ1(t)) +G(ρ1(t))) dt+

∫ τ−

τ̄

F (ρ(t)) dt+

∫ τ+

τ−
F (ρ(t)) dt

= Θ(r)θ(r2) + θ(r)θ(r2) + Imin = −Θ(r2) < 0. 2

Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå Imin = −Θ(r2) îïòèìàëüíîãî ñèíòåçà íå ñóùåñòâóåò.

Óòâåðæäåíèå 2.38. Åñëè Imin = +Θ(r2), òî ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî ζ∗2 > 0,
÷òî ζ∗0 = ζ0(0, ζ

∗
2) < ζ∗2 .

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïóñòü I(x̂2) = Imin = +Θ(r2). Èç ñîîòíîøåíèÿ (2.64)
ñëåäóåò îöåíêà − x̂2

x+
1

= Θ(1). Ïîýòîìó ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà ζα, ζβ > 0, ÷òî

òî÷êó ρ(τ+) ìîæíî âêëþ÷èòü â ñîîòâåòñòâóþùåå ìíîæåñòâî K− íåçàâèñèìî îò
âûáîðà òî÷êè s íà γA2

. Èññëåäóåì, êàê äåéñòâóåò îòîáðàæåíèå P íà òî÷êó p2 =
ρ(τ+).

Ïðîâåä¼ì òðàåêòîðèþ ρ̂ ñèñòåìû (2.43) ÷åðåç ïîäíÿòèå p̂2 òî÷êè p2 íàM−.
Òðàåêòîðèÿ ρ̂ ÿâëÿåòñÿ ïîäíÿòèåì òðàåêòîðèè ρ â ðàñøèðåííîå ôàçîâîå ïðî-
ñòðàíñòâî T ∗X. Çàäàäèì ïàðàìåòðèçàöèþ íà ρ̂ òàê, ÷òîáû îíà áûëà ñîãëàñîâàíà
ñ ïàðàìåòðèçàöèåé òðàåêòîðèè ρ. Òî÷êà p1 ëåæèò íà òðàåêòîðèè ρ. Îáîçíà÷èì
ñîîòâåòñòâóþùèé åé ìîìåíò âðåìåíè ÷åðåç t̄.

Ôóíêöèÿ H1 íà òðàåêòîðèè ρ̂ çàäà¼òñÿ óðàâíåíèåì (2.46). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî â
òî÷êàõ ρ(τ+), ρ(τ−) ñïðàâåäëèâî x1 = A2 + θ(r2) = dAB + θ(r2) = ±Θ(r), èç
óðàâíåíèé dI

dx̂2
= F

A2
(ρ(τ+)) − F

A2
(ρ(τ−)) = 0 è x2(τ

+) = x̂2 = x2(τ
−) íàõîäèì
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Fx2

dAB
(ρ(τ+))− Fx2

dAB
(ρ(τ−)) = θ(r3). Ïîëîæèì â (2.46) t0 = τ+, H1(t0) = 0. Òîãäà

H1(τ
−) =

1

−A1x2+A2x1

{
−Fx2(τ

−)+dAB(τ−)

[
−
∫ τ−

τ+

2Fdt+
Fx2

dAB
(τ+)

]}
+θ(r2)

=
1

−Θ(r2)

{
dAB(τ−)

[∫ τ+

τ−
2F (t) dt+ θ(r3)

]}
+ θ(r2) =

=
1

−Θ(r2)

{
Θ(r)

[
2Imin + θ(r3)

]}
+ θ(r2) = −Θ(r).

Âû÷èñëèì H1(τ
+) åù¼ äðóãèì ïóò¼ì. Â òî÷êå p1 = ρ(t̄) èìååì H1 = 0.

Íà èíòåðâàëå t ∈ [t̄, τ−] óðàâíåíèå (2.28) íå èìååò îñîáåííîñòåé, è ôóíêöèÿ
H1(t) çàäà¼òñÿ óðàâíåíèåì (2.29). Ïîäñòàâëÿÿ t0 = t̄, H1(t̄) = 0 è ó÷èòûâàÿ, ÷òî
dAB = Θ(r), ζ̇ = A1x2−A2x1

x2
1

= Θ(1) íà èíòåðâàëå t ∈ [t̄, τ−], íàõîäèì

H1(τ
−) = −e

∫ τ−
t̄

(
ḋAB
dAB
−tr∂A∂x

)
dτ
∫ ζ(t̄)

ζ(τ−)

e
−
∫ τ
t̄

(
ḋAB
dAB
−tr∂A∂x

)
dσ C

dAB

1

ζ̇
dζ =

= −Θ(1)

∫ ζ(t̄)

ζ(τ−)

−Θ(r) dζ = Θ(r)(ζ(t̄)− ζ(τ−)).

Ñðàâíèâàÿ îáà ïîëó÷åííûå äëÿ H1(τ
−) âûðàæåíèÿ, íàõîäèì

ζ(t̄)− ζ(τ−) = ζ1 − ζ(τ−) = ζ(p1)− ζ(τ−) = −Θ(1). (2.65)

Èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ (2.60) è óðàâíåíèÿ (2.64) ñëåäóåò ζ0 = − tgφ
ζ1

+ θ(r), ζ2 =

ζ(τ+) = − tgφ
ζ(τ−) + θ(r). Êîìáèíèðóÿ ýòè ðåçóëüòàòû, ïîëó÷àåì

ζ0(x12, ζ2) = ζ2 −Θ(1). (2.66)

Òî÷êà p2 = ρ(τ+) çàâèñèò îò èñõîäíîé òî÷êè s íà êðèâîé γA2
. Åñëè óñòðå-

ìèòü s ê x̃, òî ρ(τ+) òàêæå ñòðåìèòñÿ ê x̃: limx2(s)→0 x1(p2) = 0. Çíà÷åíèå ζ(p2)
ìåíÿåòñÿ â èíòåðâàëå [ζα, ζβ]. Òàêèì îáðàçîì, òî÷êè p2 ïðè s→ x̃ èìååò íåêîòî-
ðóþ òî÷êó íàêîïëåíèÿ (x1, ζ) = (0, ζ∗2), ãäå ζ∗2 ∈ [ζα, ζβ]. Òàê êàê îòîáðàæåíèå P
íåïðåðûâíî ïðîäîëæàåòñÿ íà ëèíèþ x12 = 0, èç ñîîòíîøåíèÿ (2.66) ïîëó÷àåì
ζ∗0 = ζ0(0, ζ

∗
2) < ζ∗2 . Óòâåðæäåíèå 2.38 äîêàçàíî. 2

Íèæå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî òî÷êà íàêîïëåíèÿ ζ∗2 îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ
ïàðàìåòðàìè α, φ, è ÷òî ζ(p2) = ζ∗2 + θ(r).
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2.7.4 Ñâÿçü ìåæäó ôóíêöèåé φ̃ è èíòåãðàëîì Imin

Ïðåäìåòîì ýòîãî ïàðàãðàôà ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Óòâåðæäåíèå 2.39. Åñëè φ ëåæèò â èíòåðâàëå (φ̃(α), 3
2π), òî ñïðàâåäëèâî

Imin = −Θ(r2). Åñëè φ ëåæèò â èíòåðâàëå (π, φ̃(α)), òî Imin = +Θ(r2).

Âû÷èñëèì çíà÷åíèå Imin. Ðàññìîòðèì ñëó÷àè α = 0 è α 6= 0 ïî îòäåëüíîñòè.
Ïóñòü α = 0. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè âäîëü òðàåêòîðèè ρ îò

ñëåäóþùåãî âûðàæåíèÿ:

− 1

4

d

dt

[
(cosφ− sinφ)(x2

1 + x2
2)t+ (cosφ+ sinφ)x1x2

]
=

= −1

4

[
(cosφ−sinφ)(x2

1+x2
2+2t(x1A1+x2A2))+(cosφ+sinφ)(A1x2+x1A2)

]
= −1

4

[
(cosφ−sinφ)(x2

1+x2
2+2t(x1x2−x2x1))+(cosφ+sinφ)(x2

2−x2
1)+θ(r3)

]
= −1

2

[
− sinφx2

1 + cosφx2
2 + θ(r3)

]
= F + θ(r3).

Èìååì d
dt(x

2
1 + x2

2) = 2(A1x1 + A2x2) = θ(r3), èç ýòîãî ñëåäóåò (x2
1 + x2

2)(τ
+) =

(x2
1 +x2

2)(τ
−)+θ(r3). Ñ ó÷¼òîì òîãî, ÷òî x2(τ

+) = x2(τ
−) = x̂2, íàõîäèì x1(τ

+) =
x1(τ

−) + θ(r2). Òîãäà èìååì∫ τ+

τ−
F (ρ(t)) dt = −1

4

[
(cosφ− sinφ)(x2

1 + x2
2)t+ (cosφ+ sinφ)x1x2

]τ+

τ−
+ θ(r3) =

= (cosφ− sinφ)((x−1 )2 + x̂2
2)
τ− − τ+

4
− cosφ+ sinφ

4
x̂2(x

+
1 − x−1 ) + θ(r3) =

= −(cosφ−sinφ)
x+

1 −x−1
2

x̂2
(x−1 )2+x̂2

2

x−1 x̂2

τ−−τ+

4
− cosφ+sinφ

4
x̂2(x

+
1 −x−1 )+θ(r3)

= cosφ
x+

1 − x−1
2

x̂2

{
(tgφ− 1)

[(
x−1
x̂2

+
x̂2

x−1

)
τ− − τ+

4
− 1

2

]
− 1 + θ(r)

}
.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé α 6= 0. Èìååì

1

4α

d

dt

[
sinφ(x2

1 + x2
2)− cosφ(x2

1 + 2αx1x2 + (1 + α2)x2
2)
]

=

=
1

4α

[
2 sinφ(A1x1+A2x2)−2 cosφ(A1x1+αA1x2+αx1A2+(1+α2)A2x2)

]
=

1

2α

[
sinφ(αx2

1 + x1x2 − x2x1)−

− cosφ(αx2
1 + x1x2 + α2x1x2 + αx2

2 − αx2
1 − (1 + α2)x1x2)

]
+ θ(r3) =

=
1

2

[
sinφx2

1 − cosφx2
2

]
+ θ(r3) = F + θ(r3).
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Îòñþäà ñëåäóåò∫ τ+

τ−
F (ρ(t)) dt =

1

4α

[
sinφ(x2

1+x2
2)−cosφ(x2

1+2αx1x2+(1+α2)x2
2)
]τ+

τ−
+θ(r3)

=
1

4α
(x+

1 −x−1 )
[
sinφ(x+

1 +x−1 )−cosφ(x+
1 +x−1 +2αx̂2)

]
+θ(r3)

= cosφ
x+

1 − x−1
2

x̂2

[
(tgφ− 1)

x+
1 + x−1
2αx̂2

− 1 + θ(r)

]
.

Îáîçíà÷èì ìíîæèòåëü ïðè tgφ− 1 ÷åðåç Λ:

Λ =


(
x−1
x̂2

+ x̂2

x−1

)
τ−−τ+

4 − 1
2 , åñëè α = 0;

x+
1 +x−1
2αx̂2

, åñëè α 6= 0.
(2.67)

Òàêèì îáðàçîì, èìååì

Imin = cosφ
x+

1 − x−1
2

x̂2 [(tgφ− 1)Λ− 1 + θ(r)] . (2.68)

Â ñëó÷àå α = 0 èìååì x+
1 = x−1 + θ(r2), ïîýòîìó èç (2.64) ñëåäóåò

√
tgφ =

x̂2

x−1
+ θ(r), ò.å.

−x
−
1

x̂2
= −

√
ctgφ+ θ(r), −x

+
1

x̂2
=
√

ctgφ+ θ(r). (2.69)

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé α 6= 0. Ïîäñòàâëÿÿ óðàâíåíèå x−1
x̂2

x+
1

x̂2
= 2αΛ â (2.64), íà-

õîäèì

−ctgφ =
x−1
x̂2

(
2αΛ− x−1

x̂2

)
+ θ(r), ⇒ −x

−
1

x̂2
= −αΛ±

√
α2Λ2 + ctgφ+ θ(r).

Òàê êàê −x−1
x̂2
< 0, çäåñü íóæíî âûáðàòü çíàê −. Åñëè ðàçðåøàòü îòíîñèòåëüíî

−x+
1

x̂2
, ïîëó÷èì

−x
+
1

x̂2
= −αΛ±

√
α2Λ2 + ctgφ+ θ(r).

Òàê êàê −x+
1

x̂2
> 0, íóæíî âûáðàòü çíàê +. Òàêèì îáðàçîì, íàõîäèì

−x
−
1

x̂2
= −αΛ−

√
α2Λ2 + ctgφ+ θ(r), −x

+
1

x̂2
= −αΛ +

√
α2Λ2 + ctgφ+ θ(r).

(2.70)
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Ñðàâíèâàÿ ñ (2.69), ìû âèäèì, ÷òî ýòè ñîîòíîøåíèÿ ïðè α = 0 îñòàþòñÿ â ñèëå.
Îáîçíà÷èì âðåìÿ ïåðåõîäà τ+ − τ− ÷åðåç T . Âûðàçèì åãî ÷åðåç Λ. Èìååì â

ñèëó ðàçëîæåíèé (2.3)

ẋ =

(
α 1
−1 0

)
x+ θ(r2) ⇒

(
x+

1

x̂2

)
= e

 α 1
−1 0

T (
x−1
x̂2

)
+ θ(r2) =

=
1

ω

(
ωe

α
2 T cosωT + α

2e
α
2 T sinωT e

α
2 T sinωT

−eα2 T sinωT ωe
α
2 T cosωT − α

2e
α
2 T sinωT

)(
x−1
x̂2

)
+ θ(r2)

=

(
x−1

α
2ωx

−
1 + 1

ω x̂2

x̂2 − 1
ωx
−
1 − α

2ω x̂2

)(
e
α
2 T cosωT
e
α
2 T sinωT

)
+ θ(r2),

ãäå ω=
√

1− α2

4 . Ïîäåëèì íà x̂2 è óìíîæèì íà îáðàòíóþ ìàòðèöó. Íàõîäèì

(
e
α
2 T cosωT
e
α
2 T sinωT

)
=

1

1
ω

(
(x−1 )2

x̂2
2

+αx
−
1

x̂2
+1
)
 1

ω

(
x−1
x̂2

+ α
2

)
1
ω

(
α
2
x−1
x̂2

+1
)

1 −x−1
x̂2

( x+
1

x̂2

1

)
+θ(r)

=
1

1 + αx
−
1

x̂2
+ (x−1 )2

x̂2
2

(
x−1 x

+
1

x̂2
2

+ α
2
x−1 +x+

1

x̂2
+ 1

ω x+
1 −x

−
1

x̂2

)
+ θ(r).

Ñ ó÷¼òîì (2.64) è (2.70) îòñþäà ñëåäóåò

ωctgωT =
−ctgφ+ α2Λ + 1

−2
√
α2Λ2 + ctgφ

+ θ(r). (2.71)

Ðàçðåøèì ýòî óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî T . Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ωT ∈ (π, 2π), ïîëó÷àåì

T =
1

ω

(
π + arcctg

−ctgφ+ α2Λ + 1

−2
√
α2Λ2 + ctgφ

)
+ θ(r).

Çíà÷åíèÿ arcctg çäåñü è äàëåå ïðåäïîëàãàþòñÿ â èíòåðâàëå (0, π).
Ðàññìîòðèì âûðàæåíèå äëÿ e

α
2 T sinωT . Èñïîëüçóÿ (2.70) è ó÷èòûâàÿ, ÷òî

sinωT < 0, íàõîäèì

e−
α
2 T

1

sinωT
= −e−

α
2 T
√

1 + ctg2ωT =
1 + αx

−
1

x̂2
+ (xx1)2

x̂2
2

−2ω
√
α2Λ2 + ctgφ

+ θ(r).
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Óìíîæàÿ íà çíàìåíàòåëü è ïîäñòàâëÿÿ (2.71), ïîëó÷àåì

e−
α
2 T
√

4ω2(α2Λ2 + ctgφ) + (−ctgφ+ α2Λ + 1)2 =

= e−
α
2 T
√

4(α2Λ2 + ctgφ)− α2ctgφ+ (1− ctgφ)2 + 2(1− ctgφ)α2Λ =

= e−
α
2 T
√

(1 + ctgφ)2 + α2(2Λ + 1)(2Λ− ctgφ) =

= 1 + α
x−1
x̂2

+
(x−1 )2

x̂2
2

+ θ(r) =

= 1 + α
(
αΛ +

√
α2Λ2 + ctgφ

)
+
(
αΛ +

√
α2Λ2 + ctgφ

)2

+ θ(r) =

= 1+α
(
αΛ+

√
α2Λ2+ctgφ

)
+α2Λ2+2αΛ

√
α2Λ2+ctgφ+α2Λ2+ctgφ+θ(r)

= 1 + ctgφ+ α(2Λ + 1)
(
αΛ +

√
α2Λ2 + ctgφ

)
+ θ(r). (2.72)

Ðàññìîòðèì äâà âûðàæåíèÿ 1 + ctgφ+ α(2Λ + 1)
(
αΛ±

√
α2Λ2 + ctgφ

)
. Èõ

ñóììà è ïðîèçâåäåíèå ÿâëÿþòñÿ êâàäðàòíûìè òð¼õ÷ëåíàìè â Λ. Ïîêàæåì, ÷òî
ýòè òð¼õ÷ëåíû èìåþò îòðèöàòåëüíûå äèñêðèìèíàíòû.

Ïðîèçâåäåíèå èìååò âèä(
1 + ctgφ+ α(2Λ + 1)

(
αΛ +

√
α2Λ2 + ctgφ

))
∗

∗
(

1 + ctgφ+ α(2Λ + 1)
(
αΛ−

√
α2Λ2 + ctgφ

))
=

= (1 + ctgφ)2 + (1 + ctgφ)α(2Λ + 1)2αΛ + α2(2Λ + 1)2(−ctgφ) =

= (1 + ctgφ)2 + α2(2Λ + 1)(2Λ− ctgφ). (2.73)

Äèñêðèìèíàíò ýòîãî òð¼õ÷ëåíà èìååò âèä

(2α2(1− ctgφ))2 − 4(4α2)((1 + ctgφ)2 − α2ctgφ =

= 4α2
(
α2(1−ctgφ)2−4(1+ctgφ)2+4α2ctgφ

)
= 4α2(α2−4)(1+ctgφ)2 < 0,

åñëè α 6= 0. Åñëè æå α = 0, òî òð¼õ÷ëåí (2.73) âûðîæäàåòñÿ â ïîëîæèòåëüíóþ
êîíñòàíòó. Òàêèì îáðàçîì, ïðîèçâåäåíèå (2.73) ïîëîæèòåëüíî ïðè âñåõ Λ ∈ R.

Ñóììà èññëåäóåìûõ âûðàæåíèé èìååò âèä

2(1 + ctgφ) + α(2Λ + 1)2αΛ.

Ïðè α = 0 îíà òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíîé êîíñòàíòîé, à ïðè α 6= 0 å¼
äèñêðèìèíàíò ðàâåí

4α4 − 4(4α2) 2(1 + ctgφ) = 4α2(α2 − 8− 8ctgφ) < 0.
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Ïîýòîìó ñóììà òàêæå ïîëîæèòåëüíà ïðè âñåõ Λ ∈ R.

Ñëåäîâàòåëüíî, îáà âûðàæåíèÿ 1 + ctgφ + α(2Λ + 1)
(
αΛ±

√
α2Λ2 + ctgφ

)
ïîëîæèòåëüíû ïðè âñåõ Λ ∈ R.

Âåðí¼ìñÿ ê óðàâíåíèþ (2.72). Ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèå äëÿ T , â ñèëó (2.73) íà-
õîäèì√

1 + ctgφ+ α(2Λ + 1)(αΛ−
√
α2Λ2 + ctgφ)

1 + ctgφ+ α(2Λ + 1)(αΛ +
√
α2Λ2 + ctgφ)

= e
α
2ω

(
π+arcctg −ctgφ+α2Λ+1

−2
√
α2Λ2+ctgφ

)
+θ(r)

.

Ïðè α = 0 ýòî óðàâíåíèå íå äàåò íèêàêîé èíôîðìàöèè, ïîýòîìó âû÷èñëèì Λ,
ïîäñòàâëÿÿ T è (2.69) íåïîñðåäñòâåííî â âûðàæåíèå äëÿ Λ. Íàõîäèì

2Λ + 1 = −1

2

(√
ctgφ+

1√
ctgφ

)(
π + arcctg

1− ctgφ

−2
√

ctgφ

)
+ θ(r).

Òàêèì îáðàçîì, ñëåäóþùàÿ ôóíêöèÿ èìååò ïîðÿäîê θ(r):

F (α, ctgφ; Λ) =

1+ctgφ+α(2Λ+1)(αΛ−
√
α2Λ2+ctgφ)

1+ctgφ+α(2Λ+1)(αΛ+
√
α2Λ2+ctgφ)

−e
α
ω

(
π+arcctg

(
−ctgφ+α2Λ+1

−2ω
√
α2Λ2+ctgφ

))

α
, α 6=0;

F (α, ctgφ; Λ) = −2
(2Λ + 1)

√
ctgφ

1 + ctgφ
− π − arcctg

1− ctgφ

−2
√

ctgφ
, α = 0.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî äèôôåðåíöèðîâàíèå ÷èñëèòåëÿ â âûðàæåíèè äëÿ α 6= 0
ïî α è ïîäñòàíîâêà α = 0 ïðèâîäèò ê âûðàæåíèþ äëÿ α = 0. Îòñþäà ñëåäóåò,
÷òî ôóíêöèÿ F íåïðåðûâíà.

Óòâåðæäåíèå 2.40. Ïðè ôèêñèðîâàííûõ α, ctgφ ôóíêöèÿ F èìååò â òî÷íî-
ñòè îäèí êîðåíü Λ∗ ïî Λ, è Λ∗ < −1

2.

Äîêàçàòåëüñòâî: Äëÿ α = 0 óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî.
Ïóñòü α 6= 0. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ìíîæåñòâî êîðíåé èíâàðèàíòíî îòíîñè-

òåëüíî çàìåíû α→ −α. Ïîýòîìó áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
α > 0. Òîãäà âûðàæåíèå, ñòîÿùåå â ýêñïîíåíòå � ïîëîæèòåëüíîå, è åñëè Λ∗ �
íåêîòîðûé êîðåíü, òî

1 + ctgφ+ α(2Λ∗ + 1)αΛ∗ − α(2Λ∗ + 1)
√
α2(Λ∗)2 + ctgφ

1 + ctgφ+ α(2Λ∗ + 1)αΛ∗ + α(2Λ∗ + 1)
√
α2(Λ∗)2 + ctgφ

> 1 ⇒ Λ∗ < −1

2
.

Çíà÷èò, êîðíè ìîãóò ëåæàòü òîëüêî â èíòåðâàëå (−∞,−1
2). Âû÷èñëèì ôóíêöèþ

F íà êîíöàõ ýòîãî èíòåðâàëà.

F (α, ctgφ;−1

2
) =

1− e
α
ω

(
π+arcctg

(
−ctgφ−α

2

2 +1

−2ω

√
α2
4 +ctgφ

))

α
< 0,
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lim
Λ→−∞

F (α, ctgφ; Λ) =

=

1+ctgφ
α + lim

Λ→−∞
(2Λ+1)

(
αΛ−

√
α2Λ2+ctgφ

)
1+ctgφ+α limΛ→−∞

(2Λ+1)αΛ
Λ2

1−
√

1+ ctgφ

α2Λ2

1
Λ2

− e
α
ω

(
π+ lim

Λ→−∞
arcctg −ctgφ+α2Λ+1

−2ω
√
α2Λ2+ctgφ

)
α

=

1+ctgφ
α +limΛ→−∞(2Λ + 1)

(
αΛ−

√
α2Λ2 + ctgφ

)
1 + ctgφ+ 2α2

(
−ctgφ

2α2

) − e
α
ω

(
π+arcctg α2

2ω
√
α2

)
α

=

=
1

α

(
1+ctgφ+α lim

Λ→−∞
(2Λ+1)

(
αΛ−

√
α2Λ2+ctgφ

)
−e

α
ω(π+arcctg α

2ω)
)

= +∞.

Çíà÷èò, â äàííîì èíòåðâàëå êîðåíü ñóùåñòâóåò. Ïîêàæåì åãî åäèíñòâåííîñòü.
Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî èç F = 0 ñëåäóåò ∂F

∂Λ < 0. Íàõîäèì äëÿ ïðîèçâîäíîé
∂F
∂Λ |F=0:

∂
∂Λ

−2α(2Λ+1)(
√
α2Λ2+ctgφ)

1+ctgφ+α(2Λ+1)(αΛ+
√
α2Λ2+ctgφ)

− α
ω
∂
∂Λarcctg

(
−ctgφ+α2Λ+1

−2ω
√
α2Λ2+ctgφ

)
e
α
ω

(
π+arcctg

(
−ctgφ+α2Λ+1

−2ω
√
α2Λ2+ctgφ

))

α

=

−2α ∂
∂Λ

(
(2Λ+1)(

√
α2Λ2+ctgφ)

)
(1+ctgφ+α(2Λ+1)αΛ)+2α(2Λ+1)(

√
α2Λ2+ctgφ) ∂

∂Λ (1+ctgφ+α(2Λ+1)αΛ)(
1+ctgφ+α(2Λ+1)(αΛ+

√
α2Λ2+ctgφ)

)2

α
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+

α
ω

1

1+

(
−ctgφ+α2Λ+1

−2ω
√
α2Λ2+ctgφ

)2
∂
∂Λ

(
−ctgφ+α2Λ+1

−2ω
√
α2Λ2+ctgφ

)
1+ctgφ+α(2Λ+1)(αΛ−

√
α2Λ2+ctgφ)

1+ctgφ+α(2Λ+1)(αΛ+
√
α2Λ2+ctgφ)

α
=

= −2

(
2(α2Λ2 + ctgφ) + (2Λ + 1)α2Λ

) (
1 + ctgφ+ α2(2Λ + 1)Λ

)(
1 + ctgφ+ α(2Λ + 1)(αΛ +

√
α2Λ2 + ctgφ)

)2√
α2Λ2 + ctgφ

+

+2
(2Λ + 1)(α2Λ2 + ctgφ)α2(4Λ + 1)(

1 + ctgφ+ α(2Λ + 1)(αΛ +
√
α2Λ2 + ctgφ)

)2√
α2Λ2 + ctgφ

+

+2
−α2(α2Λ2 + ctgφ) + (α2Λ + 1− ctgφ)α2Λ

((α2Λ + 1− ctgφ)2 + (4− α2)(α2Λ2 + ctgφ))
√
α2Λ2 + ctgφ

∗

∗ (1 + ctgφ)2 + α2(2Λ + 1)(2Λ− ctgφ)(
1 + ctgφ+ α(2Λ + 1)(αΛ +

√
α2Λ2 + ctgφ)

)2 =

=
2(

1 + ctgφ+ α(2Λ + 1)(αΛ +
√
α2Λ2 + ctgφ)

)2√
α2Λ2 + ctgφ

∗

(
−(α2(4Λ2+Λ)+2ctgφ)(1+ctgφ+α2(2Λ2+Λ))+α2(2Λ+1)(4Λ+1)(α2Λ2+ctgφ)

+

(
(1 + ctgφ)2 + α2(2Λ + 1)(2Λ− ctgφ)

)
α2(−ctgφ+ (1− ctgφ)Λ)

(α4Λ2+2α2Λ(1−ctgφ)+(1−ctgφ)2+4ctgφ+4α2Λ2−α2(α2Λ2+ctgφ))

)
=

=
2(

1+ctgφ+α(2Λ+1)(αΛ+
√
α2Λ2+ctgφ)

)2√
α2Λ2+ctgφ

(
−2ctgφ(1+ctgφ)

+α2
(
−(4Λ2 + Λ)(1 + ctgφ)− 2ctgφ(2Λ2 + Λ) + (2Λ + 1)(4Λ + 1)ctgφ

)
+

(
(1 + ctgφ)2 + α2(2Λ + 1)(2Λ− ctgφ)

)
α2(−ctgφ+ (1− ctgφ)Λ)

((1 + ctgφ)2 + α2(2Λ− 2Λctgφ+ 4Λ2 − ctgφ))

)
=

=
2
(
−2ctgφ(1 + ctgφ) + α2

(
−4Λ2 + 2Λctgφ

))(
1 + ctgφ+ α(2Λ + 1)(αΛ +

√
α2Λ2 + ctgφ)

)2√
α2Λ2 + ctgφ

< 0.

Ïîäñòàâëÿÿ α = 0 óáåæäàåìñÿ â òîì, ÷òî ýòà ôîðìóëà âåðíà è äëÿ α = 0.
Óòâåðæäåíèå 2.40 äîêàçàíî. 2

Òàê êàê ïðîèçâîäíàÿ ∂F
∂Λ(Λ∗) íå ðàâíà íóëþ, òî âåëè÷èíà Λ, îïðåäåëÿþùàÿñÿ

èç óðàâíåíèé (2.67), óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå Λ = Λ∗ + θ(r). Çíà÷åíèå Λ∗ â ñèëó
óòâåðæäåíèÿ 2.40 îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ èç α è φ.
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Âåðí¼ìñÿ ê óðàâíåíèþ (2.68). Èìååì

Imin = Θ(r2) [(Λ∗ + θ(r))(tgφ− 1)− 1 + θ(r)] .

Åñëè tgφ ≥ 1, òî Imin = −Θ(r2). Â ñëó÷àå φ = 3
2π èìååì F = −1

2x
2
1 + θ(r3). ßñ-

íî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå íàéä¼òñÿ çàìêíóòûé êîíòóð, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì
ëåììû 1. Èññëåäóåì ñëó÷àé tgφ < 1, èëè ctgφ > 1. Òîãäà

Imin = Θ(r2)

[
−Λ∗ − 1

1− tgφ
+ θ(r)

]
= Θ(r2)

[
−Λ∗ +

ctgφ

1− ctgφ
+ θ(r)

]
.

Â ñèëó òîãî, ÷òî ∂F
∂Λ |F=0 < 0, èìååì

−sgnF
(

ctgφ

1− ctgφ

)
= sgn

(
F (Λ∗)− F

(
ctgφ

1− ctgφ

))
= sgn

(
ctgφ

1− ctgφ
− Λ∗

)
,

⇒ Imin = −sgnF
(

ctgφ

1− ctgφ

)
Θ(r2) + θ(r3). (2.74)

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à íàõîæäåíèÿ çíàêà êâàäðàòè÷åñêîé ÷àñòè èíòåãðàëà

Imin ñâåäåíà ê îïðåäåëåíèþ çíàêà ÷èñëà F
(

ctgφ
1−ctgφ

)
. Ïîäñòàíîâêà äà¼ò

F

(
α, ctgφ;

ctgφ

1− ctgφ

)
=

=

1+ctgφ+α 1+ctgφ
1−ctgφ

(
α ctgφ

1−ctgφ−
√
α2 ctg2φ

(1−ctgφ)2
+ctgφ

)
1+ctgφ+α 1+ctgφ

1−ctgφ

(
α ctgφ

1−ctgφ+

√
α2 ctg2φ

(1−ctgφ)2
+ctgφ

) − e
α
ω

π+arcctg
−ctgφ+α2 ctgφ

1−ctgφ
+1

−2ω

√
α2 ctg2φ

(1−ctgφ)2
+ctgφ



α
=

=

(1−ctgφ)2+α
(
αctgφ+

√
α2ctg2φ+ctgφ(1−ctgφ)2

)
(1−ctgφ)2+α

(
αctgφ−

√
α2ctg2φ+ctgφ(1−ctgφ)2

) − eαω
(
π+arcctg α2ctgφ+(1−ctgφ)2

2ω
√
α2ctg2φ+ctgφ(1−ctgφ)2

)

α
=

=

√
(1−ctgφ)2+α2ctgφ+α

√
ctgφ√

(1−ctgφ)2+α2ctgφ−α
√

ctgφ
− e

α
ω

(
π+arcctg

√
α2ctgφ+(1−ctgφ)2

2ω
√

ctgφ

)

α
, åñëè α 6= 0;

F

(
0, ctgφ;

ctgφ

1− ctgφ

)
=

2
√

ctgφ

ctgφ− 1
− π − arcctg

ctgφ− 1

2
√

ctgφ
.

Çàìåòèì, ÷òî âûðàæåíèå F̄ (α, φ) = F
(
α, ctgφ; ctgφ

1−ctgφ

)
, ðàññìàòðèâàåìîå êàê

ôóíêöèÿ ïåðåìåííûõ α, φ, ñîâïàäàåò ñ ôóíêöèåé φ̃, îïðåäåë¼ííîé â íà÷àëå ïà-
ðàãðàôà.
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Óòâåðæäåíèå 2.41. Äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî α ∈ (−2, 2) ñóùåñòâóåò â
òî÷íîñòè îäèí êîðåíü φ̃ ∈ (π, 5

4π) ôóíêöèè F̄ (α, φ) ïî φ. Åñëè φ ∈ (π, φ̃), òî

F̄ (α, φ) < 0. Åñëè φ ∈ (φ̃, 5
4π), òî F̄ (α, φ) > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó óòâåðæäåíèÿ 2.40.
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé α = 0. Âû÷èñëèì ôóíêöèþ F̄ íà êîíöàõ èíòåðâàëà

(π, 5
4π).

lim
ctgφ→1

F̄ (0, φ) = +∞, lim
ctgφ→+∞

F̄ (0, φ) = −π < 0.

Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí êîðåíü. Ïîêàæåì åäèíñòâåí-
íîñòü. Äëÿ ýòîãî âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ

∂F̄

∂ctgφ
=

ctgφ−1√
ctgφ
− 2
√

ctgφ

(ctgφ− 1)2
+

1

1 + (ctgφ−1)2

4ctgφ

2
√

ctgφ− (ctgφ− 1) 1√
ctgφ

4ctgφ
=

=
−1− ctgφ√

ctgφ(ctgφ− 1)2
+

ctgφ+ 1

(ctgφ+ 1)2
√

ctgφ
=

=
−(ctgφ+ 1)2 + (ctgφ− 1)2

√
ctgφ(ctgφ− 1)2(ctgφ+ 1)

= − 4
√

ctgφ

(ctgφ− 1)2(ctgφ+ 1)
< 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ∂F̄∂φ > 0, è ôóíêöèÿ F̄ (0, φ) ñòðîãî ìîíîòîííà. Ïîýòîìó îíà ìî-
æåò èìåòü òîëüêî îäèí êîðåíü.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé α 6= 0. Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî êîðíåé èíâàðèàíòíî
îòíîñèòåëüíî çàìåíû α → −α. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå
êîðíÿ ïðè α < 0. Âû÷èñëèì â ïðåäïîëîæåíèè α < 0 ïðåäåëû

lim
ctgφ→1

F̄ (α, φ) =
1

α

(
−e

α
ω(π+arcctg−α2ω )

)
>0,

lim
ctgφ→+∞

F̄ (α, φ) =
1

α

(
1− e

α
ω (π+arcctg(+∞))

)
<0.

Ïîêàæåì åäèíñòâåííîñòü êîðíÿ. Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ ∂F̄
∂ctgφ|F̄=0:

1

α

{
2
− ∂
∂ctgφ(

√
(1−ctgφ)2+α2ctgφ)α

√
ctgφ+ ∂

∂ctgφ(α
√

ctgφ)
√

(1−ctgφ)2+α2ctgφ(√
(1−ctgφ)2+α2ctgφ−α

√
ctgφ

)2

−α
ω

(
− 1

1+ (1−ctgφ)2+α2ctgφ
(4−α2)ctgφ

)
∂

∂ctgφ

√
(1−ctgφ)2+α2ctgφ

2ω
√

ctgφ
e
α
ω

(
π+arcctg

√
(1−ctgφ)2+α2ctgφ

2ω
√

ctgφ

)}
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=
1

α

{
(2− 2ctgφ− α2)αctgφ+ α((1− ctgφ)2 + α2ctgφ)

√
ctgφ

√
(1− ctgφ)2 + α2ctgφ

(√
(1− ctgφ)2 + α2ctgφ− α

√
ctgφ

)2

+
α

ω

(−2 + 2ctgφ+ α2)ωctgφ− ((1− ctgφ)2 + α2ctgφ)ω

((4− α2)ctgφ+ (1− ctgφ)2 + α2ctgφ)
√

ctgφ
√

(1− ctgφ)2 + α2ctgφ
∗

∗
√

(1− ctgφ)2 + α2ctgφ+ α
√

ctgφ√
(1− ctgφ)2 + α2ctgφ− α

√
ctgφ

}
=

=
1− ctg2φ

√
ctgφ

√
(1− ctgφ)2 + α2ctgφ

(√
(1− ctgφ)2 + α2ctgφ− α

√
ctgφ

)2 +

+
−1 + ctg2φ

(1+ctgφ)2
√

ctgφ
√

(1−ctgφ)2+α2ctgφ

(1− ctgφ)2(√
(1−ctgφ)2+α2ctgφ−α

√
ctgφ

)2
=

(1− ctg2φ) 4ctgφ
√

ctgφ
√

(1−ctgφ)2+α2ctgφ
(√

(1−ctgφ)2+α2ctgφ−α
√

ctgφ
)2

(1+ctgφ)2

<0.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ∂F̄
∂φ > 0. Òàêèì îáðàçîì, ïðè α 6= 0 êîðåíü òàêæå åäèíñòâå-

íåí. Èç íåðàâåíñòâà ∂F̄
∂φ > 0 ñëåäóåò, ÷òî ïðè φ < φ̃ ñïðàâåäëèâî F̄ < 0, à ïðè

φ > φ̃ � F̄ > 0. Óòâåðæäåíèå 2.41 äîêàçàíî. 2
Óòâåðæäåíèå 2.39 òåïåðü ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèÿ 2.41 è ñîîòíîøåíèÿ (2.74).

2

Òàêèì îáðàçîì, èñ÷åçíîâåíèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ζ0(0, ζ2) = ζ2 ïðè èçìåíå-
íèè ïàðàìåòðà φ ñîïðÿæåíî ñ âîçíèêíîâåíèåì çàìêíóòîãî êîíòóðà, óäîâëåòâî-
ðÿþùåãî óñëîâèÿì ëåììû 1.

2.7.5 Ïîñòðîåíèå îïòèìàëüíîãî ñèíòåçà

Âåðí¼ìñÿ ê êîíñòðóêöèè èç ïàðàãðàôà 2.7.3. Èç óðàâíåíèÿ (2.70) ñëåäóåò, ÷òî â
òî÷êàõ ρ(τ+) ñïðàâåäëèâî ζ2 = 1

−αΛ∗−
√
α2(Λ∗)2+ctgφ

+θ(r), ãäå çíà÷åíèå Λ∗ çàâèñèò

òîëüêî îò α è φ. Êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ ïîñëåäíåãî äîêàçàíà â óòâåðæäåíèè
2.40. Òàêèì îáðàçîì, åñëè òî÷êà s ñòðåìèòñÿ ê x̃ ïî êðèâîé γA2

, òî âåëè÷èíà ζ2

ñòðåìèòñÿ ê çíà÷åíèþ ζ∗2 = 1

−αΛ∗−
√
α2(Λ∗)2+ctgφ

. Â ïàðàãðàôå 2.7.3 áûëî ïîêàçàíî,

÷òî äëÿ òî÷åê ρ(τ+) ñïðàâåäëèâî ζ0(x12, ζ2) = ζ2 −Θ(1), è, ñëåäîâàòåëüíî, ζ∗0 =
ζ0(0, ζ

∗
2) < ζ∗2 .

Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 2.37 ñóùåñòâóþò ðåøåíèÿ ζ∗12 , ζ∗22 óðàâíåíèÿ ζ0(0, ζ2) =
ζ2, óäîâëåòâîðÿþùèå 0 < ζ∗12 < ζ∗0 < ζ∗2 < ζ∗22 (ñì. ðèñ. 2.7.1). Òî÷êè (0, ζ∗12 ) è
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(0, ζ∗22 ) ÿâëÿþòñÿ íåïîäâèæíûìè òî÷êàìè îòîáðàæåíèÿ P. Ðàñøèðèì èíòåðâàë
[ζα, ζβ], çàäàþùèé ìíîæåñòâî K2, íàñòîëüêî, ÷òîáû îí ñîäåðæàë òî÷êè ζ∗12 , ζ∗22

â ñâîåé âíóòðåííîñòè.
Ðàññìîòðèì ëó÷ ζ = ζ∗12 = const âî âòîðîì îðòàíòå. Îí ïåðåñåêàåò òðàåêòî-

ðèþ ρ â íåêîòîðîé òî÷êå q2 ñ êîîðäèíàòàìè (x1, ζ) = (x1(q2), ζ
∗1
2 ). Ðàññìîòðèì

òî÷êè q1 = P0(q2), q0 = P1(q1). Èìååì

ζ(p0) = ζ∗0 +

∫ x1(p2)

0

∂ζ0

∂x12
(x1, ζ

∗
2) dx1 +

∫ ζ(p2)

ζ∗2

∂ζ0

∂ζ2
(x1(p2), ζ) dζ =

= ζ∗0 + θ(x1(p2)) + θ(ζ(p2)− ζ∗2) = ζ∗0 + θ(r),

ζ(p1) = − tgφ

ζ(q1)
+ θ(r) = −tgφ

ζ∗0
+ θ(r),

ζ(q0) = ζ∗12 +

∫ x1(q2)

0

∂ζ2

∂x10
(x1, ζ

∗1
2 )dx1 = ζ∗12 + θ(r),

ζ(q1) = − tgφ

ζ(q0)
+ θ(r) = −tgφ

ζ∗12

+ θ(r).

Îòñþäà íàõîäèì

ζ(q0)− ζ(p0) = ζ∗12 − ζ∗0 + θ(r) = −Θ(1),

ζ(q1)− ζ(p1) = −tgφ

(
1

ζ∗12

− 1

ζ∗0

)
+ θ(r) = −Θ(1),

ζ(q2)− ζ(p2) = ζ∗12 − ζ∗2 + θ(r) = −Θ(1). (2.75)

Òàê êàê q2 ëåæèò íà òðàåêòîðèè ρ, òî q1 òàêæå ëåæèò íà ρ. Íà òðàåêòîðèè
ρ ìåæäó òî÷êàìè q2 è p2 ñïðàâåäëèâî ζ = Θ(1), è, òàêèì îáðàçîì, x1 = −Θ(r),
à ìåæäó òî÷êàìè ρ(τ−) è q1 ñïðàâåäëèâî ζ = −Θ(1) è x1 = Θ(r). Ó÷èòûâàÿ
äàëåå, ÷òî íà ρ èìååì ζ̇ = Θ(1), è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ñîîòíîøåíèÿ (2.65) è
(2.75), íàõîäèì

x2(p2) = x2(q2) +

∫ ζ(p2)

ζ(q2)

ẋ2

ζ̇
dζ = x2(q2) +

∫ ζ(p2)

ζ(q2)

−x1 + θ(r2)

ζ̇
dζ =

= x2(q2) + Θ(r)(ζ(p2)− ζ(q2)) = x2(q2) + Θ(r),

x2(q1) = x2(τ
−) +

∫ ζ(q1)

ζ(τ−)

−x1 + θ(r2)

ζ̇
dζ =

= x2(τ
−)−Θ(r)(ζ(q1)− ζ(p1) + ζ(p1)− ζ(τ−)) = x2(τ

−) + Θ(r),

x2(q0) = x2(q1) + θ(r2).
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Ñêëàäûâàÿ ýòè ðàâåíñòâà è ó÷èòûâàÿ x2(p2) = x2(τ−), íàõîäèì x2(q0) = x2(q2)+
Θ(r). Îòñþäà ñëåäóåò

x1(q0) = −x2(q0)

ζ(q0)
= −x2(q2) + Θ(r)

ζ(q2) + θ(r)
= x1(q2)−Θ(r) ⇒ x1(q2)

x1(q0)
= 1−Θ(1).

(2.76)

Óòâåðæäåíèå 2.42. Ñîîòíîøåíèå x12

x10
ÿâëÿåòñÿ ëèïøèöåâûì íà ìíîæåñòâå

K2.

Äîêàçàòåëüñòâî: Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíûå ýòîãî âûðàæåíèÿ ñ ïîìîùüþ ïðî-
èçâîäíûõ (2.63):

∂ x12

x10

∂x12
=

x10 − x12(
x10

x12
+ θ(r))

x2
10

= θ(1),

∂ x12

x10

∂ζ2
= −x12θ(r)

x2
10

= −θ(1). 2

Ñëåäîâàòåëüíî, ñîîòíîøåíèå x12

x10
íåïðåðûâíî ïðîäîëæàåòñÿ íà ìíîæåñòâî

(x12, ζ2) ∈ {0} × [ζα, ζβ]. Â ñèëó (2.76) èìååì x12

x10
(0, ζ∗12 ) < 1, òàê êàê x1(q2) → 0,

åñëè òî÷êà s ∈ γA2
ñòðåìèòñÿ ê x̃. Îòñþäà ñëåäóåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå 2.13. Ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà ε > 0 è c′ < 1, ÷òî, åñëè òî÷êà p2

ìåíÿåòñÿ â ìíîæåñòâå {ζ2 ∈ [ζ∗12 −ε, ζ∗12 +ε]}, òî x1(p2)
x1(p0) < c′, åñëè îêðåñòíîñòü

U äîñòàòî÷íî ìàëàÿ. 2

Èìååì ∂ζ0
∂ζ2

= C(p2)
C(p0) + θ(r) = sinφx2

1(p2)+cosφx2
2(p2)

sinφx2
1(p0)+cosφx2

2(p0)
+ θ(r) =

(
x1(p2)
x1(p0)

)2
1+ctgφ ζ2

2

1+ctgφ ζ2
0

+ θ(r),
∂x10

∂x12
= x1(p0)

x1(p2)+θ(r). Èç ëèïøèöåâîñòè ôóíêöèè ζ0(x12, ζ2) ñëåäóåò îöåíêà ζ0−ζ∗12 =

θ(r + |ζ2 − ζ∗12 |). Ïîýòîìó, åñëè |ζ2 − ζ∗12 | ≤ ε, òî C(p2)
C(p0) =

(
x1(p2)
x1(p0)

)2

+ θ(r + ε). Â

÷àñòíîñòè, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ∂ζ0
∂ζ2

(0, ζ∗12 ) < 1. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî
∂ζ0
∂ζ2

(0, ζ∗22 ) > 1. Ïîýòîìó óðàâíåíèå ζ0(0, ζ2) = ζ2 íå èìååò ðåøåíèé, êðîìå ζ∗12 , ζ
∗2
2 .

Ìû äîêàçàëè ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, êîòîðîå óòâåðæäàåò, ÷òî íåïîäâèæíàÿ
òî÷êà (0, ζ∗12 ) ÿâëÿåòñÿ â íåêîòîðîì ñìûñëå ãèïåðáîëè÷åñêîé.

Óòâåðæäåíèå 2.43. Ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà ε > 0 è c > 1, ÷òî, åñëè òî÷êà
p2 ìåíÿåòñÿ â ìíîæåñòâå {ζ2 ∈ [ζ∗12 − ε, ζ∗12 + ε]}, òî ∂x10

∂x12
> c è ∂ζ0

∂ζ2
< 1

c , åñëè
îêðåñòíîñòü U äîñòàòî÷íî ìàëàÿ. 2
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Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå P óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ëåì-
ìû î ãèïåðáîëè÷åñêîé òî÷êå. Çäåñü x1 èãðàåò ðîëü êîîðäèíàòû x, à ζ � êîîðäè-
íàòû y. Çàäàäèì ïðîèçâîëüíóþ êîíñòàíòó L > 0 è âûáåðåì îêðåñòíîñòü U íà-
ñòîëüêî ìàëîé, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî L‖∂x10

∂ζ2
‖ < 1− 1

c . Îòñþäà ñëåäóåò

1−L‖∂x10

∂ζ2
‖−‖∂ζ0∂ζ2

‖ > 0. Òåïåðü áóäåì óâåëè÷èâàòü L è îäíîâðåìåííî óìåíüøàòü

îêðåñòíîñòü U òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïðîèçâåäåíèå L‖∂x10

∂ζ2
‖ îñòàâàëîñü ïîñòî-

ÿííûì, ïîêà íå áóäåò âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî ‖ ∂ζ0∂x12
‖ < Lc(1 − L‖∂x10

∂ζ2
‖ − ‖∂ζ0∂ζ2

‖).
Îòñþäà ñëåäóåò (2.10). Çàôèêñèðóåì L è áóäåì óìåíüøàòü U , ïîêà íå áóäåò
âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî c > 1 + L‖∂x10

∂ζ2
‖. Îòñþäà ñëåäóåò (2.9).

Â îêðåñòíîñòè òî÷êè (0, ζ∗12 ) ñóùåñòâóþò äâà èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî
îòîáðàæåíèÿ P ïîäìíîãîîáðàçèÿ. Óñòîé÷èâûì óñîì ÿâëÿåòñÿ îòðåçîê {0} ×
[ζα, ζβ]. Íåóñòîé÷èâûé óñ â ñèëó ëåììû î ãèïåðáîëè÷åñêîé òî÷êå ïðåäñòàâëÿ-
åòñÿ ôóíêöèåé ζ = ζ(x1), íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé ïðè x1 < 0. ßñíî, ÷òî
limx1→0 ζ(x1) = ζ∗12 .

Òàêèì îáðàçîì, íåóñòîé÷èâûé óñ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåïðåðûâíî äèôôåðåí-
öèðóåìóþ, ëèïøèöåâóþ êðèâóþ âî âòîðîì îðòàíòå ôàçîâîé ïëîñêîñòè, ïîäõî-
äÿùóþ ê òî÷êå x̃ òðàíñâåðñàëüíî êîîðäèíàòíûì îñÿì. Ýòà êðèâàÿ èíâàðèàíòíà
îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå P è ÿâëÿåòñÿ êðèâîé ïåðåêëþ÷åíèÿ óïðàâ-
ëåíèÿ ñ 0 íà 1. Îáîçíà÷èì å¼ ÷åðåç ρ01, à å¼ ïîäíÿòèå íàM− � ÷åðåç ρ̂01. Åñëè
òî÷êà p̂2 ïðîáåãàåò êðèâóþ ρ̂01, òî p̂1 ïðîáåãàåò íåêîòîðóþ êðèâóþ ρ̂10, à òî÷êà
p̂0 � ñíîâà ρ̂01. Ïðîåêöèÿ ρ10 êðèâîé ρ̂10 ÿâëÿåòñÿ êðèâîé ïåðåêëþ÷åíèÿ óïðàâ-
ëåíèÿ ñ 1 íà 0. Òðàåêòîðèè σ̂ ñèñòåì (2.43),(2.54), ñîåäèíÿþùèå êðèâûå ρ̂01 è
ρ̂10, îáðàçóþò â T ∗X èíòåãðàëüíîå ìíîãîîáðàçèå N ∗ ñèñòåìû (2.1),(2.17). Â ñè-
ëó ãëàäêîñòè ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèé (2.21) è óòâåðæäåíèÿ 2.16 êðèâûå ρ̂01, ρ̂10

è ρ10 òàêæå ïðèíàäëåæàò êëàññó C1. Â ñèëó òåîðåìû î íåïðåðûâíîé äèôôå-
ðåíöèðóåìîñòè ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ îò íà÷àëüíûõ äàííûõ
ìíîãîîáðàçèå N ∗ ïðèíàäëåæèò êëàññó PC1 ñ ðàçðûâîì ïðîèçâîäíûõ íà êðèâûõ
ρ̂01 è ρ̂10.

Ïîêàæåì, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè ζ1(x11), çàäàþùåé êðèâóþ ρ10, îãðàíè-
÷åíà. Èñïîëüçóÿ (2.62), íàõîäèì

dζ1

d x11
=

∂ζ1
∂x12

+ ∂ζ1
∂ζ2

dζ2
d x12

∂x11

∂x12
+ ∂x11

∂ζ2

dζ2
d x12

=
θ(1) + Θ(1)θ(1)

Θ(1) + θ(r)θ(1)
= θ(1). (2.77)

Óòâåðæäåíèå 2.44. Íàêëîí dx2

dx1
êðèâûõ ρ01,ρ10 èìååò ïðåäåë ïðè ïîäõîäå ê

òî÷êå x̃.
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Äîêàçàòåëüñòâî: Èñïîëüçóåì îöåíêó dζ
d x1

= θ(1).

dx2

dx1
=

∂x2

∂x1
+ ∂x2

∂ζ
dζ
d x1

∂x1

∂x1
+ ∂x1

∂ζ
dζ
d x1

=
x2

x1
− x1

dζ

d x1
=
x2

x1
+ θ(r). (2.78)

Äîêàçàòåëüñòâî çàâåðøàåòñÿ ïðèìåíåíèåì óòâåðæäåíèÿ 2.6. 2
Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèÿ 2.7.

Óòâåðæäåíèå 2.45. Ïîòîê òðàåêòîðèé ñèñòåìû ẋ = A, âõîäÿùèõ â òî÷êè
êðèâîé ρ01, è ïîòîê òðàåêòîðèé ñèñòåìû ẋ = A + B, âûõîäÿùèõ èç òî÷åê
êðèâîé ρ01, íå ïåðåñåêàþòñÿ äðóã ñ äðóãîì. Òî æå ñàìîå âåðíî è äëÿ êðèâîé
ρ10. 2

Èç óòâåðæäåíèÿ 2.45 ñëåäóåò, ÷òî ìíîãîîáðàçèå N ∗ ÿâëÿåòñÿ ïîäíÿòèåì ïðî-
êîëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x̃ â êîêàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå T ∗X. Ïðèñîåäèíèâ ê
ýòîìó ìíîãîîáðàçèþ òî÷êó (x = 0, ψ = 0), ïîëó÷èì ñå÷åíèå N ðàññëîåíèÿ T ∗X.
Òî÷êà (x = 0, ψ = 0) â ñèëó ñëåäñòâèÿ 2.13 ÿâëÿåòñÿ ω-ïðåäåëüíîé äëÿ òðàåêòî-
ðèé íà ýòîì ñå÷åíèè.

Ëàãðàíæåâîñòü ñå÷åíèÿ N è ñóùåñòâîâàíèå ôóíêöèè Áåëëìàíà ñëåäóþò èç
óòâåðæäåíèÿ 2.35. Òàêèì îáðàçîì, ñèíòåç, èíäóöèðîâàííûé ñå÷åíèåì N , îï-
òèìàëåí. Ñâîéñòâà, ïåðå÷èñëåííûå âî âòîðîé ÷àñòè òåîðåìû 2.3, òåïåðü ëåãêî
ïðîâåðÿþòñÿ. Òåîðåìà 2.3 äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå: Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîñòðîèòü ëàãðàíæåâî èíòå-
ãðàëüíîå ñå÷åíèå äëÿ çíà÷åíèÿ ζ∗22 . Â ýòîì ñëó÷àå ëåììó î ãèïåðáîëè÷åñêîé
òî÷êå íàäî ïðèìåíÿòü íå ê P, à ê îáðàòíîìó îòîáðàæåíèþ P−1. Ýòî ñå÷åíèå
ñîîòâåòñòâóåò äðóãîìó ñèíòåçó, äëÿ òðàåêòîðèé êîòîðîãî òî÷êà x̃ ÿâëÿåòñÿ α-
ïðåäåëüíîé.
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3 Àíàëèòè÷åñêèå íîðìàëüíûå ôîðìû

Â ýòîé ãëàâå ìû èçó÷èì áèôóðêàöèþ ìåæäó ñèñòåìàìè, îïèñàííûìè â òåîðåìå
2.2 è òåîðåìå 2.3 ÷àñòü 2. Ýòà áèôóðêàöèÿ ïðîèñõîäèò, êîãäà ïàðàìåòð φ ïðîõî-
äèò ÷åðåç çíà÷åíèå π. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü φ = π. Â ïðåäûäó-
ùåé ãëàâå áûëè èçó÷åíû ñèñòåìû (0.1),(0.2), â êîòîðûõ ôóíêöèè A,B, F,G ïðè-
íàäëåæàëè êëàññó C3. Â ýòîé ãëàâå ìû îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì, êîãäà A,B, F,G
àíàëèòè÷åñêèå, ÷òîáû èñêëþ÷èòü ïàòîëîãèè. Òîãäà âûïîëíåíû óñëîâèÿ óòâåð-
æäåíèÿ 1.4, è ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ èññëåäîâàíèåì ñèñòåì, êîòîðûå âäîáàâîê ê
óñëîâèÿì (1.5) óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì (1.7). Òàêèì îáðàçîì, ìû ìèíèìèçè-
ðóåì ôóíêöèîíàë

J =

∫ ∞
0

F (x) dt → min (3.1)

ïî òðàåêòîðèÿì ñèñòåìû

ẋ = (1− u)A(x) + u

(
1
0

)
, (3.2)

ãäå x ∈ U ⊂ R2, u ∈ [0, 1], limt→+∞ x(t) = x̃ = (0, 0). Çäåñü A,F ∈ Cω, è
âûïîëíåíû óñëîâèÿ

∂A

∂x
(x̃) =

(
α 1
−1 0

)
,

∂2F

∂x2
(x̃) =

(
0 0
0 1

)
, (3.3)

ãäå α ∈ (−2, 2).

3.1 Ïðåäâàðèòåëüíîå èññëåäîâàíèå

Â ñèëó óðàâíåíèé (3.2) ôóíêöèÿ Ïîíòðÿãèíà çàïèøåòñÿ â âèäå H = H0 + uH1,
ãäå

H0 = −F + 〈ψ,A〉, H1 = 〈ψ,
(

1
0

)
− A〉 = ψ1 − 〈ψ,A〉. (3.4)

Ñîïðÿæ¼ííûå óðàâíåíèÿ èìåþò âèä

ψ̇ = ∇F + (u− 1)
∑
µ

ψµ∇Aµ. (3.5)

Â ñèëó óðàâíåíèé (3.2) ôàçîâàÿ òî÷êà ïðè óïðàâëåíèè u = 1 äâèæåòñÿ ñ åäè-
íè÷íîé ñêîðîñòüþ âäîëü êîîðäèíàòíûõ ëèíèé x2 = const. Â ÷àñòíîñòè, îñü Ox1

ÿâëÿåòñÿ òðàåêòîðèåé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó x̃. Îáîçíà÷èì ýòó òðàåêòîðèþ
÷åðåç γ.
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Ðàññìîòðèì ñèñòåìó

ẋ =

(
1
0

)
, ψ̇ = ∇F (3.6)

ñ ãàìèëüòîíèàíîì H0 + H1 = −F + ψ1. Ïðè u = 1 îíà ñîâïàäàåò ñ ñèñòåìîé
(3.2),(3.5). Ðàññìîòðèì òðàåêòîðèþ γ̂ ñèñòåìû (3.6), ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó
(x = 0, ψ = 0) â ìîìåíò âðåìåíè t = 0. Îáîçíà÷èì òó å¼ ÷àñòü, êîòîðàÿ ñîîòâåò-
ñòâóåò âðåìåíàì t < 0, ÷åðåç γ̂−, à ïðîåêöèþ ýòîé ÷àñòè íà ôàçîâóþ ïëîñêîñòü �
÷åðåç γ−. Êàê áûëî óñòàíîâëåíî â ãëàâå 2, êëþ÷åâóþ ðîëü â âîïðîñå î íàëè÷èè
îñîáûõ ðåæèìîâ èãðàåò ïîâåäåíèå ôóíêöèè C. Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïîêà-
çûâàåò, ÷òî ïîâåäåíèå ôóíêöèè H1 íà òðàåêòîðèè γ̂ îïðåäåëÿåòñÿ ïîâåäåíèåì
ôóíêöèè C íà îñè Ox1.

Óòâåðæäåíèå 3.1. Ïóñòü íà γ äëÿ âñåõ k < n ñïðàâåäëèâî dkC
dtk

= 0 â íà÷àëå
êîîðäèíàò, ãäå n ≥ 2 � íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Òîãäà íà òðàåêòîðèè

γ̂ â íà÷àëå êîîðäèíàò âûïîëíåíî dkH1

dtk
= 0 äëÿ âñåõ k < n, è dnH1

dtn = 1
n−1

dnC
dtn â

íà÷àëå êîîðäèíàò. Åñëè C ≡ 0 íà γ, òî H1 ≡ 0 íà γ̂.

Äîêàçàòåëüñòâî: Èç óðàâíåíèé (1.7) ñëåäóåò, ÷òî

dAB = −A2, [A,B] = [A,

(
1
0

)
] = − ∂A

∂x1
.

Ïîäñòàâëÿÿ u = 1 è ïåðâîå èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé â óðàâíåíèå (2.28), ïîëó÷èì

C = dABḢ1 − ˙dABH1 = −A2Ḣ1 + Ȧ2H1.

Äèôôåðåíöèðóÿ ïî t, ïîëó÷àåì

dkC

dtk
= =

k∑
i=0

(
k
i

)(
diH1

dti
dk−i+1A2

dtk−i+1
− di+1H1

dti+1

dk−iA2

dtk−i

)
=

=
k+1∑
i=0

((
k
i

)
−
(

k
i− 1

))
diH1

dti
dk−i+1A2

dtk−i+1
.

Çäåñü áèíîìèàëüíûé êîýôôèöèåíò ñ÷èòàåòñÿ ðàâíûì íóëþ, åñëè îí íå îïðåäå-
ë¼í. Â íà÷àëå êîîðäèíàò èìååì A2 = 0, H1 = 0, ïîýòîìó â ýòîé òî÷êå

dkC

dtk
=

k∑
i=1

((
k
i

)
−
(

k
i− 1

))
diH1

dti
dk−i+1A2

dtk−i+1
. (3.7)
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Äîêàæåì óòâåðæäåíèå èíäóêöèåé ïî k. Äëÿ k = 1 èìååì dH1

dt = 0 â ñèëó (2.25).

Äîïóñòèì, ÷òî k > 1, è diH1

dti = 0 äëÿ âñåõ 1 ≤ i < k. Òîãäà â ñóììå (3.7) îñòà¼òñÿ
òîëüêî ÷ëåí ïðè i = k, ò.å.

dkC

dtk
=

((
k
k

)
−
(

k
k − 1

))
dkH1

dtk
∂A2

∂x1
= (k − 1)

dkH1

dtk
.

Ïðè k < n â ñèëó óñëîâèé óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò dkH1

dtk
= 0, à ïðè k = n èìååì

1

n− 1

dnC

dtn
=
dnH1

dtn
.

Â ñëó÷àå C ≡ 0 èìååì dkC
dtk

= 0 äëÿ âñåõ k, îòñþäà dkH1

dtk
= 0 äëÿ âñåõ k, è â ñèëó

àíàëèòè÷íîñòè ôóíêöèè H1(t) ñëåäóåò H1 ≡ 0. 2
Òàêèì îáðàçîì, ãëàâíûå ÷ëåíû â ðàçëîæåíèÿõ Òåéëîðà â íóëå ôóíêöèé C è

H1 íà òðàåêòîðèè γ̂ ñîâïàäàþò ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ n− 1.

Óòâåðæäåíèå 3.2. Ìíîæåñòâî òî÷åê íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè, â êîòîðûõ ∂C
∂x2

=
0, â îêðåñòíîñòè òî÷êè x̃ îáðàçóåò àíàëèòè÷åñêóþ êðèâóþ γmax, ïðîõîäÿùóþ
÷åðåç x̃ è êàñàþùóþñÿ îñè Ox1 â ýòîé òî÷êå. Âûøå êðèâîé γmax èìååì

∂C
∂x2

< 0,

íèæå � ∂C
∂x2

> 0.

Äîêàçàòåëüñòâî: Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 2.11 è óñëîâèÿ φ = π èìååì â òî÷êå
x̃ ñîîòíîøåíèÿ ∂2C

∂x2
2

= −1
2 6= 0, ∂2C

∂x1x2
= 0, ∂C∂x2

= 0. Ïî òåîðåìå î íåÿâíîé ôóíêöèè
ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò â òî÷íîñòè îäíà ôóíêöèÿ x2 = χmax(x1), äëÿ êîòîðîé
χmax(0) = 0 è ∂C

∂x2
(x1, χmax(x1)) ≡ 0. Å¼ ïðîèçâîäíàÿ â òî÷êå x̃ ðàâíà dχmax

dx1
=

−
∂2C
∂x1x2
∂2C

∂x2
2

= 0. Ýòà ôóíêöèÿ çàäà¼ò êðèâóþ γmax. Äàëåå, â îêðåñòíîñòè òî÷êè x̃

èìååì ∂
∂x2

∂C
∂x2

< 0, ïîýòîìó âûøå êðèâîé γmax ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî ∂C
∂x2

< 0,

íèæå � íåðàâåíñòâî ∂C
∂x2

> 0. 2
Îáîçíà÷èì ôóíêöèþ, çàäàþùóþ êðèâóþ γmax, ÷åðåç χ: x2 = χ(x1), à ôóíê-

öèþ C(x1, χ(x1)) îò ïåðåìåííîé x1 � ÷åðåç Cmax. Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 2.11
è ñîîòíîøåíèÿ φ = π èìååì ∇C(x̃) = 0, ∂

2C
∂x2

1
(x̃) = 0. Ïîýòîìó èç ðàâåíñòâà

dχ(x1)
dx1

(0) = 0 ñëåäóåò, ÷òî dCmax
dx1

(0) = d2Cmax
dx2

1
(0) = 0. Îòñþäà íàõîäèì Cmax =

θ(x3
1).
Ðàññìîòðèì åù¼ ðàç êîíñòðóêöèþ, îïèñàííóþ â ïàðàãðàôå 2.5.3 ãëàâû 2. Â

ñèëó àíàëèòè÷íîñòè ôóíêöèé A è F ôóíêöèÿ H̃1(x1, ζ, t) òàêæå áóäåò àíàëè-
òè÷íîé. Ðàâåíñòâî H̃1(0, ζ∗, 0) = 0 òàêæå âûïîëíåíî äëÿ ëþáîãî ζ∗ ∈ [ζα, ζβ].
Óðàâíåíèå H̃1 = 0, îäíàêî, óæå íå îïðåäåëÿåò äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè t =
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t∗(x1, ζ), òàê êàê ðàâíà íóëþ ïðîèçâîäíàÿ ∂H̃1

∂t (0, ζ∗, 0) = 1
2 sinφ = 0. Â êà÷åñòâå

çàâèñèìîé ïåðåìåííîé âûáåðåì x1, ïîñêîëüêó
∂H̃1

∂x1
(0, ζ∗, 0) = 1

2(sinφ+cosφ ζ2
∗) =

−ζ2
∗
2 6= 0.
Èòàê, ïî òåîðåìå î íåÿâíîé ôóíêöèè ñóùåñòâóåò â òî÷íîñòè îäíà ôóíêöèÿ

x1 = x1∗(ζ, t), òàêàÿ, ÷òî x1∗(ζ, 0) = 0 ∀ ζ ∈ [ζα, ζβ] è H̃1(x1∗(ζ, t), ζ, t) ≡ 0.
Ôóíêöèÿ x1∗ ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé.

Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ. Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå âûòåêàåò íåïîñðåäñòâåííî
èç óòâåðæäåíèÿ 3.1.

Óòâåðæäåíèå 3.3. Åñëè ôóíêöèÿ C íà òðàåêòîðèè γ òîæäåñòâåííî ðàâíà
íóëþ, òî x1∗(ζ, t) ≡ 0. 2

Åñëè æå C 6≡ 0 íà γ, òî ñóùåñòâóþò âåùåñòâåííîå ÷èñëî c 6= 0 è íàòóðàëüíîå
÷èñëî n ≥ 3, òàêèå, ÷òî ∂kC

∂xk1
(x̃) = 0 äëÿ âñåõ k < n, à ∂nC

∂xn1
= (−1)nc. Â ýòîì

ñëó÷àå ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 3.4. Ôóíêöèÿ x1∗ â îêðåñòíîñòè ëèíèè {(ζ, t) ∈ [ζα, ζβ]× {0}}
óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå x1∗(ζ, t) = − 2c

(n−1)n!ζ2 (−t)n−1 + θ(tn).

Äîêàçàòåëüñòâî: Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 3.1 ïðîèçâîäíûå ôóíêöèèH1 íà òðà-
åêòîðèè γ̂ â íà÷àëå êîîðäèíàò óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì. Äëÿ âñåõ
k < n âûïîëíåíî dkH1

dtk
= 0, è dnH1

dtn = (−1)nc
n−1 . Ðÿä Òåéëîðà ïî t ôóíêöèè H̃1 íà

òðàåêòîðèè γ̂ ðàâåí ðÿäó äëÿ ôóíêöèè H1, â êîòîðîì âñå ñòåïåíè ñîêðàùåíû
íà åäèíèöó. Ïîýòîìó â íóëå èìååì dkH̃1

dtk
= 1

k+1
dk+1H1

dtk+1 äëÿ âñåõ k. Ïîäñòàâëÿÿ,

íàõîäèì dkH̃1

dtk
= 0 äëÿ âñåõ k < n− 1, è dn−1H̃1

dtn−1 = (−1)nc
(n−1)n .

Ïðîèçâîäíûå ïî t âäîëü òðàåêòîðèè γ̂ ðàâíû ÷àñòíûì ïðîèçâîäíûì ïî t ïðè
x1 = 0. Íî x1∗(ζ∗, 0) = 0 äëÿ ëþáîãî ζ∗ ∈ [ζα, ζβ]. Îòñþäà ñëåäóåò

∂x1∗

∂t
(ζ∗, 0) = − ∂H̃1/∂t

∂H̃1/∂x1

= 0,

. . .
∂n−2x1∗

∂tn−2
(ζ∗, 0) = −∂

n−2H̃1/∂t
n−2

∂H̃1/∂x1

= 0,

∂n−1x1∗

∂tn−1
(ζ∗, 0) = −∂

n−1H̃1/∂t
n−1

∂H̃1/∂x1

=

(−1)nc
(n−1)n

ζ2
∗
2

=
2(−1)nc

(n− 1)nζ2
∗
.

Ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèÿ ýòèõ ïðîèçâîäíûõ â ðÿä Òåéëîðà ôóíêöèè x1∗, íåïîñðåä-
ñòâåííî ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå. 2

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèÿ 3.4 è àíàëèòè÷íîñòè ôóíê-
öèè x1∗.
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Óòâåðæäåíèå 3.5. Ïóñòü ñóùåñòâóþò âåùåñòâåííîå ÷èñëî c 6= 0 è íàòó-
ðàëüíîå ÷èñëî n ≥ 3, òàêèå, ÷òî ∂kC

∂xk1
(x̃) = 0 äëÿ âñåõ k < n, à ∂nC

∂xn1
= (−1)nc.

Åñëè c < 0, òî óðàâíåíèå x1 = x1∗(ζ, t) â îáëàñòè x1 ≥ 0, t ≤ 0 â îêðåñòíîñòè
ìíîæåñòâà {(x1, ζ, t) |x1 = 0, t = 0} ðàçðåøèìî ïî t è îïðåäåëÿåò íåïðåðûâíóþ
ôóíêöèþ

t = t∗(x1, ζ) = − n−1

√
−(n− 1)n!ζ2

2c
x

1
n−1

1 + θ(x
2

n−1

1 ),

ðàçëàãàþùóþñÿ â ðÿä ïî ïåðåìåííûì n−1
√
x1 è ζ. Åñëè c > 0, òî ðåøåíèÿ

x1 = 0, t = 0 ÿâëÿþòñÿ åäèíñòâåííûìè ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ x1 = x1∗(ζ, t)
â îáëàñòè x1 ≥ 0, t ≤ 0 â îêðåñòíîñòè ìíîæåñòâà {(x1, ζ, t) |x1 = 0, t = 0}.
2

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó

ẋ = A, ψ̇ = ∇F −
∑
µ

ψµ∇Aµ (3.8)

ñ ãàìèëüòîíèàíîì H0 = −F + 〈ψ,A〉. Óðàâíåíèÿ (3.8) îïèñûâàþò äâèæåíèå
ñèñòåìû (3.2),(3.5) ïðè óïðàâëåíèè u = 0.

Ïóñòü K1, K2 íåêîòîðûå ÷èñëà, K1 < K2. Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî

K2 = {(x1, x2) ∈ U |x1 < 0, x2 ∈ [K1(−x1)
3
2 , K2(−x1)

3
2 ].

Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 2.8 îíî îáëàäàåò ïîäíÿòèåì K̂2 íà ìíîãîîáðàçèå ïåðåêëþ-
÷åíèÿM−. Ïóñòü p � òî÷êà íà K2, p̂ � å¼ ïîäíÿòèå íà K̂2, à σ̂(t) � òðàåêòîðèÿ
ñèñòåìû (3.8), ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç p̂ â ìîìåíò âðåìåíè t = 0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç t̄
ìîìåíò âðåìåíè, â êîòîðûé ïðîåêöèÿ σ = πX◦σ̂ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó q = P0(p).

Ýâîëþöèÿ ôóíêöèè H1 â ñèëó ñèñòåìû (3.8) íà òðàåêòîðèè σ̂ îïèñûâàåòñÿ
óðàâíåíèåì (2.46). Ïîäñòàâëÿÿ t0 = 0, t = t̄, H1(0) = H1(t̄) = 0 â (2.46) è ó÷è-

òûâàÿ F = x2
2

2 + θ(r3), t̄ = −Θ(1) è Fx2+θ(r4)
dAB

(σ(0)) =
(
x2

2
2 +θ(r3))x2+θ(r4)

x1+θ(r2) = θ((−x1)
3),

ïîëó÷èì

0 = −Θ(r−2)

{
−x

3
2(t̄)

2
+ θ(r4) + (x1(t̄) + θ(r2))Θ(r2)

}
+ θ(r2),

⇒ x1(t̄)Θ(r2)− x3
2(t̄) = θ(r4).

Òàê êàê x2
1 + x2

2 = r2, îòñþäà ñëåäóåò x1(t̄) = Θ(1)x2(t̄). Òàê êàê dAB(t̄) =
x1(t̄) + θ(r2) > 0 íàõîäèì x1(t̄) = Θ(r), x2(t̄) = Θ(r). Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè,
ñëåäóåò C(σ(t̄)) = −Θ(r2). Òàêèì îáðàçîì, òî÷êà q = σ(t̄) ëåæèò â ïåðâîì
îðòàíòå.
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Ñëåäñòâèå 3.1. Ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà ζα < 0, ζβ < 0, ÷òî ìíîæåñòâî
P0[K2] ñîäåðæèòñÿ â ìíîæåñòâå K1 = {q ∈ U |x1(q) > 0, ζ(q) ∈ [ζα, ζβ]}. Íà
ìíîæåñòâå K1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà C = −Θ(r2). 2

3.2 Ñèíòåç ñ îñîáûì ðåæèìîì

Öåëüþ äàííîãî ïàðàãðàôà ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 3.1. Åñëè
à) ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n ≥ 3, ÷òî ∂kC

∂xk1
(x̃) = 0 äëÿ âñåõ k < n

è sgn∂
nC
∂xn1

(x̃) = (−1)n; èëè

á) C ≡ 0 íà îñè Ox1;
òî îïòèìàëüíûé ñèíòåç ñóùåñòâóåò è èìååò ñëåäóþùèé âèä.

Â òðåòüåì îðòàíòå èìååòñÿ îñîáûé ðåæèì γí, ïî êîòîðîìó ôàçîâàÿ òî÷-
êà çà êîíå÷íîå âðåìÿ ïîïàäàåò â íà÷àëî êîîðäèíàò. Êàñàòåëüíîé ê γí ÿâëÿåò-
ñÿ îñü Ox1. Â ïåðâîì îðòàíòå ñóùåñòâóåò êðèâàÿ ïåðåêëþ÷åíèÿ ρ10 ñ óïðàâ-
ëåíèÿ u = 1 íà u = 0, ðàñïîëîæåííàÿ òðàíñâåðñàëüíî ê îñÿì êîîðäèíàò è
ñòûêóþùàÿñÿ ñ γí â íà÷àëå êîîðäèíàò. Òðàåêòîðèè, èñõîäÿùèå èç ρ10, çà êî-
íå÷íîå âðåìÿ ïîïàäàþò íà γí. Îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü îêðåñòíîñòè U çàïîëíåíà
òðàåêòîðèÿìè ñ óïðàâëåíèåì u = 1, êîòîðûå ïîïàäàþò ëèáî íà êðèâóþ ρ10,
ëèáî íà γí, à îäíà òðàåêòîðèÿ � â òåðìèíàëüíóþ òî÷êó x̃ (ñì. ðèñ. 3.2 ñëåâà).

Åñëè C ≡ 0 íà îñè Ox1, è ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü òî÷êè x̃, â êîòîðîé
êðèâàÿ γmax íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ âíóòðåííîñòüþ òðåòüåãî îðòàíòà, òî êðèâàÿ
γí ñîâïàäàåò ñ îñüþ Ox1.

Äîêàçàòåëüñòâî â öåëîì ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2.2
èç ãëàâû 2.

Èññëåäóåì ïîâåäåíèå ôóíêöèè C â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè. Â ñèëó óòâåðæäå-
íèÿ 3.2 ôóíêöèÿ C, îãðàíè÷åííàÿ íà âåðòèêàëüíóþ ëèíèþ {x1 = const}, ïðè-
íèìàåò ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå Cmax(x1) â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ (x1, χ(x1)) ýòîé
ëèíèè ñ êðèâîé γmax. Èç óñëîâèé òåîðåìû âûòåêàåò, ÷òî â îêðåñòíîñòè òî÷êè x̃
ñïðàâåäëèâî Cmax(x1) ≥ 0 äëÿ x1 ≤ 0.

Îïðåäåëèì äâå ôóíêöèè χâ,χí îò x1 ïðè x1 ≤ 0.

χâ(x1) = inf{x2 |x2 ≥ χ(x1), C(x1, x2) ≤ 0},
χí(x1) = sup{x2 |x2 ≤ χ(x1), C(x1, x2) ≤ 0}.

Åñëè Cmax ≥ 0 äëÿ x1 ≤ 0, òî C = 0 â òî÷êàõ (x1, χâ(x1)),(x1, χí(x1)). Â ñèëó
óòâåðæäåíèÿ 3.2 íà ëèíèè {x1 = const} áîëüøå íå ñóùåñòâóåò òî÷åê, êðîìå
(x1, χâ(x1)) è (x1, χí(x1)), â êîòîðûõ C = 0.
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Ðèñ. 3: Ñèíòåç ñ îñîáûì ðåæèìîì è ñïèðàëåâèäíûé ñèíòåç

Âû÷èñëèì ôóíêöèè χâ,χí â ñëó÷àå Cmax ≥ 0. Íà êðèâîé γmax èìååì ∂C
∂x2

=

0, ïîýòîìó −Cmax =
∫ χâ(x1)

χ(x1)

∫ τ
χ(x1)

∂2C
∂x2

2
(x1, σ)dσdτ =

∫ χí(x1)

χ(x1)

∫ τ
χ(x1)

∂2C
∂x2

2
(x1, σ)dσdτ .

Èìååì

−Cmax(x1) =

∫ χâ(x1)

χ(x1)

∫ τ

χ(x1)

(−1 + θ(r)) dσ dτ = (−1 + θ(r))
1

2
(χâ(x1)− χ(x1))

2.

Àíàëîãè÷íîå óðàâíåíèå íàõîäèì äëÿ χí. Îòñþäà ñëåäóåò

χâ(x1)−χ(x1) =
√

2Cmax(x1)(1+θ(r)), χ(x1)−χí(x1) =
√

2Cmax(x1)(1+θ(r)).
(3.9)

Â ñèëó Cmax = θ(x3
1) îòñþäà ñëåäóþò îöåíêè χâ(x1)− χ(x1) = θ(|x1|

3
2 ), χ(x1)−

χí(x1) = θ(|x1|
3
2 ). Òàê êàê χ(x1) = θ(x2

1), òî èìååì

χâ(x1) = θ(|x1|
3
2 ), χí(x1) = θ(|x1|

3
2 ). (3.10)

Óòâåðæäåíèå 3.6. Ïóñòü Cmax(x1) ≥ 0 ïðè x1 ≤ 0. Òîãäà ôóíêöèè χâ, χí
ïðè x1 < 0 àíàëèòè÷íû. Â íóëå îíè ðàçëàãàþòñÿ â ñòåïåííîé ðÿä ïî ñòåïåíÿì
îò
√
−x1.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.
1. Ôóíêöèÿ Cmax òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ. Òîãäà ôóíêöèè χâ, χí ñîâïà-

äàþò ñ χ, è, ñëåäîâàòåëüíî, àíàëèòè÷íû.
2. Cmax > 0 ïðè x1 < 0 â îêðåñòíîñòè òî÷êè x̃. Òîãäà âûïîëíåíû óñëîâèÿ

óòâåðæäåíèÿ 2.2, ãäå ðîëü êîîðäèíàò x, y èãðàþò −x1, x2. Åãî ïðèìåíåíèå çà-
âåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî. 2
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Â ñèëó îöåíîê (3.10) ýòè ðÿäû ìîãóò íà÷èíàòüñÿ òîëüêî ñî ñòåïåíè (−x1)
3
2 ,

è ïåðâûå ïðîèçâîäíûå dχí
dx1

,
dχâ
dx1

ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè x1 → 0.
Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 3.1. Òîãäà χâ(x1) ≥ 0, χí(x1) ≤ 0, è

êðèâàÿ, îïðåäåë¼ííàÿ ôóíêöèåé χí, ëåæèò â òðåòüåì îðòàíòå. Îáîçíà÷èì å¼
÷åðåç γí. Â ñòðîÿùåìñÿ ñèíòåçå îíà áóäåò âûïîëíÿòü òó æå ðîëü, ÷òî è êðèâàÿ
γC3 èç ïðåäûäóùåé ãëàâû.

Óòâåðæäåíèå 3.7. Êðèâàÿ γí çàäà¼òñÿ ôóíêöèåé ϕ(r), êîòîðàÿ ðàñêëàäûâà-
åòñÿ â ðÿä ïî ñòåïåíÿì

√
r.

Äîêàçàòåëüñòâî: Â ñèëó îöåíîê (3.10) è óòâåðæäåíèÿ 3.6 êðèâàÿ γí çàäà-
¼òñÿ ôóíêöèåé ζ = ζ(x1), ðàñêëàäûâàþùåéñÿ â íóëå â ðÿä ïî ñòåïåíÿì

√
−x1.

Óòâåðæäåíèå òåïåðü ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèé 2.4 è 2.5. 2
Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 2.8 êðèâàÿ γí ïîäíèìàåòñÿ íà ìíîãîîáðàçèåM−. Îáî-

çíà÷èì ýòî ïîäíÿòèå ÷åðåç γ̂í.
Íà ìíîãîîáðàçèèM− èìååì Ḣ1 = C

dAB
, ïîýòîìó íà êðèâîé γ̂í â ñèëó C = 0

ñïðàâåäëèâî Ḣ1 = 0. Òàêèì îáðàçîì, γ̂í ÿâëÿåòñÿ îñîáûì ðåæèìîì. Äàëåå, èç
óðàâíåíèÿ (2.36) ñëåäóåò, ÷òî íà êðèâîé γ̂í ñïðàâåäëèâî Ḧ1 = Ċ

dAB
= − Ċ

A2
.

Óòâåðæäåíèå 3.8. Ïóñòü χí ≤ 0. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäå-
íèÿ.

1. Åñëè Cmax > 0 ïðè x1 < 0, òî íà êðèâîé γ̂í ñïðàâåäëèâî Ḧ1 < 0 â ñëó÷àå
u = 0, è Ḧ1 ≥ 0 â ñëó÷àå u = 1. Ðàâåíñòâî Ḧ1 = 0 âûïîëíåíî òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà êðèâàÿ γí ñîâïàäàåò ñ îñüþ Ox1, ò.å. χí ≡ 0.

2. Åñëè Cmax ≡ 0, òî Ḧ1 = 0 íåçàâèñèìî îò óïðàâëåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ïóíêò 1. Ãðàäèåíò ôóíêöèè C îð-
òîãîíàëåí ê êàñàòåëüíîé ê γí. Â ñèëó òîãî, ÷òî â òî÷êàõ γí âûïîëíåíî ∂C

∂x2
>

0, ãðàäèåíò ïðîïîðöèîíàëåí âåêòîðó (−dχí
dx1

, 1). Èìååì îöåíêè χí ≤ 0, χí =

θ((−x1)
3
2 ). Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 3.6 îòñþäà âûòåêàåò dχí

dx1
≥ 0 è dχí

dx1
= θ(
√
−x1).

Ïîýòîìó èìååì

sgnḦ1|u=0 = −sgnĊ sgnA2 = −sgn〈∇C,A〉 = −sgn

(
−dχí
dx1

A1 + A2

)
=

= −sgn(−x1 + θ(r
3
2 )) = −1

sgnḦ1|u=1 = −sgnĊ sgnA2 = −sgn
∂C

∂x1
= sgn

dχí
dx1
≥ 0.

Ïðè ýòîì ðàâåíñòâî Ḧ1|u=1 = 0 âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî ïðè dχí
dx1

= 0. Â ñèëó óòâåð-
æäåíèÿ 3.6 ýòî èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà χí ≡ 0, ò.å. γí ñîâïàäàåò
ñ îñüþ Ox1.
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Ïåðåéä¼ì ê ïóíêòó 2. Â ýòîì ñëó÷àå âñå òðè êðèâûå χ, χí, χâ ñîâïàäàþò.
Òàêèì îáðàçîì, ñ îäíîé ñòîðîíû, ãðàäèåíò ∇C êîëëèíåàðåí âåêòîðó (−dχí

dx1
, 1),

à ñ äðóãîé ñòîðîíû, ∂C
∂x2

= 0 íà γí. Ñëåäîâàòåëüíî, ãðàäèåíò ôóíêöèè C ðàâåí

íóëþ íà γí, è Ḧ1 = 0 íåçàâèñèìî îò óïðàâëåíèÿ. 2

Ñëåäñòâèå 3.2. Ïóñòü χí ≤ 0. Â ñëó÷àå Cmax > 0 êðèâàÿ γ̂í ÿâëÿåòñÿ îñî-
áûì ðåæèìîì ïåðâîãî ãëîáàëüíîãî ïîðÿäêà, è íà íåé âûïîëíåíî íåîáõîäèìîå
óñëîâèå Êýëëè [46]. Â ñëó÷àå Cmax ≡ 0 îñîáûé ðåæèì èìååò ïîðÿäîê, áîëüøèé
åäèíèöû, íî îí òîëüêî ëîêàëüíûé. 2

Óòâåðæäåíèå 3.9. Ïóñòü χí ≤ 0. Òîãäà óïðàâëåíèå, ñ êîòîðûì ôàçîâàÿ òî÷-
êà äâèæåòñÿ ïî γí, ëåæèò â èíòåðâàëå (0, 1]. Ïðè ýòîì îíà äîñòèãàåò íà÷à-
ëà êîîðäèíàò çà êîíå÷íîå âðåìÿ. Çíà÷åíèå u = 1 ïðèìåíÿåòñÿ òîëüêî â ñëó÷àå
χí ≡ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ôàçîâàÿ ñêîðîñòü íàïðàâëåíà ïî êàñàòåëüíîé ê êðèâîé
γí, ò.å.

ẋ = A+ u

((
1
0

)
− A

)
= const

(
1
dχí
dx1

)
.

Êîíñòàíòà îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ äëÿ ïåðâîé êîìïîíåíòû. Èç óðàâíåíèÿ
äëÿ âòîðîé êîìïîíåíòû íàõîäèì

u =
−dχí

dx1
A1 + A2

dχí
dx1

(1− A1) + A2

= 1−
dχí
dx1

dχí
dx1

(1− A1) + A2

.

Èìååì A2 > 0,
dχí
dx1
≥ 0, (1 − A1) > 0, ïîýòîìó çíàìåíàòåëü áîëüøå íóëÿ.

Äëÿ ÷èñëèòåëÿ íàõîäèì −dχí
dx1

A1 + A2 = −x1 + θ(r
3
2 ) > 0. Îòñþäà ïîëó÷àåì

îáà íåðàâåíñòâà u > 0, u ≤ 1. Ðàâåíñòâî u = 1 âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî â ñëó÷àå
dχí
dx1
≡ 0, ò.å. χí ≡ 0.
Ïîêàæåì, ÷òî ôàçîâàÿ òî÷êà, äâèæóùàÿñÿ ïî îñîáîìó ðåæèìó γí, äîñòè-

ãàåò íà÷àëà êîîðäèíàò çà êîíå÷íîå âðåìÿ. Ðàññìîòðèì çíàìåíàòåëü. Åñëè ðÿä,
÷åðåç êîòîðûé âûðàæàåòñÿ ôóíêöèÿ χí, íà÷èíàåòñÿ ñî ñòåïåíè (−x1)

3
2 , òî dχí

dx1
=

Θ(
√
−x1), è

dχí
dx1

(1−A1) +A2 = Θ(
√
−x1). Íî −dχí

dx1
A1 +A2 = Θ(−x1), ñëåäîâà-

òåëüíî, u = Θ(
√
−x1). Åñëè æå ðÿä ôóíêöèè χí íà÷èíàåòñÿ ñî ñòåïåíè x2

1 èëè
áîëåå âûñîêèõ ñòåïåíåé, òî çíàìåíàòåëü èìååò ïîðÿäîê Θ(−x1). Â ýòîì ñëó÷àå
èìååì îöåíêó u = Θ(1). Èìååì ẋ1 = A1 + u(1 − A1). Îòñþäà ñëåäóåò â ïåðâîì
ñëó÷àå ẋ1 = Θ(

√
−x1), à âî âòîðîì � ẋ1 = Θ(1). ßñíî, ÷òî â îáîèõ ñëó÷àÿõ

çíà÷åíèå x1 = 0 äîñòèãàåòñÿ çà êîíå÷íîå âðåìÿ. 2
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Ñëåäñòâèå 3.3. Ïîòîê òðàåêòîðèé ñèñòåìû ẋ = A, âõîäÿùèõ â òî÷êè êðèâîé
γí, è ïîòîê òðàåêòîðèé ñèñòåìû ẋ1 = 1, ẋ2 = 0, âõîäÿùèõ â òî÷êè êðèâîé
γí, íå ïåðåñåêàþòñÿ äðóã ñ äðóãîì. 2

Ïîñòðîèì ëàãðàíæåâî èíòåãðàëüíîå ìíîãîîáðàçèå â ðàñøèðåííîì ôàçîâîì
ïðîñòðàíñòâå T ∗X, èñõîäÿ èç îñîáîãî ðåæèìà γ̂í. Â ñèëó (3.10) êðèâóþ γí ìîæíî
ïîìåñòèòü â ìíîæåñòâî K2, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì ñëåäñòâèÿ 3.1.

Ïóñòü p � òî÷êà íà γí, p̂ � å¼ ïîäíÿòèå íà γ̂í, à σ̂(t) � òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû
(3.8), ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç p̂ â ìîìåíò âðåìåíè t = 0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç t̄ ìîìåíò
âðåìåíè, â êîòîðûé ïðîåêöèÿ σ = πX ◦ σ̂ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó q = P0(p). Â
ñèëó óòâåðæäåíèÿ 2.15 ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå 3.4. Íà èíòåðâàëå [t̄, 0] òðàåêòîðèÿ σ̂ óäîâëåòâîðÿåò ïðèíöèïó
ìàêñèìóìà. 2

Óòâåðæäåíèå 2.30a: Åñëè òî÷êà p ïðîáåãàåò îñîáûé ðåæèì γí, òî òî÷êà
q = P0(p) ïðîáåãàåò íåêîòîðóþ àíàëèòè÷åñêóþ êðèâóþ ρ10, ðàñïîëîæåííóþ â
ïåðâîì îðòàíòå òðàíñâåðñàëüíî ê îñÿì è ñòûêóþùóþñÿ â òî÷êå x̃ ñ êðèâîé
γí.

Äîêàçàòåëüñòâî: Óñëîâèÿ óòâåðæäåíèÿ 2.16 â ñèëó ñëåäñòâèÿ 3.1 âûïîë-
íåíû, ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû òî÷êè q àíàëèòè÷åñêè çàâèñÿò îò ïîëÿðíûõ êîîð-
äèíàò òî÷êè p. Ïðè r > 0 çàìåíà êîîðäèíàò (x1, x2) ↔ (r, ϕ) íåâûðîæäåíà, è
êîîðäèíàòû x1(q), x2(q) àíàëèòè÷åñêè çàâèñÿò îò x1(p), x2(p). Ïî óòâåðæäåíèþ
3.6 êðèâàÿ γí àíàëèòè÷åñêàÿ. Ïàðàìåòðèçóåì å¼ êîîðäèíàòîé x1 = x1(p). Òî-
ãäà êîîðäèíàòû òî÷êè q àíàëèòè÷åñêè çàâèñÿò îò x1(p), è ýòè òî÷êè îáðàçóþò
àíàëèòè÷åñêóþ êðèâóþ ρ10.

Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 2.13 èìååì îöåíêó r(q) = Θ(r(p)). Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè
p ñòðåìèòñÿ ê x̃, òî q òàêæå ñòðåìèòñÿ ê ýòîé òî÷êå. Òðàíñâåðñàëüíîñòü êîîð-
äèíàòíûì îñÿì âûòåêàåò èç ñëåäñòâèÿ 3.1. 2

Óòâåðæäåíèå 2.31a: Ïðîèçâîäíàÿ dx2

dx1
íà êðèâûõ γí, ρ10 èìååò ïðåäåë ïðè

x→ x̃. Äëÿ îáåèõ êðèâûõ èìååò ìåñòî îöåíêà dζ
dx1

= θ(
√
r).

Äîêàçàòåëüñòâî: Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 3.6 è îöåíêè (3.10) èìååì dχí(x1)
dx1

=

θ(
√
r), è limx1→0

dχí(x1)
dx1

= 0. Èìååì dχí(x1)
dx1

− χí(x1)
x1

= θ(
√
−x1) − θ(

√
−x1) =

θ(
√
−x1), è êðèâàÿ γí óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì óòâåðæäåíèÿ 2.6. Ïîýòîìó äëÿ

ïðîèçâîäíîé íà êðèâîé ρ10 ïîëó÷àåì

dx2(q)

dx1(q)
=

∂x2(q)
∂x1(p) + ∂x2(q)

∂x2(p)
dχí
dx1

(p)

∂x1(q)
∂x1(p) + ∂x1(q)

∂x2(p)
dχí
dx1

(p)
=

∂x2(q)
∂x1(p)x1(p) + ∂x2(q)

∂x2(p)(x2(p) + θ((−x1(p))
3
2 )

∂x1(q)
∂x1(p)x1(p) + ∂x1(q)

∂x2(p)(x2(p) + θ((−x1(p))
3
2 )
.
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Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 3.1 âûïîëíåíû óñëîâèÿ óòâåðæäåíèÿ 2.21, è ïðîèçâîäíûå ∂x(q)
∂x(p)

çàäàþòñÿ óðàâíåíèÿìè (2.53). Ïîäñòàâëÿÿ ýòè çíà÷åíèÿ, ïîëó÷èì

dx2(q)

dx1(q)
=
x2(q) + θ(r

3
2 )

x1(q) + θ(r
3
2 )

=
x2(q)

x1(q)
+ θ(
√
r) = Θ(1). (3.11)

Ñëåäîâàòåëüíî, êðèâàÿ ρ10 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì óòâåðæäåíèÿ 2.6, ïðèìåíå-
íèå êîòîðîãî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî. 2

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèÿ 2.7.

Ñëåäñòâèå 3.5. Ïîòîê òðàåêòîðèé ñèñòåìû ẋ = A, âûõîäÿùèõ èç òî÷åê
êðèâîé ρ10, è ïîòîê òðàåêòîðèé ñèñòåìû ẋ1 = 1, ẋ2 = 0, âõîäÿùèõ â òî÷êè
êðèâîé ρ10, íå ïåðåñåêàþòñÿ äðóã ñ äðóãîì. 2

Òàêèì îáðàçîì, êðèâûå γí, ρ10 è òî÷êà x̃ äåëÿò îêðåñòíîñòü U íà äâå îá-
ëàñòè (ñì. ðèñ. 3.2 ñëåâà). Ïîêàæåì, ÷òî â ëåâîé îáëàñòè ïðèíöèï ìàêñèìóìà
ïðèâîäèò ê óïðàâëåíèþ u = 1. Ðàññìîòðèì âåðõíþþ è íèæíþþ ïîëóïëîñêîñòü
ïî îòäåëüíîñòè.

Ïóñòü p̂ � òî÷êà íà îñîáîì ðåæèìå γ̂í, ïóñòü σ̂(t) � òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû
(3.6), ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç p̂ â ìîìåíò âðåìåíè t = 0. Îáîçíà÷èì ïðîåêöèþ πX ◦ σ̂
òðàåêòîðèè σ̂ íà ôàçîâóþ ïëîñêîñòü ÷åðåç σ. Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ
ñëåäñòâèåì óòâåðæäåíèÿ 2.23.

Óòâåðæäåíèå 3.10. Åñëè χí < 0, òî ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà íà σ̂
âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ òàêèõ t ≤ 0, ÷òî òî÷êà σ(τ) ëåæèò â îêðåñòíîñòè U .
2

Íà òðàåêòîðèè γ̂− ñèñòåìû (3.6), ïðîõîäÿùåé â ìîìåíò t = 0 ÷åðåç òî÷êó
(x, ψ) = (0, 0), ïðèíöèï ìàêñèìóìà âûïîëíåí â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 3.1 è óñëîâèé
òåîðåìû.

Èññëåäóåì îáëàñòü â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè ñëåâà îò êðèâîé ïåðåêëþ÷åíèÿ
ρ10. Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 2.8 êðèâàÿ ρ10 èìååò ïîäíÿòèå ρ̂10 íàM+. Äîïóñòèì,
÷òî p̂ ∈ ρ̂10 ∪ {(x, ψ) = (0, 0)} è ïóñòü σ̂(t) � òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû (3.6), òàêàÿ,
÷òî σ̂(0) = p̂. Îáîçíà÷èì ïðîåêöèþ πX ◦ σ̂ ÷åðåç σ, à ïðîåêöèþ òî÷êè p̂ ÷åðåç p.
Èññëåäóåì H1 êàê ôóíêöèþ îò âðåìåíè t íà òðàåêòîðèè σ̂.

Óòâåðæäåíèå 3.11. Ïðèíöèï ìàêñèìóìà âûïîëíÿåòñÿ íà σ̂ ïðè âñåõ òàêèõ
t ≤ 0, ÷òî òî÷êà σ(τ) ëåæèò â îêðåñòíîñòè U .

Äîêàçàòåëüñòâî: Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.
Åñëè C ≡ 0 íà îñè Ox1, òî â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 3.3 íà òðàåêòîðèè σ̂ íå

ñóùåñòâóåò ðåøåíèé óðàâíåíèÿ H̃1 = 0.
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Åñëè C 6≡ 0 íà Ox1, òî â ñèëó óñëîâèé òåîðåìû ñóùåñòâóþò âåùåñòâåííîå
÷èñëî c > 0 è íàòóðàëüíîå ÷èñëî n ≥ 3, òàêèå, ÷òî íà òðàåêòîðèè γ ñïðàâåäëèâî
dkC
dtk

(0) = 0 äëÿ âñåõ k < n, è dnC
dtn (0) = (−1)nc. Íî òîãäà â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 3.5

íà òðàåêòîðèè σ̂ íå ñóùåñòâóåò ðåøåíèé óðàâíåíèÿ H̃1 = 0, åñëè îêðåñòíîñòü U
äîñòàòî÷íî ìàëåíüêàÿ.

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ H1 îáðàùàåòñÿ â íóëü òîëüêî ïðè t = 0. Â ñèëó
Ḣ1(0) = − C(p)

A2(p) = −−Θ(r2)
−Θ(r) < 0 èìååì H1(t) > 0 ïðè t < 0. 2

Ðàññìîòðèì â ïðîñòðàíñòâå T ∗X ìíîæåñòâî òî÷åê N , ñîñòîÿùåå èç òî÷åê
òðàåêòîðèé ñèñòåìû (3.8), ñîåäèíÿþùèõ êðèâûå ρ̂10, γ̂í, òðàåêòîðèé ñèñòåìû
(3.6), âûõîäÿùèõ íà êðèâûå ρ̂10, γ̂í, òðàåêòîðèè γ̂− è òî÷êè (x, ψ) = (0, 0).

Ñëåäñòâèÿ 3.3, 3.5 ãàðàíòèðóþò, ÷òî ïðîåêöèÿ πX âçàèìíî-îäíîçíà÷íî îòîá-
ðàæàåò ìíîæåñòâî N íà îêðåñòíîñòü U , ò.å. çàäà¼ò íåêîòîðóþ ôóíêöèþ ψ(x).

Óòâåðæäåíèå 2.33a: Ôóíêöèÿ ψ(x) íåïðåðûâíà â îêðåñòíîñòè U è íåïðå-
ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà âñþäó, êðîìå íà êðèâûõ γí, γ−, ρ10 è â òî÷êå x̃. Íà
êðèâûõ γí, γ− è ρ10 èìåþò ìåñòî ðàçðûâû ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ðîäà.

Äîêàçàòåëüñòâî: Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 2.31a êðèâàÿ γ∗, îáðàçîâàííàÿ èç
γí, ρ10 è òî÷êè x̃, êóñî÷íî-íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà ñ ðàçðûâîì ïðîèçâîä-
íûõ â x̃; îíà çàäà¼òñÿ íåêîòîðîé êóñî÷íî-íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé ζ(x1), íåïðå-
ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé âíå òî÷êè x̃, è óäîâëåòâîðÿþùåé îöåíêå dζ

dx1
= θ(
√
r).

Ôóíêöèÿ ψ íà ïîäíÿòèè γ̂∗ êðèâîé γ∗, ñîñòîÿùåì èç êðèâûõ γ̂í, ρ̂10 è òî÷êè
(x, ψ) = (0, 0), â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 2.9 óäîâëåòâîðÿåò îöåíêàì dψ

dx1
= ∂ψ

∂x1
+∂ψ

∂ζ
dζ
dx1

=
∂ψ
∂x1

+ θ(r)θ(
√
r
−1

) = ∂ψ
∂x1

+ θ(
√
r). Ñëåäîâàòåëüíî, îíà ïðèíàäëåæèò êëàññó PC1.

Äîêàçàòåëüñòâî çàâåðøàåò òåîðåìà î äèôôåðåíöèðóåìîé çàâèñèìîñòè ðåøåíèÿ
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ îò íà÷àëüíûõ äàííûõ. 2

Ôóíêöèÿ ψ(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Êýëëè [46] íà îñîáîì ðåæèìå è â ñè-
ëó óòâåðæäåíèé 3.10 è 3.11 è ñëåäñòâèÿ 3.4 � ïðèíöèïó ìàêñèìóìà. Â ñèëó
óòâåðæäåíèÿ 2.33a îíà îïðåäåëÿåò ñå÷åíèå N ðàññëîåíèÿ T ∗X. Äîêàçàòåëüñòâî
çàâåðøàåòñÿ ïðèìåíåíèåì óòâåðæäåíèÿ 2.35. Òåîðåìà 3.1 äîêàçàíà.

3.3 Ñèíòåç ñî ñïèðàëåâèäíîé ñòðóêòóðîé

Ñ ýòîãî ìîìåíòà äî êîíöà ãëàâû ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñóùåñòâóþò íàòó-
ðàëüíîå ÷èñëî n ≥ 3 è âåùåñòâåííîå ÷èñëî b > 0, òàêèå, ÷òî â òî÷êå x̃ ñïðàâåä-
ëèâî ∂kC

∂xk1
= 0 äëÿ âñåõ k < n, è ∂nC

∂xn1
= −(−1)nb.

Öåëüþ ñëåäóþùèõ äâóõ ïàðàãðàôîâ ÿâëÿåòñÿ ðàñêëàññèôèöèðîâàòü ñèñòå-
ìû, óäîâëåòâîðÿþùèå ýòîìó óñëîâèþ.

Èäåÿ ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîãî ñèíòåçà ñîñòîèò â îòûñêàíèè ãèïåðáîëè÷å-
ñêîé íåïîäâèæíîé òî÷êè ó îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå. Îäíàêî, îòîáðàæåíèå P â
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ñëó÷àå φ = π áîëåå ñèëüíî âûðîæäåíî. Ýòà îñîáåííîñòü íå ðàçðåøàåòñÿ èñ-
ïîëüçîâàíèåì êîîðäèíàò x1, ζ, è íåîáõîäèìî íàéòè áîëåå ïîäõîäÿùóþ ñèñòåìó
êîîðäèíàò. Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïîçâîëèò íàéòè îáëàñòü, â êîòîðîé ìîæíî
îïðåäåëèòü íóæíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò.

Óòâåðæäåíèå 3.12. Ïóñòü ñóùåñòâóþò íàòóðàëüíîå ÷èñëî n ≥ 3 è âåùå-
ñòâåííîå ÷èñëî b > 0, òàêèå, ÷òî â òî÷êå x̃ ñïðàâåäëèâî ∂kC

∂xk1
= 0 äëÿ âñåõ

k < n, è ∂nC
∂xn1

= −(−1)nb. Ïóñòü K > 0 � íàïåð¼ä çàäàííàÿ ïîëîæèòåëü-

íàÿ êîíñòàíòà. Òîãäà â îáëàñòè MK = {(x1, x2) |x1 < 0, x2 ∈ [0, K|x1|n−1]}
ñïðàâåäëèâà îöåíêà C = − b

n!|x1|n + θ(xn+1
1 ).

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïóñòü x = (x1, x2) ∈ MK , x1 < 0, x2 = κ|x1|n−1, κ ∈
[0, K]. Ðàçëîæèì ôóíêöèþ C â ðÿä Òåéëîðà â íà÷àëå êîîðäèíàò:

C(x1, x2) =
∂nC

∂xn1

xn1
n!

+ θ(xn+1
1 ) + θ(x2

1x2) + θ(x2
2).

Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî n ≥ 3 è ïîäñòàâëÿÿ x2 = κ|x1|n−1, ïîëó÷èì

C = − b

n!
|x1|n + θ(xn+1

1 ) + θ(xn+1
1 ) + θ(x2n−2

1 ) = − b

n!
|x1|n + θ(xn+1

1 ). 2

Â êà÷åñòâå íîâûõ êîîðäèíàò âûáåðåì ïåðåìåííóþ x1 è âåëè÷èíó κ = x2

|x1|n−1 .
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîñëåäíÿÿ ìåíÿåòñÿ â èíòåðâàëå [0, K], K > 0.

Ðàññìîòðèì òî÷êó p2 ñ êîîðäèíàòàìè x12, κ2, ãäå x12 < 0, κ2 ∈ [0, K]. Îáî-
çíà÷èì ìíîæåñòâî òî÷åê â îêðåñòíîñòè U , êîîðäèíàòû êîòîðûõ ëåæàò â ýòèõ
èíòåðâàëàõ, ÷åðåç K2. Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 2.8 ñóùåñòâóåò ïîäíÿòèå K̂2 ìíîæå-
ñòâà K2 íàM−. Îáîçíà÷èì ïîäíÿòèå òî÷êè p2 ÷åðåç p̂2.

Îáîçíà÷èì òî÷êó P0(p2) ÷åðåç p1. Â ñèëó íåðàâåíñòâà n ≥ 3 ñëåäñòâèå 3.1
ïðèìåíèìî íà ìíîæåñòâî K2, è òî÷êà p1 ìåíÿåòñÿ â íåêîòîðîì ñåãìåíòå K1, ðàñ-
ïîëîæåííîì â ïåðâîì îðòàíòå. Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 2.8 ìíîæåñòâî K1 èìååò
ïîäíÿòèå K̂1 íà ìíîãîîáðàçèåM+.

Èç óòâåðæäåíèÿ 3.5 ñëåäóåò, ÷òî íà ìíîæåñòâå K1 îïðåäåëåíà îòðèöàòåëüíàÿ

ôóíêöèÿ t∗(x1, ζ) = − n−1

√
(n−1)n!ζ2

2b x
1

n−1

1 + θ(x
2

n−1

1 ). Ïóñòü p1 ∈ K1 � ïðîèçâîëüíàÿ
òî÷êà. Ðàññìîòðèì òðàåêòîðèþ σ̂ ñèñòåìû (3.6), ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç ïîäíÿòèå
p̂1 òî÷êè p1 â ìîìåíò âðåìåíè t = 0. Îáîçíà÷èì òî÷êó σ̂(t∗(p1)) ÷åðåç p̂0, à å¼
ïðîåêöèþ íà ôàçîâóþ ïëîñêîñòü � ÷åðåç p0. Îòîáðàæåíèå, ïåðåâîäÿùåå p1 â p0,
îáîçíà÷èì ÷åðåç P1, à êîìïîçèöèþ P1 ◦P0 � ÷åðåç P.

Íà ìíîæåñòâå K1 èìååì C
dAB

< 0, è óñëîâèÿ óòâåðæäåíèÿ 2.25 âûïîëíåíû.
Èç ïóíêòà 2 ýòîãî óòâåðæäåíèÿ âûòåêàåò:
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Ñëåäñòâèå 3.6. Íà èíòåðâàëå [t∗, 0] òðàåêòîðèÿ σ̂ óäîâëåòâîðÿåò ïðèíöèïó
ìàêñèìóìà. 2

Èìååì

x1(p0) = x1(p1) + t∗ = − n−1

√
(n− 1)n!ζ2(p1)

2b
(x1(p1))

1
n−1 + θ((x1(p1))

2
n−1 ),

x2(p0) = x2(p1) = −ζ(p1)x1(p1).

Òàêèì îáðàçîì,

κ(p0) =
x2(p0)

|x1(p0)|n−1
=

−ζ(p1)x1(p1)
(n−1)n!ζ2(p1)

2b x1(p1) + θ((x1(p1))
n
n−1 )

=

=
−2b

(n− 1)n!ζ(p1)
+ θ((x1(p1))

1
n−1 ). (3.12)

Ïîêàæåì, ÷òî êîîðäèíàòà κ òî÷êè p0 ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå êîíñòàíòû K
ëåæèò â èíòåðâàëå [0, K]. Â ñèëó óòâåðæäåíèé 2.4 è 2.16 âåëè÷èíó ζ(p1) ìîæíî
îïðåäåëèòü â îêðåñòíîñòè òî÷êè (x1(p2) = 0, ζ(p2) = 0) êàê àíàëèòè÷åñêóþ
ôóíêöèþ îò x1(p2), ζ(p2). Îáîçíà÷èì å¼ çíà÷åíèå â ýòîé òî÷êå ÷åðåç ζ̄. Òîãäà

âñëåäñòâèå îöåíîê ζ(p2) = −x2(p2)
x1(p2) = −θ(xn−1

1 )
x1

= θ(r), x1(p2) = θ(r) èìååì

ζ(p1) = ζ̄ + θ(r). (3.13)

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè óìåíüøåíèè îêðåñòíîñòè U ãðàíèöû èíòåðâàëà [ζα, ζβ] ñòðå-
ìÿòñÿ ê çíà÷åíèþ ζ̄.

Âûáåðåì êîíñòàíòó K òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî −2b
(n−1)n!ζ̄

< K.

Èìååì κ(p0) = −2b
(n−1)n!ζ(p1) + θ((x1(p1))

1
n−1 ) = −2b

(n−1)n!ζ̄
+ θ((x1(p1))

1
n−1 ). Ñëåäîâà-

òåëüíî, åñëè îêðåñòíîñòü U äîñòàòî÷íî ìàëåíüêàÿ, òî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
κ(p0) < K. Íåðàâåíñòâî κ(p0) > 0 âûïîëíåíî, ïîòîìó ÷òî x2(p0) = x2(p1) > 0.

Îáîçíà÷èì x1(p0) ÷åðåç x10, à κ(p0) ÷åðåç κ0. Ìû ïîñòðîèëè îòîáðàæåíèå
P, ïåðåâîäÿùåå (x12, κ2) â (x10, κ0). Ïîêàæåì, ÷òî îíî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì
ëåììû î ãèïåðáîëè÷åñêîé òî÷êå. Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíûå îòîáðàæåíèÿ P.

Âû÷èñëèì çàâèñèìîñòü òî÷êè p1 îò òî÷êè p2. Èìååì ζ(p2) = θ(x1). Ñîãëàñíî
óòâåðæäåíèþ 2.21 ïðîèçâîäíûå ∂x(p1)

∂x(p2) çàäàþòñÿ óðàâíåíèåì (2.53). Â ñèëó óòâåð-

æäåíèÿ 3.12 èìååì C(p2) = θ(r3). Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî âåëè÷èíà k â óðàâíåíèè
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(2.53) èìååò ïîðÿäîê k = θ(r). Äàëåå, x2(p2) = θ(r2). Îòñþäà ïîëó÷àåì

∂(x1(p1), x2(p1))

∂(x1(p2), x2(p2))
= (3.14)

=
1

(x1A2 − A1x2)(p2)

(
x1(p1) + θ(r2) kA1(p1)
x2(p1) + θ(r2) kA2(p1)

)(
A2(p2) −A1(p2)
−x2(p2) x1(p2)

)
=

=
1

−x2
1(p2) + θ(r3)

(
x1(p1) + θ(r2) θ(r2)
x2(p1) + θ(r2) θ(r2)

)
∗

∗
(
−x1(p2)+θ(r2) −αx1(p2)+θ(r2)

θ(r2) x1(p2)

)
=

(
x1(p1)
x1(p2) + θ(r) αx1(p1)

x1(p2) + θ(r)
x2(p1)
x1(p2) + θ(r) αx2(p1)

x1(p2) + θ(r)

)
.

Èíâåðòèðóÿ ìàòðèöó ∂(x12,κ2)
∂(x1(p2),x2(p2)) , ïîëó÷àåì

∂x(p2)

∂(x12, κ2)
=

(
1 0

(n− 1)x2(p2)
x1(p2) (−x1(p2))

n−1

)
=

=

(
1 0

−(n− 1)κ2(−x1(p2))
n−2 (−x1(p2))

n−1

)
.

Ïåðåìíîæàÿ ýòè ïðîèçâîäíûå è (3.14), íàõîäèì

∂(x1(p1), x2(p1))

∂(x12, κ2)
=

(
x1(p1)
x1(p2) + θ(x1(p1)) −αx1(p1)(−x1(p2))

n−2 + θ(xn1(p1))
x2(p1)
x1(p2) + θ(x1(p1)) −αx2(p1)(−x1(p2))

n−2 + θ(xn1(p1))

)

=

(
x1(p1)
x1(p2) + θ(x1(p1)) −αx1(p1)(−x1(p2))

n−2 + θ(xn1(p1))

−ζ(p1)
x1(p1)
x1(p2) + θ(x1(p1)) ζ(p1)αx1(p1)(−x1(p2))

n−2 + θ(xn1(p1))

)
. (3.15)

Âû÷èñëèì çàâèñèìîñòü òî÷êè p0 îò òî÷êè p1.

∂x1(p0)

∂x1(p1)
= 1 +

∂t∗
∂x1(p1)

= 1 +
∂t∗
∂x1
− ∂t∗
∂ζ

ζ(p1)
1

x1(p1)
,

∂x1(p0)

∂x2(p1)
=

∂t∗
∂x2(p1)

=
∂t∗
∂ζ

∂ζ

∂x2(p2)
= −∂t∗

∂ζ

ζ(p1)

x1(p1)
.
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Äëÿ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè t∗(x1, ζ) â ñèëó àíàëèòè÷íîñòè ïî ( n−1
√
x1, ζ) íàõîäèì

∂t∗
∂x1

=
∂t∗

∂ n−1
√
x1

d n−1
√
x1

dx1
=

(
− n−1

√
(n− 1)n!ζ2(p1)

2b
+ θ( n−1

√
x1)

)
1

n− 1
x

2−n
n−1

1 =

= − 1

n− 1

n−1

√
(n− 1)n!ζ2(p1)

2b
x1(p1)

2−n
n−1 + θ(x1(p1)

3−n
n−1 ),

∂t∗
∂ζ

=
2

n− 1
(−ζ(p1))

3−n
n−1

n−1

√
(n− 1)n!ζ2(p1)

2b
n−1
√
x1(p1) + θ(x1(p1)

2
n−1 ).

Ïîäñòàâëÿÿ, íàõîäèì

∂x1(p0)

∂x1(p1)
= 1− 1

n− 1

n−1

√
(n− 1)n!ζ2(p1)

2b
x1(p1)

2−n
n−1 +

+
2

n− 1

n−1

√
(n− 1)n!ζ2(p1)

2b
x1(p1)

2−n
n−1 + θ(x1(p1)

3−n
n−1 ) =

=
1

n− 1

n−1

√
(n− 1)n!ζ2(p1)

2b
x1(p1)

2−n
n−1 + θ(x1(p1)

3−n
n−1 ),

∂x1(p0)

∂x2(p1)
= θ(x1(p1)

1
n−1 )− 2

n−1
(−ζ(p1))

3−n
n−1

n−1

√
(n−1)n!

2b
x1(p1)

2−n
n−1 +θ(x1(p1)

3−n
n−1 ).

Èìååì x1(p0) = x1(p1) + t∗ = − n−1

√
(n−1)n!ζ2(p1)

2b x1(p1)
1

n−1 + θ(x1(p1)
2

n−1 ), îòñþäà
íàõîäèì

∂(x10, κ0)

∂(x1(p0), x2(p0))
=

(
1 0

(n− 1) x2(p0)
(−x1(p0))n

1
(−x1(p0))n−1

)
=

=

(
1 0

(n− 1) −ζ(p1)x1(p1)

(
(n−1)n!ζ2(p1)

2b )
n
n−1x1(p1)

n
n−1 +θ(x1(p1)

n+1
n−1

1
(n−1)n!ζ2(p1)

2b x1(p1)+θ(x1(p1)
n
n−1

)
=(

1 0

(n−1)( 2b
(n−1)n!)

n
n−1 (−ζ(p1))

−n+1
n−1x1(p1)

− 1
n−1 +θ(1) 2b

(n−1)n!ζ2(p1)
1

x1(p1)
+θ(x1(p1)

2−n
n−1 )

)
.
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Ïåðåìíîæàÿ, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ ïðîèçâîäíîé ∂(x10,κ0)
∂(x1(p1),x2(p1)) :

∂x10

∂x1(p1)
=

1

n− 1

n−1

√
(n− 1)n!ζ2(p1)

2b
x1(p1)

2−n
n−1 + θ(x1(p1)

3−n
n−1 ),

∂x10

∂x2(p1)
= − 2

n− 1
(−ζ(p1))

3−n
n−1

n−1

√
(n− 1)n!

2b
x1(p1)

2−n
n−1 + θ(x1(p1)

3−n
n−1 ),

∂κ0

∂x1(p1)
=

2b

(n− 1)n!

1

−ζ(p1)

1

x1(p1)
+ θ(x1(p1)

2−n
n−1 ),

∂κ0

∂x2(p1)
= − 2b

(n− 1)n!ζ2(p1)

1

x1(p1)
+ θ(x1(p1)

2−n
n−1 ). (3.16)

Ïåðåìíîæàÿ ñ ïðîèçâîäíîé ∂(x1(p1),x2(p1))
∂(x12,κ2) , îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì äëÿ ∂(x10,κ0)

∂(x12,κ2) :

∂x10

∂x12
=

1

n− 1

x1(p1)
1

n−1

−x1(p2)

(
(n−1)n!ζ2(p1)

2b

) 1
n−1

+ θ(x1(p1)
3−n
n−1 ) = Θ(|x12|

2−n
n−1 ),

∂x10

∂κ2
=

α

n−1
x1(p1)

1
n−1 (−x1(p2))

n−2

(
(n−1)n!ζ2(p1)

2b

) 1
n−1

+θ(x1(p1)
n−1+ 3−n

n−1 ) = θ(x12),

∂κ0

∂x12
= θ(x1(p1)

2−n
n−1 ) = θ(|x12|

2−n
n−1 ),

∂κ0

∂κ2
= θ(x1(p1)

n2−3n+3
n−1 ) = θ(x12).

Òàêèì îáðàçîì,
∂κ0
∂x12
∂x10
∂x12

= θ(1). Âûáåðåì êîíñòàíòó L òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü

íåðàâåíñòâî L > supp2∈K2

| ∂κ0
∂x12
|

∂x10
∂x12

. ßñíî, ÷òî òîãäà óñëîâèÿ (2.9) è (2.10) âûïîëíåíû,

åñëè òîëüêî îêðåñòíîñòü U äîñòàòî÷íî ìàëåíüêàÿ.
Â ñèëó ëåììû î ãèïåðáîëè÷åñêîé òî÷êå ñóùåñòâóåò êðèâàÿ ρ01, çàäàþùàÿñÿ

íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèåé κ = κ∗(x1) ñ îãðàíè÷åííîé ïðîèçâîä-
íîé, èíâàðèàíòíàÿ îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèÿ P. Èç óðàâíåíèé (3.12) è (3.13)
ñëåäóåò, ÷òî limx1→0 κ∗=

−2b
(n−1)n!ζ̄

. Â ñèëó ëèïøèöåâîñòè ôóíêöèè κ∗ ñïðàâåäëèâî

κ∗ = −2b
(n−1)n!ζ̄

+ θ(x1). Äëÿ ïðîèçâîäíîé êðèâîé ρ01 íàõîäèì

dx2

dx1
=

d

dx1
(κ∗(x1)(−x1)

n−1) = (3.17)

=
dκ∗
dx1

(−x1)
n−1 +

2b

(n− 1)n!ζ̄
(n− 1)(−x1)

n−2 + θ((−x1)
n−1) = −Θ(rn−2).
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Óòâåðæäåíèå 3.13. Âåëè÷èíû r̄2 = r(p2)
1
k , ϕ(p2) ÿâëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêèìè

ôóíêöèÿìè îò âåëè÷èí x̄12 = (−x1(p2))
1
k , κ2 = κ(p2) äëÿ ëþáîãî öåëîãî k ≥ 1.

Îíè àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæàþòñÿ íà îòðåçîê (x̄12, κ2) ∈ {0} × [0, K].

Äîêàçàòåëüñòâî: Âåëè÷èíû r̄2 = r(p2)
1
k , ϕ(p2) ÿâëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêèìè

ôóíêöèÿìè îò x̄12, κ2 äëÿ ëþáîãî öåëîãî k ≥ 1. Äåéñòâèòåëüíî,

r̄2 = (x2
12 + (κ2|x12|n−1)2)

1
2k = x̄12

2k

√
1 + κ2

2x̄
2k(n−2)
12 ,

ϕ2 = −π + arctg
κ2|x12|n−1

x12
= −π − arctg(κ2x̄

k(n−2)
12 ). 2

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèé 3.13, 2.16 è 2.4.

Ñëåäñòâèå 3.7. Âåëè÷èíû x̄11 = x1(p1)
1
k è ζ1 = ζ(p1) ÿâëÿþòñÿ àíàëèòè÷å-

ñêèìè ôóíêöèÿìè îò âåëè÷èí x̄12 = (−x1(p2))
1
k , κ2 = κ(p2) äëÿ ëþáîãî öåëîãî

k ≥ 1. Îíè àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæàþòñÿ íà îòðåçîê (x̄12, κ2) ∈ {0}× [0, K]. 2

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè òî÷êà p2 ïðîáåãàåò êðèâóþ ρ01, òî òî÷êà p1 ïðîáåãàåò
íåêîòîðóþ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìóþ êðèâóþ ρ10. Â ñèëó (3.15) è (3.17)
íàõîäèì äëÿ íàêëîíà êðèâîé ρ10

dx2(p1)

dx1(p1)
=

∂x2(p1)
∂x12

+ ∂x2(p1)
∂κ2

dκ2

dx12

∂x1(p1)
∂x12

+ ∂x1(p1)
∂κ2

dκ2

dx12

=
−ζ1

x1(p1)
x1(p2) + θ(r)

x1(p1)
x1(p2) + θ(r)

=
x2(p1)

x1(p1)
+ θ(r).

Ïðèìåíÿÿ óòâåðæäåíèå 2.6, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 3.14. Íàêëîí dx2

dx1
êðèâûõ ρ01,ρ10 èìååò ïðåäåë ïðè x→ x̃. 2

Óòâåðæäåíèå 3.15. Ïîòîê òðàåêòîðèé ñèñòåìû ẋ = A, âõîäÿùèõ â òî÷êè
êðèâîé ρ10, è ïîòîê òðàåêòîðèé ñèñòåìû ẋ = A + B, âûõîäÿùèõ èç òî÷åê
êðèâîé ρ10, íå ïåðåñåêàþòñÿ äðóã ñ äðóãîì. Òî æå ñàìîå âåðíî äëÿ êðèâîé ρ01.

Äîêàçàòåëüñòâî: Óòâåðæäåíèå äëÿ êðèâîé ρ10 ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèÿ 2.7.
Íîðìàëü ê êðèâîé ρ01 ïðîïîðöèîíëüíà âåêòîðó n = (−dx2(p2)

dx1(p2) , 1)T . Â ñèëó (3.17)

èìååì sgn〈n,A〉 = sgn(−x1+θ(r2)) = 1, sgn〈n,A+B〉 = sgnΘ(rn−2) = 1. Îòñþäà
ñëåäóåò óòâåðæäåíèå äëÿ êðèâîé ρ01. 2

Îáîçíà÷èì ïîäíÿòèÿ êðèâûõ ρ01, ρ10 íàM ÷åðåç ρ̂01, ρ̂10. Òðàåêòîðèè ñèñòåì
(3.6) è (3.8), ñîåäèíÿþùèå êðèâûå ρ̂01 è ρ̂10, îáðàçóþò â T ∗X íåêîòîðîå ìíî-
ãîîáðàçèå N ∗. Â ñèëó òåîðåìû î íåïðåðûâíîé äèôôåðåíöèðóåìîñòè ðåøåíèé
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ îò íà÷àëüíûõ äàííûõ ìíîãîîáðàçèå N ∗ ïðèíàä-
ëåæèò êëàññó PC1 ñ ðàçðûâîì ïðîèçâîäíûõ íà êðèâûõ ρ̂01 è ρ̂10.

121



Èç óòâåðæäåíèÿ 3.15 ñëåäóåò, ÷òî ìíîãîîáðàçèå N ∗ ÿâëÿåòñÿ ïîäíÿòèåì ïðî-
êîëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x̃ â êîêàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå T ∗X. Ïðèñîåäèíèâ ê
ýòîìó ìíîãîîáðàçèþ òî÷êó (x = 0, ψ = 0), ïîëó÷èì ñå÷åíèå N ðàññëîåíèÿ T ∗X.
Îäíàêî, ñå÷åíèå N íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíûì ìíîãîîáðàçèåì ñè-
ñòåìû (3.2),(3.5). Ýòî èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íà òðàåêòîðèÿõ
ñèñòåìû (3.8), èäóùèõ îò êðèâîé ρ̂10 ê êðèâîé ρ̂01, âûïîëíåí ïðèíöèï ìàêñèìó-
ìà.

Â ñèëó óòâåðæäåíèé 2.15 è 3.12 ïîñëåäíåå óñëîâèå âûïîëíåíî, åñëè âî âíóò-
ðåííîñòè òðåòüåãî îðòàíòà íåò òî÷åê, â êîòîðûõ C > 0, ò.å. ëèáî Cmax < 0 ïðè
x1 < 0, ëèáî γmax ëåæèò âî âòîðîì îðòàíòå è òàêèì îáðàçîì χí > 0 ïðè x1 < 0.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé Cmax(x1) > 0, χmax(x1) < 0 ïðè x1 < 0. Òîãäà îïðåäåëåíû
ôóíêöèè χí(x1) è χâ(x1). Îáå ôóíêöèè îòðèöàòåëüíû ïðè x1 < 0 è îïðåäåëÿþò
êðèâûå γí,γâ, ðàñïîëîæåííûå â òðåòüåì îðòàíòå.

Óòâåðæäåíèå 3.16. Åñëè Cmax(x1) > 0, χmax(x1) < 0 ïðè x1 < 0, òî n ≥ 4.

Äîêàçàòåëüñòâî: Äîïóñòèì, ÷òî n = 3. Ðàçëîæèì ôóíêöèþ C â ðÿä Òåé-
ëîðà â íà÷àëå êîîðäèíàò. C = −x2

2

2 + b
6x

3
1 + θ(x4

1) + θ(x3
2) + θ(x1x

2
2) + θ(x2

1x2). Â
ñèëó óòâåðæäåíèÿ 3.2 íà êðèâîé γmax èìååì x2 = θ(x2

1). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
Cmax = b

6x
3
1 + θ(x4

1). Ñëåäîâàòåëüíî, â îêðåñòíîñòè íóëÿ èìååì Cmax < 0, åñëè
x1 < 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ñäåëàííîìó âûøå ïðåäïîëîæåíèþ. 2

Óòâåðæäåíèå 3.17. Åñëè Cmax(x1) > 0, χmax(x1) < 0 ïðè x1 < 0, òî ôóíêöèÿ
κ∗(x1), çàäàþùàÿ êðèâóþ ïåðåêëþ÷åíèÿ ρ01, ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ôóíêöèÿ κ = κ∗(x1) ïðèíàäëåæèò êëàññó C1, ïîýòîìó
lim
x1→0

κ∗ = −2b
(n−1)n!ζ̄

. Ñíà÷àëà ìû ïîêàæåì, ÷òî â îêðåñòíîñòè íåïîäæèæíîé îòíî-

ñèòåëüíî P òî÷êè (x1, κ) = (0, −2b
(n−1)n!ζ̄

) êîîðäèíàòû (x1, κ) = (x10, κ0) òî÷êè p0

ÿâëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè îò âåëè÷èí x̃12 = |x12|
1

n−1 , κ2, ãäå x12, κ2

� êîîðäèíàòû òî÷êè p2.
Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 3.7 äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî âåëè÷èíû x10, κ0 ÿâëÿþòñÿ

àíàëèòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè îò x̃11 = x1(p1)
1

n−1 , ζ1.
Îáîçíà÷èì âðåìÿ ïåðåõîäà èç òî÷êè p̂1 â òî÷êó p̂0 ïî òðàåêòîðèÿì ñèñòåìû

(3.6) ÷åðåç t, à x1(p1) � ÷åðåç x11. Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 3.4 âåëè÷èíà x11 ÿâëÿåòñÿ
àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé îò ζ1, t, ïðè ýòîì x11(ζ1, t) = 2b

(n−1)n!ζ2
1
(−t)n−1 + θ(tn).

Òàêèì îáðàçîì,

x̃11 = −t n−1

√
2b

(n− 1)n!ζ2
1

+ θ(t),
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ãäå ïîä êîðíåì ñòîèò àíàëèòè÷åñêàÿ ïî ζ1, t ôóíêöèÿ, íå ðàâíàÿ íóëþ. Ñëåäî-
âàòåëüíî, x̃11 ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé îò ζ1, t. Òàê êàê

∂x̃11

∂t
= − n−1

√
2b

(n− 1)n!ζ2
1

+ θ(t) 6= 0,

òî ïî òåîðåìå î íåÿâíîé ôóíêöèè óðàâíåíèå x̃11 = x̃11(ζ1, t) ðàçðåøàåòñÿ ïî t, è
t ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé îò x̃11, ζ1. Ïðè ýòîì ∂t

∂x̃11
= (∂x̃11

∂t )−1 6= 0.
Èìååì

x10 = x11 + t = x̃n−1
11 + t,

κ0 =
x2(p0)

|x10|n−1
=

x2(p1)

(−x10)n−1
= −ζ1

(
x̃11

−x̃n−1
11 − t

)n−1

= −ζ1

(
1

−x̃n−2
11 − t

x̃11

)n−1

.

Ïî ëåììå Àäàìàðà îòíîøåíèå t
x̃11

ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé îò x̃11, ζ1.

Ýòà ôóíêöèÿ â ñèëó ∂t
∂x̃11
6= 0 íåíóëåâàÿ, è 1

−x̃n−2
11 − t

x̃11

òàêæå ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷å-

ñêîé ôóíêöèåé îò x̃11, ζ1.
Òàêèì îáðàçîì, x10, κ0 àíàëèòè÷íû ïî x̃12, κ2. Ïðè ýòîì x10 = Θ(−x̃12) è ïðî-

èçâîäíàÿ ∂(−x10)
∂x̃12

ïîëîæèòåëüíà â îêðåñòíîñòè òî÷êè (−x, κ)=(0, −2b
(n−1)n!ζ̄

). Òàêèì
îáðàçîì, îòîáðàæåíèå P : (x12, κ2) 7→ (x10, κ0) â êîîðäèíàòàõ x1, κ óäîâëåòâî-
ðÿåò óñëîâèÿì ëåììû îá àíàëèòè÷íîñòè èíâàðèàíòíîé êðèâîé. Çäåñü âåëè÷èíû
−x1, κ èãðàþò ðîëü x, y, à óñëîâèå n ≥ 3 ëåììû ãàðàíòèðóåòñÿ óòâåðæäåíèåì
3.16. Ïðèìåíåíèå ëåììû çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî. 2

Ïóñòü κ̄ : R− → [0, K], κ̄ : x1 7→ κ̄(x1) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ. Ôóíêöèÿ
κ̄ ïî ôîðìóëå x2(x1) = (−x1)

n−1κ̄(x1) îïðåäåëÿåò êðèâóþ ρ âî âòîðîì îðòàí-
òå ôàçîâîé ïëîñêîñòè. Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 2.8 ñóùåñòâóåò ïîäíÿòèå ρ̂ êðèâîé
ρ íà ìíîãîîáðàçèå M−. Ðàññìîòðèì îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî òðàåêòî-
ðèé ñèñòåìû (3.8), ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êè êðèâîé ρ̂ â ìîìåíò âðåìåíè t = 0.
Îíè îáðàçóþò äâóìåðíóþ ïîâåðõíîñòü â T ∗X, êîòîðàÿ ïðè t ∈ [− 3π

2
√

4−α2
, 3π

2
√

4−α2
]

âçàèìíî-îäíîçíà÷íî ïðîåêòèðóåòñÿ íà ôàçîâóþ ïëîñêîñòü (òàê êàê
√

1− α2

4 �

÷àñòîòà ñèñòåìû ẋ = ∂A
∂xx), ò.å. ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì ñå÷åíèåì êîêàñàòåëüíîãî

ðàññëîåíèÿ T ∗X. Ýòî ñå÷åíèå íàêðûâàåò íèæíþþ ïîëóïëîñêîñòü è, òàêèì îá-
ðàçîì, êðèâóþ γí.

Îíî îïðåäåëÿåò ñîïðÿæ¼ííûå ïåðåìåííûå ψ, è, ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèþ H1

íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè êàê ôóíêöèè îò x. Â ÷àñòíîñòè, ôóíêöèÿ H1 îïðåäåëåíà
íà êðèâîé γí êàê ôóíêöèÿ îò ïåðåìåííîé x1, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì íà
ýòîé êðèâîé. Îáîçíà÷èì ýòó ôóíêöèþ ÷åðåç H̄1(x1). Ôóíêöèÿ H̄1, ðàçóìååòñÿ,

123



çàâèñèò îò èñõîäíîé ôóíêöèè κ̄(x1). Îáîçíà÷èì îïåðàòîð, ïåðåâîäÿùèé ôóíê-
öèþ κ̄ â ôóíêöèþ H̄1, ÷åðåç F . Îáîçíà÷èì ôóíêöèþ F(κ∗) ÷åðåç H1ðàâí.

Ïóñòü p � òî÷êà íà êðèâîé ρ. Îáîçíà÷èì ïîäíÿòèå òî÷êè p íàM− ÷åðåç p̂, à
òðàåêòîðèþ ñèñòåìû (3.8), ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó p̂ â ìîìåíò âðåìåíè t = 0,
îáîçíà÷èì ÷åðåç σ̂. Ïóñòü σ = πX ◦ σ̂ � ïðîåêöèÿ òðàåêòîðèè σ̂ íà ôàçîâóþ
ïëîñêîñòü. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ H1 íà òðàåêòîðèè σ̂ êàê ôóíêöèþ îò âðåìåíè.
Îáîçíà÷èì ìîìåíò âðåìåíè, â êîòîðîì òðàåêòîðèÿ σ ïåðåñåêàåò êðèâóþ γ−AB,
÷åðåç t−, à ìîìåíòû âðåìåíè, â êîòîðûå îíà ïåðåñêàåò êðèâûå γí è γâ, ÷åðåç tí
è tâ. Òàêèì îáðàçîì, H1(tí) = [F(κ∗)](x1(tí)).

Óòâåðæäåíèå 3.18. Íà èíòåðâàëå t ∈ (t−, 0] òðàåêòîðèè σ̂ ïðèíöèï ìàê-
ñèìóìà óäîâëåòâîð¼í òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
H1(tí) ≤ 0. Åñëè H1(tí) = 0, òî H1(t) < 0 ïðè âñåõ t ∈ (t−, tí) ∪ (tí, 0).

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïðÿìàÿ èìïëèêàöèÿ ÿñíà. Äîêàæåì îáðàòíóþ. Íà èíòåð-
âàëå t ∈ (t−, 0] óðàâíåíèå (2.28) íå èìååò îñîáåííîñòåé, è åãî ðåøåíèå ïðåäñòàâ-
ëÿåòñÿ â âèäå (2.29). Ïîäñòàâëÿÿ t0 = 0, H1(0) = 0, íàõîäèì

e
−
∫ t

0

(
ḋAB
dAB
−tr∂Q∂x

)
dτ
H1(t) =

∫ t

0

e
−
∫ τ

0

(
ḋAB
dAB
−tr∂Q∂x

)
dσ C

dAB
dτ.

Èìååì dAB < 0 íà âñ¼ì èíòåðâàëå (t−, 0], C < 0 íà èíòåðâàëàõ (t−, tí) ∪ (tâ, 0],

è C > 0 íà èíòåðâàëå (tí, tâ). Ïîýòîìó âûðàæåíèå e
−
∫ t

0

(
ḋAB
dAB
−tr∂Q∂x

)
dτ
H1(t) íà

èíòåðâàëàõ (t−, tí)∪ (tâ, 0] óâåëè÷èâàåòñÿ, à íà èíòåðâàëå (tí, tâ) óìåíüøàåòñÿ.
Â òî÷êå t = 0 îíî ðàâíî íóëþ. Îòñþäà íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò óòâåðæäåíèå.
2

Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè ñëåäóþùèå òåîðåìû.

Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü ñóùåñòâóþò íàòóðàëüíîå ÷èñëî n ≥ 3 è âåùåñòâåííîå
÷èñëî b > 0, òàêèå, ÷òî íà òðàåêòîðèè γ ñïðàâåäëèâî ∂kC

∂xk1
= 0 äëÿ âñåõ k < n, è

∂nC
∂xn1

= −(−1)nb. Êðîìå òîãî, ïóñòü âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ äâóõ óñëîâèé.

1. Âî âíóòðåííîñòè òðåòüåãî îðòàíòà èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî C < 0.
2. Cmax(x1) > 0, χmax(x1) < 0 ïðè x1 < 0, è H1ðàâí < 0 ïðè x1 < 0.
Òîãäà îïòèìàëüíûé ñèíòåç ñóùåñòâóåò è èìååò ñëåäóþùèé âèä. Âî âòî-

ðîì îðòàíòå ñóùåñòâóåò êðèâàÿ ïåðåêëþ÷åíèÿ ρ01 ñ óïðàâëåíèÿ u = 0 íà
u = 1, çàäàþùàÿñÿ óðàâíåíèåì x2 = x2(x1) = c01|x1|n−1 + θ(xn1), ãäå c01 > 0
� êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò b è α. Â ïåðâîì îðòàíòå ñóùåñòâóåò
êðèâàÿ ïåðåêëþ÷åíèÿ ρ10 ñ óïðàâëåíèÿ u = 1 íà u = 0, çàäàþùàÿñÿ óðàâíåíèåì
x2 = x2(x1) = c10x1 + θ(x2

1), ãäå c10 > 0 � êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò
α. Ïðè ýòîì c01 è c10 ñâÿçàíû óðàâíåíèåì c01c10 = 2b

(n−1)n!. Îáå êðèâûå ñòûêó-

þòñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò. Òðàåêòîðèè ñèñòåìû îáîðà÷èâàþòñÿ âîêðóã íà÷àëà
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êîîðäèíàò, ïîïåðåìåííî ïåðåñåêàÿ êðèâûå ïåðåêëþ÷åíèÿ è ÷åðåäóÿ óïðàâëåíèå.
Äëèíû îòðåçêîâ âðåìåíè, â òå÷åíèå êîòîðûõ èñïîëüçóåòñÿ óïðàâëåíèå u = 0,
ñòðåìÿòñÿ ê ïîëîæèòåëüíîé ïîñòîÿííîé âåëè÷èíå, à äëèíû îòðåçêîâ âðå-
ìåíè, â òå÷åíèå êîòîðûõ èñïîëüçóåòñÿ óïðàâëåíèå u = 1, ñòðåìÿòñÿ ê íó-
ëþ. Ñ êàæäûì îáîðîòîì ôàçîâàÿ òî÷êà ïðèáëèæàåòñÿ ê íà÷àëó êîîðäèíàò
(ñì. ðèñ. 3.2 ñïðàâà).

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû. Â ñèëó óòâåðæäå-
íèÿ 3.18 ñå÷åíèå N ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíûì ìíîãîîáðàçèåì ñèñòåìû (3.2),(3.5).
ËàãðàíæåâîñòüN è ñóùåñòâîâàíèå ôóíêöèè Áåëëìàíà ñëåäóþò èç óòâåðæäåíèÿ
2.35. Òàêèì îáðàçîì, ñèíòåç, èíäóöèðîâàííûé ñå÷åíèåì N , îïòèìàëåí.

Êîíñòàíòà c10, ôèãóðèðóþùàÿ â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû 3.2, ðàâíà −ζ̄. Òàê
êàê ïðàâàÿ ÷àñòü ñèñòåìû (2.48) ïðè r = 0 çàâèñèò òîëüêî îò ïàðàìåòðà α, òî
ζ̄ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé îò α. Êîíñòàíòà c01 çàäà¼òñÿ çíà÷åíèåì κ∗(0) = −2b

(n−1)n!ζ̄
è

çàâèñèò òîëüêî îò α è b. Òåîðåìà 3.2 äîêàçàíà. 2
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì óòâåðæäåíèÿ 3.18.

Òåîðåìà 3.3. Ïóñòü äëÿ âñåõ x1 ≤ 0 âûïîëíåíî ðàâåíñòâî H1ðàâí(x1) = 0.
Òîãäà îïòèìàëüíûé ñèíòåç ñóùåñòâóåò è èìååò âèä, îïèñàííûé â òåîðåìå
3.2. Äîïîëíèòåëüíî èìååòñÿ ýêèâîêàëüíûé îñîáûé ðåæèì γí â òðåòüåì îð-
òàíòå. Îí ñòûêóåòñÿ â òî÷êå x̃ ñ êðèâûìè ïåðåêëþ÷åíèÿ è êàñàåòñÿ â ýòîé
òî÷êå îñè Ox1. 2

3.4 Ñèíòåç ñ êðèâîé äèñïåðñèè

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû çàâåðøèì êëàññèôèêàöèþ, ðàññìîòðåâ ñëó÷àé Cmax >
0, χâ < 0, H1ðàâí > 0 ïðè x1 < 0. Â äàëüíåéøåì ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû
ñëåäóþùèå óñëîâèÿ. Ïóñòü êðèâàÿ γmax ðàñïîëîæåíà â òðåòüåì îðòàíòå è ôóíê-
öèÿ C íà íåé ïîëîæèòåëüíà. Â ñèëó óñëîâèÿ Cmax > 0 îïðåäåëåíû ôóíêöèè
χí(x1) è χâ(x1). Îáå ôóíêöèè îòðèöàòåëüíû ïðè x1 < 0 è îïðåäåëÿþò êðèâûå
γí,γâ, ðàñïîëîæåííûå â òðåòüåì îðòàíòå.

Îáîçíà÷èì ñèíòåç, ïîñòðîåííûé â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå, ÷åðåç S. Îáîçíà-
÷èì êðèâóþ ïåðåêëþ÷åíèÿ ρ01 ñèíòåçà S ÷åðåç ρ01ðàâí, à çàäàþùóþ å¼ ôóíê-
öèþ κ∗(x1) ÷åðåç κðàâí. Êðèâóþ ïåðåêëþ÷åíèÿ ρ10 ñèíòåçà S îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç ρ10ðàâí. Ôóíêöèþ F(κðàâí) îáîçíà÷èì ÷åðåç H1ðàâí. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
H1ðàâí > 0 ïðè x1 < 0.

Öåëüþ äàííîãî ïàðàãðàôà ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 3.4. Ïðè ñäåëàííûõ âûøå ïðåäïîëîæåíèÿõ îïòèìàëüíûé ñèíòåç ñó-
ùåñòâóåò è èìååò ñëåäóþùèé âèä. Â òðåòüåì îðòàíòå èìååòñÿ îñîáûé ðå-
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Ðèñ. 4: Ñèíòåç ñ êðèâîé äèñïåðñèè

æèì γí. Êàñàòåëüíîé ê γí ÿâëÿåòñÿ îñü Ox1. Âî âòîðîì îðòàíòå ñóùåñòâó-
åò êðèâàÿ ïåðåêëþ÷åíèÿ ρ01 ñ óïðàâëåíèÿ u = 0 íà u = 1, çàäàþùàÿñÿ óðàâ-
íåíèåì x2 = x2(x1) = c01|x1|n−1 + θ(xn1), ãäå c01 > 0 êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ
òîëüêî îò b è α. Â ïåðâîì îðòàíòå ñóùåñòâóåò êðèâàÿ ïåðåêëþ÷åíèÿ ρ10 ñ
óïðàâëåíèÿ u = 1 íà u = 0, çàäàþùàÿñÿ óðàâíåíèåì x2 = x2(x1) = c10x1 +θ(x2

1),
ãäå c10 > 0 êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò α. Ïðè ýòîì c01 è c10 ñâÿçàíû
óðàâíåíèåì c01c10 = 2b. Â òðåòüåì îðòàíòå ñóùåñòâóåò êðèâàÿ äèñïåðñèè ρd,
ðàñïîëîæåííàÿ ìåæäó ïîëóîñüþ Ox1, x1 < 0 è îñîáûì ðåæèìîì γí.

Èç êðèâîé ρd èñõîäÿò äâà ñåìåéñòâà òðàåêòîðèé ñ óïðàâëåíèÿìè u = 0
è u = 1 ñîîòâåòñòâåííî. Òðàåêòîðèè ñ óïðàâëåíèåì u = 1 áåç ïåðåêëþ÷åíèé
óïðàâëåíèÿ ïîïàäàþò íà îñîáûé ðåæèì γí, ñåìåéñòâî òðàåêòîðèé ñ óïðàâëå-
íèåì u = 0 ïðîõîäèò ïîî÷åðåäíî êðèâûå ïåðåêëþ÷åíèÿ ρ01 è ρ10, ïðåòåðïåâàÿ
ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðåêëþ÷åíèÿ óïðàâëåíèÿ, à ïîòîì òàêæå ïîïàäàåò íà
γí. Ïî γí ôàçîâàÿ òî÷êà çà êîíå÷íîå âðåìÿ ïîïàäàåò â íà÷àëî êîîðäèíàò (ñì.
ðèñ.3.4).

Ñëåäñòâèå 3.8. Â ñèíòåçå S êðèâàÿ ïåðåêëþ÷åíèÿ ρ10ðàâí çàäà¼òñÿ àíàëèòè-
÷åñêîé ôóíêöèåé ζ = ζ(x1).

Äîêàçàòåëüñòâî: Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 3.7 âåëè÷èíû x11, ζ1 àíàëèòè÷åñêè çà-
âèñÿò îò ïåðåìåííûõ x12, κ2. Èç óòâåðæäåíèÿ 3.17 ñëåäóåò, ÷òî x11, ζ1 àíàëèòè-
÷åñêè çàâèñÿò îò x12. Èìååì x11 = −Θ(x12). Îòñþäà íàõîäèì, ÷òî dx11

dx12
< 0 â
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îêðåñòíîñòè íóëÿ, è x12 ïðåäñòàâèìî â âèäå àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè îò x11. Òà-
êèì îáðàçîì, ζ1 ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé îò x11, ÷åãî è òðåáîâàëîñü
äîêàçàòü. 2

Óòâåðæäåíèå 3.19. Ïóñòü κ̄(x1) � ôóíêöèÿ, ðàñêëàäûâàþùàÿñÿ â íóëå â ðÿä
ïî ñòåïåíÿì

√
−x1. Òîãäà ôóíêöèÿ F(κ̄) ðàñêëàäûâàåòñÿ â ðÿä ïî ñòåïåíÿì√

−x1.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ðàññìîòðèì òî÷êó p ∈ U ñ êîîðäèíàòàìè x1(p) ≤ 0, κ(p) ∈
[0, K]. Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 3.13 âåëè÷èíû

√
r(p), ϕ(p) ÿâëÿþòñÿ àíàëèòè÷íûìè

ôóíêöèÿìè îò
√
−x1(p), κ(p). Ðàññìîòðèì òðàåêòîðèþ σ̂ ñèñòåìû (3.8), ïðîõî-

äÿùóþ ÷åðåç ïîäíÿòèå p̂ òî÷êè p íàM â ìîìåíò âðåìåíè t = 0. Â ñèëó ñëåäñòâèÿ
2.3 âåëè÷èíû

√
r, ϕ, ψ íà ýòîé òðàåêòîðèè ÿâëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêèìè ôóíêöè-

ÿìè îò
√
r(p), ϕ(p) è âðåìåíè t, à ñëåäîâàòåëüíî, îò

√
−x1(p), κ(p) è t. Òàêèì

îáðàçîì, âåëè÷èíà H1 íà ýòîé òðàåêòîðèè ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé îò√
−x1(p), κ(p), t.
Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå, çàäàþùåå êðèâóþ γí. Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 3.7 åãî

ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè ϕ = ϕí(
√
r). Îòñþäà íàõî-

äèì íåÿâíîå óðàâíåíèå íà t:

ϕ(
√
−x1(p), κ(p), t)− ϕí(

√
r(
√
−x1(p), κ(p), t)) = 0.

Ïðîèçâîäíàÿ ïî t âûðàæåíèÿ íà ëåâîé ñòîðîíå èìååò âèä ∂ϕ
∂t −

dϕí
d
√
r
∂
√
r

∂t = ϕ̇ −
dϕí
d
√
r
d
dt

√
r = x1A2−x2A1

r2 + θ(
√
r) = −1− α sinϕ cosϕ+ θ(

√
r) 6= 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìîìåíò âðåìåíè tí, â êîòîðûé ïðîåêöèÿ σ = πX ◦ σ̂ òðàåê-
òîðèè σ̂ ïåðåñåêàåò êðèâóþ γí, ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè
îò
√
−x1(p), κ(p). Îáîçíà÷èì òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ÷åðåç p′, à å¼ ïîäíÿòèå íà òðà-

åêòîðèþ σ̂ � ÷åðåç p̂′. Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 2.3 íàõîäèì, ÷òî âåëè÷èíû
√
−x1(p′) è

H1(p̂
′) òàêæå ÿâëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè îò

√
−x1(p), κ(p).

Òàê êàê κ(p) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé îò
√
−x1(p), òî ïðèìåíèìî

óòâåðæäåíèå 2.5. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òîH1(p̂
′) àíàëèòè÷åñêè çàâèñèò îò

√
−x1(p′).

Äðóãèìè ñëîâàìè, ôóíêöèÿ [F(κ̄)](x1) ðàñêëàäûâàåòñÿ â ðÿä ïî ñòåïåíÿì
√
−x1.

2

Ñëåäñòâèå 3.9. Ôóíêöèÿ H1ðàâí ðàñêëàäûâàåòñÿ ïî ñòåïåíÿì
√
−x1. 2

Òàêèì îáðàçîì, êëàññèôèêàöèÿ ïîëíàÿ, ò.å. åñëè C < 0 íà ïîëóîñè {x |x1 <
0, x2 = 0}, òî âñåãäà âûïîëíåíû ëèáî óñëîâèÿ òåîðåìû 3.2, ëèáî òåîðåìû 3.3,
ëèáî òåîðåìû 3.4. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî âñåãäà íàéä¼òñÿ äîñòàòî÷íî ìàëåíü-
êàÿ îêðåñòíîñòü íóëÿ, ÷òî â íåé ëèáî H1ðàâí > 0 ïðè x1 < 0, ëèáî H1ðàâí < 0
ïðè x1 < 0, ëèáî H1ðàâí ≡ 0.
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Óòâåðæäåíèå 3.20. Ïóñòü κ̄1(x1), κ̄2(x1) � äâå ôóíêöèè ñî çíà÷åíèÿìè â èí-
òåðâàëå [0, K], ðàñêëàäûâàþùèåñÿ â ðÿä ïî

√
−x1. Ïóñòü ñóùåñòâóþò òàêèå

÷èñëà c ∈ R+, k ∈ N, ÷òî κ̄(x1)− κ̄2(x1) = c
√
−x1

k
+ θ(
√
−x1

k+1
). Òîãäà èìååì

[F(κ̄1)](x1)− [F(κ̄1)](x1) = −bc
n!

√
−x1

4n+k−6
+ θ(
√
−x1

4n+k−5
).

Äîêàçàòåëüñòâî: Ôóíêöèè κ̄1(x1) è κ̄2(x1) îïðåäåëÿþò ïîñðåäñòâîì óðàâ-
íåíèÿ x2(x1) = (−x1)

n−1κ̄(x1) äâå êðèâûå ρ1,ρ2 âî âòîðîì îðòàíòå. Çàôèêñèðóåì
òî÷êó p ñ êîîðäèíàòàìè (x1, x2) = (x1p, χí(x1p)) íà êðèâîé γí è ðàññìîòðèì òðà-
åêòîðèþ σ ñèñòåìû ẋ = A, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó p â ìîìåíò âðåìåíè t = 0.
Îáîçíà÷èì ìîìåíòû âðåìåíè, â êîòîðûõ òðàåêòîðèÿ σ ïåðåñåêàåò êðèâûå ρ1, ρ2,
÷åðåç t̄1, t̄2.

Âû÷èñëèì ðàçíèöó t̄1 − t̄2. Ðàññìîòðèì íà òðàåêòîðèè σ âåëè÷èíó F (t) =
x2(t)− κ̄2(x1(t))(−x1(t))

n−1. Î÷åâèäíî F (t̄2) = 0,

F (t̄1) = (κ̄1(x1(t̄1))− κ̄2(x1(t̄1)))(−x1(t̄1))
n−1 =

= c(−x1(t̄1))
2n+k−2

2 + θ((−x1(t̄1))
2n+k−1

2 ).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

Ḟ (t) = A2−
dκ̄2

dx1
(x1)A1(−x1)

n−1−κ̄2(x1)(n−1)(−x1)
n−2(−A1) = −x1(t)+θ(x2

1(t)).

Èìååì x1(t) − x1p =
∫ x2(t)

x2(0)
ẋ1

ẋ2
dx2 = θ(x2(t) − x2(0)) = θ((−x1p)

3
2 ) äëÿ t ∈ [t̄2, t̄1].

Îòñþäà íàõîäèì F (t̄1) − F (t̄2) = c(−x1p)
2n+k−2

2 + θ((−x1p)
2n+k−1

2 ), Ḟ (t) = −x1p +

θ((−x1p)
3
2 ). Ñóùåñòâóåò ïðîìåæóòî÷íîå çíà÷åíèå t ∈ [t̄2, t̄1] òàêîå, ÷òî t̄1 − t̄2 =

F (t̄1)−F (t̄2)

Ḟ (t)
. Îòñþäà ïîëó÷àåì t̄1 − t̄2 = c(−x1p)

2n+k−4
2 + θ((−x1p)

2n+k−3
2 ).

Ðàññìîòðèì, êàê çíà÷åíèå H1(0) çàâèñèò îò ìîìåíòà âðåìåíè t̄, â êîòîðîì
H1(t) èñ÷åçàåò. Äâóìåðíûé ñëîé T ∗pX êîêàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ íàä òî÷êîé p
ïàðàìåòðèçóåòñÿ ñîïðÿæ¼ííûìè ïåðåìåííûìè ψ. Óðàâíåíèå (2.20) çàäà¼ò àô-
ôèííóþ çàìåíó êîîðäèíàò ψ ↔ (H0, H1) â ýòîì ñëîå. Ïîýòîìó óðàâíåíèå H0 = 0
çàäà¼ò àôôèííîå ïîäïðîñòðàíñòâî â T ∗pX, ò.å. íåêîòîðóþ ïðÿìóþ g. Ïàðàìåò-
ðèçóåì g âåëè÷èíîé H1.

Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî Σ òðàåêòîðèé ñèñòåìû (3.8), ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êè
ïðÿìîé g â ìîìåíò âðåìåíè t = 0. Âñå òðàåêòîðèè ñåìåéñòâà Σ èìåþò îäíó è
òó æå ïðîåêöèþ íà ôàçîâóþ ïëîñêîñòü, à èìåííî, òðàåêòîðèþ σ. Ñåìåéñòâî Σ
îáðàçóåò äâóìåðíóþ ïîâåðõíîñòü â T ∗X, ïàðàìåòðèçîâàííóþ íà÷àëüíûì çíà÷å-
íèåì H1(0), ÿâëÿþùåìñÿ ïàðàìåòðîì ïðÿìîé g, è âðåìåíåì t. Íà òðàåêòîðèÿõ
ñåìåéñòâà Σ ôóíêöèÿ H1 îïðåäåëåíà êàê ôóíêöèÿ îò H1(0), t.

Èìååì ∂H1(H1(0),t)
∂t = Ḣ1 = C

dAB
. Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 3.12 äëÿ t ∈ [t̄2, t̄1] èìå-

åì îöåíêó C
dAB

(t) =
− b
n! |x1(t)|n+θ(xn+1

1 )

x1(t)+θ(x2
1)

= b
n!(−x1(t))

n−1 + θ(xn1(t)) = b
n!(−x1p)

n−1 +
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θ(
√−x1p

2n−1). Íà èíòåðâàëå t ∈ [0, t̄1] óðàâíåíèå (2.28) íåâûðîæäåíî. Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî ïðè t ∈ [0, t̄1] ñïðàâåäëèâî

∂H1(H1(0), t)

∂H1(0)
= e

∫ t
0

(
ḋAB
dAB
−tr∂A∂x

)
dτ

= e
∫ t

0
θ(1) dτ = 1+θ(t) = 1+θ(

√
−x1p) > 0. (3.18)

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå H1(H1(0), t) = 0. Ïî òåîðåìå î íåÿâíîé ôóíêöèè
îíî îïðåäåëÿåò H1(0) êàê ôóíêöèþ îò t. Ïðè ýòîì H1(0)(t̄1) = [F(κ̄1)](x1p),

H1(0)(t̄2) = [F(κ̄2)](x1p), è
dH1(0)
dt = −

∂H1(H1(0),t)
∂t

∂H1(H1(0),t)
∂H1(0)

= − b
n!(−x1p)

n−1 + θ(
√−x1p

2n−1).

Îòñþäà íàõîäèì

F(κ̄1)−F(κ̄2) =

∫ t̄1

t̄2

dH1(0)

dt
dτ = (t̄1 − t̄2)(−

b

n!
(−x1p)

n−1 + θ(
√
−x1p

2n−1
))

= −bc
n!

(−x1p)
4n+k−6

2 + θ((−x1p)
4n+k−5

2 ). 2

Èññëåäóåì, êàê âåäóò ñåáÿ òðàåêòîðèè ñèñòåìû (3.2),(3.5), ïðîõîäÿùèå ÷åðåç
òî÷êè îñîáîãî ðåæèìà γ̂í, â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè âðåìåíè. Ïðèìåíèì ê òî÷êàì
êðèâîé γí îòîáðàæåíèå P.

Óòâåðæäåíèå 3.21. Ìíîæåñòâî P[γí] îáðàçóåò íåêîòîðóþ êðèâóþ ρ
01îá âî

âòîðîì îðòàíòå, êîòîðàÿ çàäà¼òñÿ ôóíêöèåé x2(x1) = |x1|n−1κîá(x1), ãäå
ôóíêöèÿ κîá ðàçëàãàåòñÿ â ðÿä ïî ñòåïåíÿì

√
−x1 è óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå

κîá = − 2b
(n−1)n!ζ̄

+ θ(x1).

Äîêàçàòåëüñòâî: Ðàçîáü¼ì äîêàçàòåëüñòâî íà íåñêîëüêî øàãîâ.
I. Ìíîæåñòâî P0[γí] îáðàçóåò íåêîòîðóþ êðèâóþ ρ

10îá â ïåðâîì îðòàíòå,
çàäàþùóþñÿ ôóíêöèåé ζ = ζ(x1). Ôóíêöèÿ ζ ðàçëàãàåòñÿ â ðÿä ïî ñòåïåíÿì√
x1, è ζ(0) = ζ̄. Ýòî óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì óòâåðæäåíèé 3.7,2.4 è

2.5. Ñîîòíîøåíèå ζ(0) = ζ̄ ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ϕ2|r2=0 = −π.
II. Ìíîæåñòâî P1[ρ10îá] îáðàçóåò íåêîòîðóþ êðèâóþ ρ

01îá âî âòîðîì îðòàíòå,
çàäàþùóþñÿ ôóíêöèåé x2(x1) = |x1|n−1κîá(x1), ãäå ôóíêöèÿ κîá ðàçëàãàåòñÿ â
ðÿä ïî ñòåïåíÿì

√
−x1 è óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå κîá = − 2b

(n−1)n!ζ̄
+ θ(x1).

Îáîçíà÷èì êîîðäèíàòó x1(p1) ÷åðåç x11, à x
1

n−1

11 � ÷åðåç x̃11. Îáîçíà÷èì òî÷êó
P1(p1) ÷åðåç p0 è êîîðäèíàòó x1(p0) ÷åðåç x10. Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 3.5 ðàçíèöà

x10−x11 óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå x10−x11 = − n−1

√
(n−1)n!ζ2

1

2b x
1

n−1

11 +θ(x
2

n−1

11 ) è ðàçëàãà-
åòñÿ â ðÿä ïî ïåðåìåííûì n−1

√
x11 è ζ1. Òàêèì îáðàçîì, x10 ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷å-

ñêîé ôóíêöèåé îò x̃11, ζ1 è óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå x10 = − n−1

√
(n−1)n!ζ2

1

2b x̃11 +θ(x̃2
11).
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Èìååì −x10 = n−1

√
(n−1)n!ζ2

1

2b
2(n−1)
√
x11

2(1 + θ( 2(n−1)
√
x11

2)), îòñþäà

√
−x10 =

2(n−1)

√
(n− 1)n!ζ2

1

2b
2(n−1)
√
x11

√
1 + θ( 2(n−1)

√
x11

2
).

Âûðàæåíèå ïîä ïîñëåäíèì êîðíåì íåíóëåâîå, ïîýòîìó
√
−x10 ÿâëÿåòñÿ àíàëè-

òè÷åñêîé ôóíêöèåé îò 2(n−1)
√
x11 è ζ1, è

√
−x10 = Θ( 2(n−1)

√
x11).

Äàëåå, ñïðàâåäëèâî κîá = x2

(−x10)n−1 = −ζ1
x11

(−x10)n−1 = −ζ1

(
2(n−1)
√
x11√

−x10

)2(n−1)

=

− 2b
(n−1)n!ζ1

(1 + θ(x10)) = − 2b
(n−1)n!ζ̄

(1 + θ(x10)). Òàê êàê
2(n−1)
√
x11√

−x10
ÿâëÿåòñÿ àíàëè-

òè÷åñêîé ôóíêöèåé îò 2(n−1)
√
x11 è ζ1, òî κîá òàêæå àíàëèòè÷åñêè çàâèñèò îò

2(n−1)
√
x11 è ζ1.

Îòìåòèì, ÷òî íà êðèâîé ρ
10îá âåëè÷èíà ζ1 ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé

îò 2(n−1)
√
x11. Óòâåðæäåíèå 3.21 òåïåðü ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèÿ 2.5. 2

Îòñþäà ñ ó÷¼òîì óòâåðæäåíèé 3.13 è 2.5 ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå 3.10. Â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ êðèâàÿ ρ
01îá çàäà¼òñÿ ôóíêöèåé

ϕ(r), êîòîðàÿ ðàçëàãàåòñÿ ïî ñòåïåíÿì
√
r. 2

Óòâåðæäåíèå 3.15 ïåðåíîñèòñÿ íà êðèâûå ρ
01îá, ρ10îá.

Óòâåðæäåíèå 3.22. Ïîòîê òðàåêòîðèé ñèñòåìû ẋ = A, âõîäÿùèõ â òî÷êè
êðèâîé ρ

10îá, è ïîòîê òðàåêòîðèé ñèñòåìû ẋ = A + B, âûõîäÿùèõ èç òî÷åê
êðèâîé ρ

10îá, íå ïåðåñåêàþòñÿ äðóã ñ äðóãîì. Òî æå ñàìîå âåðíî äëÿ êðèâîé
ρ

01îá. 2

Îáîçíà÷èì ñòåïåíü ïåðâîãî íåíóëåâîãî êîýôôèöèåíòà â ðÿäå Òåéëîðà ôóíê-
öèè H1ðàâí ïî ïåðåìåííîé

√
−x1 ÷åðåç k. Èç îöåíêè H1 = θ(r) ñëåäóåò k ≥ 2.

Óòâåðæäåíèå 3.23. κîá(x1)− κðàâí(x1) = Θ(
√
−x1

(k−2)(n−1)
).

Äîêàçàòåëüñòâî: Ðàññìîòðèì òî÷êó p2 íà êðèâîé γí è ïðÿìóþ g â ñëîå
T ∗p2
X, çàäàâàåìóþ óðàâíåíèåì H0 = 0. Îáîçíà÷èì òî÷êè íà ïðÿìîé g, ñîîò-

âåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿì H1 = 0 è H1 = H1ðàâí(x1(p2)), ÷åðåç p̂2 è p̂′2 ñîîò-
âåòñòâåííî. Îáîçíà÷èì òðàåêòîðèþ ñèñòåìû ẋ = A, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó
p2 â ìîìåíò âðåìåíè t = 0, ÷åðåç σ, à òðàåêòîðèè ñèñòåìû (3.8), ïðîõîäÿùèå
â ìîìåíò t = 0 ÷åðåç òî÷êè p̂2 è p̂′2, ÷åðåç σ̂ è σ̂′ ñîîòâåòñòâåííî. Îïðåäåëèì
t̄ = sup{t < 0 | σ̂(t) ∈ M+}, t̄′ = sup{t < 0 | σ̂′(t) ∈ M+}. Òîãäà òî÷êè p1 = σ(t̄)
è p′1 = σ(t̄′) ëåæàò íà êðèâûõ ρ

10îá è ρ10ðàâí ñîîòâåòñòâåííî.
Ðàññìîòðèì âåëè÷èíó H1 íà òðàåêòîðèÿõ ñåìåéñòâà Σ, ò.å. íà òðàåêòîðèÿõ

ñèñòåìû (3.8), ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êè ïðÿìîé g â ìîìåíò âðåìåíè t = 0, êàê
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ôóíêöèþ îò íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿH0
1 = H1(0) è t. Â ñèëó óðàâíåíèÿ (2.45) èìååì

∂H1(H0
1 ,t)

∂H0
1

= dAB(t)
dAB(0)e

−
∫ t

0
〈∇,A〉 dτ . Êðîìå òîãî, èìååì ∂H1(H0

1 ,t)
∂t = Ḣ1(t).

Ïî îïðåäåëåíèþ èìååì H1(0, t̄) = H1(H1ðàâí, t̄′) = 0. Â èíòåðâàëå t ∈ [t̄′, t̄]

èìååì dAB(t) = x1(t) + θ(r2) = Θ(1), C(t) = −Θ(r2), ïîýòîìó ∂H1(H0
1 ,t)

∂H0
1

= −Θ(1).

Ïðè H1(H
0
1 , t) = 0 èìååì ∂H1(H0

1 ,t)
∂t = C

dAB
= −Θ(r) 6= 0. Ïî òåîðåìå î íåÿâíîé

ôóíêöèè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ t = t̃(H0
1), ÷òî t̃(0) = t̄, t̃(H1ðàâí) = t̄′,

H1(H
0
1 , t̃(H

0
1)) ≡ 0. Ïðè ýòîì dt̃

dH0
1

= −
∂H1(H0

1 ,t)

∂H0
1

∂H1(H0
1 ,t)

∂t

= −Θ(r−1).

Îòñþäà íàõîäèì â ñèëó H1ðàâí = Θ(
√
r
k
)

t̄− t̄′ = −
∫ H1ðàâí

0

dt̃

dH0
1

dt = Θ(r
k
2−1).

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðè t ∈ [t̄′, t̄] èìååì ζ̇ = A1x2−A2x1

x2
1

= Θ(1), íàõîäèì

ζ(p1)− ζ(p′1) =

∫ t̄

t̄′
ζ̇ dt = Θ(r

k
2−1),

x1(p1)− x1(p
′
1) =

∫ t̄

t̄′
A1 dt = θ(r

k
2 ).

Äëÿ x1 ∈ [x1(p
′
1), x1(p1)], ζ ∈ [ζ(p′1), ζ(p1)] èìååì x1 = Θ(r). Ñëåäîâàòåëüíî,

â ýòèõ èíòåðâàëàõ
∂(x1, x2)

∂(x1, ζ)
=

(
1 + θ(r) θ(r2)
−ζ −x1

)
.

Ïåðåìíîæàÿ ýòè ïðîèçâîäíûå ñ ïðîèçâîäíûìè (3.16), íàõîäèì

∂(x10, κ0)

∂(x11, ζ1)
=

(
−Θ(x

2−n
n−1

11 ) Θ(x
1

n−1

11 )

θ(x
2−n
n−1

11 ) Θ(1)

)
.

Îáîçíà÷èì òî÷êè P1(p1),P1(p
′
1) ÷åðåç p0, p

′
0. Íàõîäèì

x1(p0)− x1(p
′
0) =

∫ x1(p1)

x1(p′1)

∂x10

∂x11
(x11, ζ(p′1)) dx11 +

∫ ζ(p1)

ζ(p′1)

∂x10

∂ζ1
(x1(p1), ζ1) dζ1 =

= −Θ((x1(p1))
2−n
n−1 )θ((x1(p1))

k
2 ) + Θ((x1(p1))

1
n−1 )Θ((x1(p1))

k
2−1) = θ((x1(p1))

2−n
n−1+k

2 ),

κ(p0)− κ(p′0) =

∫ x1(p1)

x1(p′1)

∂κ0

∂x11
(x11, ζ(p′1)) dx11 +

∫ ζ(p1)

ζ(p′1)

∂κ0

∂ζ1
(x1(p1), ζ1) dζ1 =

= θ((x1(p1))
2−n
n−1 )θ((x1(p1))

k
2 ) + Θ(1)Θ((x1(p1))

k
2−1) = Θ((x1(p1))

k
2−1).
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Ïî îïðåäåëåíèþ èìååì κ(p0) = κîá(x1(p0)), κ(p′0) = κðàâí(x1(p
′
0)). Â ñèëó óòâåð-

æäåíèÿ 3.17 ôóíêöèÿ κðàâí(x1) àíàëèòè÷åñêàÿ, è, ñëåäîâàòåëüíî, ëèïøèöåâà.
Îòñþäà íàõîäèì

κðàâí(x1(p0))− κðàâí(x1(p
′
0)) = θ(x1(p0)− x1(p

′
0)) = θ((x1(p1))

2−n
n−1+k

2 ).

Îòñþäà ñëåäóåò

κîá(x1(p0))− κðàâí(x1(p0)) =

= κîá(x1(p0))− κðàâí(x1(p
′
0))− (κðàâí(x1(p0))− κðàâí(x1(p

′
0)))

= Θ((x1(p1))
k
2−1)− θ((x1(p1))

2−n
n−1+k

2 ) = Θ((x1(p1))
k
2−1)

= Θ((−x1(p0))
(n−1)(k2−1)).

Åñëè òî÷êà p2 ïðîáåãàåò êðèâóþ γí, òî òî÷êà p0 ïðîáåãàåò êðèâóþ ρ
01îá. Ñëå-

äîâàòåëüíî, ïîëó÷àåì îöåíêó κîá(x1)− κðàâí(x1) = Θ(
√
−x1

(n−1)(k−2)
). 2

Èç óòâåðæäåíèé 3.23 è 3.20 âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå 3.11. Ðàçíèöà H1ðàâí(x1) − [F(κîá)](x1) óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå

H1ðàâí(x1) − [F(κîá)](x1) = Θ(
√
−x1

(k+2)(n−1)−2
). Â ÷àñòíîñòè, â ñèëó (k +

2)(n− 1)− 2 > k èìååì 0 < [F(κîá)](x1) < H1ðàâí(x1) ïðè x1 < 0. 2

Ðàññìîòðèì åù¼ ðàç òðàåêòîðèè ñåìåéñòâà Σ. Â íåêîòîðîûé ìîìåíò âðåìåíè
t+ > 0 òðàåêòîðèÿ σ ïåðåñåêàåò êðèâóþ γ+

AB. Ñîãëàñíî (2.47) èìååìH1(H
0
1 , t+) =

1
2x2+θ(r2) > 0 äëÿ âñåõ H0

1 . Îáîçíà÷èì ìîìåíò âðåìåíè, â êîòîðûé σ ïåðåñåêàåò
êðèâóþ, çàäàííóþ ôóíêöèåé x2 = χâ(x1), ÷åðåç tâ. Òîãäà èìååì C(σ(t)) > 0
äëÿ âñåõ t ∈ (0, tâ), C(σ(t)) < 0 äëÿ âñåõ t ∈ (tâ, t+], C(σ(0)) = C(σ(tâ)) = 0,
Ċ(σ(0)) > 0, Ċ(σ(tâ)) < 0. Äîïóñòèì, ÷òî íåêîòîðàÿ òðàåêòîðèÿ σ̂ èç ñåìåéñòâà
Σ ÿâëÿåòñÿ ïîäíÿòèåì òðàåêòîðèè σ â T ∗X, è äëÿ íåêîòîðîãî ìîìåíòà âðåìåíè
t èìååì H1(t) = 0 íà òðàåêòîðèè σ̂. Â ñèëó óðàâíåíèé (2.28) è (2.36) èìååì
Ḣ1(t) < 0, åñëè t ∈ (0, tâ); Ḣ1(t) > 0, åñëè t ∈ (tâ, t+); Ḣ1(0) = 0, Ḧ1(0) <
0; Ḣ1(tâ) = 0, Ḧ1(tâ) > 0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî íà èíòåðâàëàõ [0, tâ] è [tâ, t+]
ìîæåò ëåæàòü ìàêñèìàëüíî îäèí íóëü ôóíêöèèH1(t), ïðè÷¼ì åñëè íà èíòåðâàëå
[0, tâ] ëåæèò íóëü, òî íà èíòåðâàëå [tâ, t+] òàêæå äîëæåí ëåæàòü íóëü.

Ðàññìîòðèì ïîâåäåíèå ôóíêöèè H1(t) íà èíòåðâàëå t ∈ [0, t+) â çàâèñèìîñòè
îò íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ H1(0) = H0

1 . Â ñèëó âûøåñêàçàííîãî ïîëó÷àåì ñëåäóþ-
ùóþ êàðòèíó.

1. Ïóñòü H1(0) < 0. Òîãäà H1(t) íà èíòåðâàëå [0, tâ] ñòðîãî ìåíüøå íóëÿ, à
íà èíòåðâàëå (tâ, t+) ëåæèò ðîâíî îäèí íóëü ôóíêöèè H1(t).

2. Ïóñòü H1(0) = 0. Òîãäà ãðàôèê ôóíêöèè H1(t) â òî÷êå 0 âîãíóò è êàñàåòñÿ
àáñöèññû. Íà èíòåðâàëå (0, tâ] ñòðîãî ìåíüøå íóëÿ, à íà èíòåðâàëå (tâ, t+) ëåæèò
ðîâíî îäèí íóëü ôóíêöèè H1(t).
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Ðèñ. 5: Çàâèñèìîñòü ôóíêöèè H1(t) îò íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ H0
1

Åñëè äàëüøå óâåëè÷èâàòü H0
1 , òî H1(tâ) òàêæå áóäåò óâåëè÷èâàòüñÿ â ñèëó

(3.18). Ðàññìîòðèì ñèòóàöèþ â çàâèñèìîñòè îò çíàêà H1(tâ).
3. Ïóñòü H1(0) > 0, H1(tâ) < 0. Òîãäà íà èíòåðâàëàõ (0, tâ) è (tâ, t+) ëåæèò

ðîâíî ïî îäíîìó íóëþ ôóíêöèè H1(t).
4. Ïóñòü H1(tâ) = 0. Òîãäà ãðàôèê ôóíêöèè H1(t) âûïóêëûé â òî÷êå tâ è êà-

ñàåòñÿ àáñöèññû. tâ ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì íóë¼ì ôóíêöèè H1(t) íà èíòåðâàëå
[0, t+].

5. Ïóñòü H1(tâ) > 0. Òîãäà H1(t) > 0 äëÿ âñåõ t ∈ [0, t+].
Âñå ïÿòü ñëó÷àåâ ñõåìàòè÷åñêè èçîáðàæåíû íà ðèñ. 3.4. Î÷åâèäíî çíà÷åíèå

H0
1 = H1ðàâí ïîïàäàåò ïîä ñëó÷àé 3. Îòñþäà ñëåäóåò â ñèëó ñëåäñòâèÿ 3.11, ÷òî

çíà÷åíèå H0
1 = F(κîá) òàêæå ïîïàäàåò ïîä ñëó÷àé 3.

Îáîçíà÷èì ïîäíÿòèå êðèâîé ρ
01îá íà ìíîãîîáðàçèå M− ÷åðåç ρ̂

01îá. Ðàñ-
ñìîòðèì ñîâîêóïíîñòü òðàåêòîðèé ñèñòåìû (3.8), ïðîõîäÿùèõ â ìîìåíò âðåìåíè
t = 0 ÷åðåç òî÷êè êðèâîé ρ̂

01îá. Îíè îáðàçóþò äâóìåðíóþ ïîâåðõíîñòü Σîá â
T ∗X, êîòîðàÿ ïðè ïðîåêöèè πX íà ôàçîâóþ ïëîñêîñòü íàêðûâàåò îáëàñòü ìåæ-
äó êðèâûìè ρ

01îá è γí. Ñëåäîâàòåëüíî, Σîá îïðåäåëÿåò â ýòîé îáëàñòè âåëè÷èíó
H1 êàê ôóíêöèþ îò êîîðäèíàò x. Îáîçíà÷èì ýòó ôóíêöèþ ÷åðåç H

1îá(x). Íà
êðèâîé γí ýòà ôóíêöèÿ ñîâïàäàåò ñ F(κîá).

Ïóñòü σ̂ � òðàåêòîðèÿ íà Σîá, ïðîõîäÿùàÿ ïðè t = 0 ÷åðåç òî÷êó p̂ ∈ ρ̂
01îá.

Ïóñòü å¼ ïðîåêöèÿ σ = πX ◦ σ̂ ïåðåñåêàåò êðèâûå γâ è γí â ìîìåíòû âðåìåíè tâ
è tí ñîîòâåòñòâåííî.
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Ñëåäñòâèå 3.12. Íà èíòåðâàëå (tí, tâ) ëåæèò â òî÷íîñòè îäèí íóëü tα ôóíê-
öèè H1. Äëÿ âñåõ t ∈ (tα, 0) èìååì H1(σ̂(t)) < 0, äëÿ âñåõ t ∈ [tí, tα) èìååì
H1(σ̂(t)) > 0. 2

Îáîçíà÷èì ìîìåíò âðåìåíè, â êîòîðûé òðàåêòîðèÿ σ ïåðåñåêàåò îñü Ox1,
÷åðåç tγ. Òîãäà tγ > tα, è H1(σ̂(tγ)) < 0. Ñëåäîâàòåëüíî, íà îñè Ox1 èìååì
H

1îá(x1, 0) < 0 ïðè x1 < 0.
Îáîçíà÷èì σ(tα) ÷åðåç pα. Â ñèëó tα ∈ (tí, tâ) èìååì C(pα) > 0. Åñëè òî÷êà

p̂ ïðîáåãàåò êðèâóþ ρ̂
01îá, òî òî÷êà pα ïðîáåãàåò íåêîòîðóþ êðèâóþ γα.

Óòâåðæäåíèå 3.24. Ôóíêöèÿ H
1îá è ïåðåìåííûå ψ íà Σîá â íóëå ðàñêëàäû-

âàþòñÿ â ðÿä ïî ïåðåìåííûì
√
r, ϕ.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïîâåðõíîñòü Σîá ñîñòîèò èç îäíîïàðàìåòðè÷åñêîãî ñå-
ìåéñòâà òðàåêòîðèé ñèñòåìû (3.8), êîòîðîå ìîæíî ïàðàìåòðèçîâàòü âåëè÷èíîé
r̃0 =

√
r(p̂), ãäå p̂ � íà÷àëüíàÿ òî÷êà òðàåêòîðèè íà êðèâîé ρ̂

01îá. Òàêèì îáðà-
çîì, ïîâåðõíîñòü Σîá ïàðàìåòðèçîâàíà ïåðåìåííîé r̃0 è âðåìåíåì t.

Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 3.10 êðèâóþ ρ
01îá ìîæíî çàäàòü ôóíêöèåé ϕ(r), êîòîðàÿ

ðàñêëàäûâàåòñÿ â ðÿä ïî ñòåïåíÿì
√
r = r̃0. Ïîýòîìó èç ñëåäñòâèÿ 2.3 ñëåäóåò,

÷òî âåëè÷èíû
√
r, ϕ, ψ íà ïîâåðõíîñòè Σîá ÿâëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêèìè ïî ïåðå-

ìåííûì r̃0, t.
Âû÷èñëèì ÿêîáèàí ∂(

√
r,ϕ)

∂(r̃0,t)
â òî÷êå (r̃0, t) = (0, 0), ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷êå

(
√
r, ϕ) = (0,−π). Íà êðèâîé ρ

01îá èìååì ϕ = −π − arctg(κîá(x1)(−x1)
n−2) =

−π+θ(rn−2), îòñþäà dϕ
dr = θ(rn−3), è â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 3.16 dϕ

dr (0) = 0. Äàëåå, â
òî÷êå (r, ϕ) = (0,−π) èìååì ϕ̇ = − cos2 ϕ− α sinϕ cosϕ− sin2 ϕ = −1. Íàõîäèì

det
∂(
√
r, ϕ)

∂(r̃0, t)
(0, 0) = det

(
1 0
0 −1

)
= −1 6= 0.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî â îêðåñòíîñòè òî÷êè (r, ϕ) = (0,−π) ïåðåìåííûå r̃0, t âû-
ðàæàþòñÿ êàê àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè îò

√
r, ϕ. Ñëåäîâàòåëüíî, âåëè÷èíû ψ,

è, òàêèì îáðàçîì, H1, ÿâëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè îò
√
r, ϕ. 2

Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 2.34 ïîâåðõíîñòü Σîá çàäà¼ò ëîêàëüíîå ëàãðàíæåâîå
îòíîñèòåëüíî ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ñ ãàìèëüòîíèàíîì H0 ñå÷åíèå ðàññëîåíèÿ
T ∗X, è âåêòîðíîå ïîëå ψ(x) íà ýòîì ñå÷åíèè èìååò ïîòåíöèàë ωîá(x). Îòíîðìè-
ðóåì åãî óñëîâèåì ωîá(0, 0) = 0. Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì
óòâåðæäåíèÿ 3.24.

Ñëåäñòâèå 3.13. Ôóíêöèÿ ωîá â íóëå ðàñêëàäûâàåòñÿ â ðÿä ïî ïåðåìåííûì√
r, ϕ. 2
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Ïî îïðåäåëåíèþ ôóíêöèè ωîá äëÿ ëþáîãî u ∈ R èìååì

DA+uBωîá = F + uH
1îá. (3.19)

Óòâåðæäåíèå 3.25. Êðèâàÿ γα çàäà¼òñÿ ôóíêöèåé x2(x1), êîòîðàÿ â íóëå ðàñ-

êëàäûâàåòñÿ â ðÿä ïî ñòåïåíÿì 4
√
−x1 è èìååò ïîðÿäîê x2 = θ( 4

√
−x1

6
).

Äîêàçàòåëüñòâî: Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ H̃1 = H1

r =
H

1îá
r íà ïîâåðõíîñòè

Σîá. Â ñèëó ñëåäñòâèé 2.3 è 3.10 îíà àíàëèòè÷åñêè çàâèñèò îò ïåðåìåííûõ r̃0, t.
Êðîìå òîãî, îíà òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ íà ëèíèè t = 0. Ñëåäîâàòåëüíî,
ôóíêöèÿ H̄1 = H̃1

t àíàëèòè÷åñêè ïðèäîëæàåòñÿ íà îêðåñòíîñòü òî÷êè (r̃0, t) =
(0, 0).

Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè H̄1(r̃0, t) â òî÷êå (0, 0). Ïðè r̃0 = 0 ýâî-
ëþöèÿ âåëè÷èíû H̃1 = H1

r ïîä÷èíÿåòñÿ óðàâíåíèþ (2.49), êîòîðîå ïðèíèìàåò
âèä

˙̃
1H(0, t) = H̃1

(
tgϕ(t)− α cos2 ϕ(t)

)
+

1

2
tgϕ(t) sinϕ(t).

Â òî÷êå (0, 0) ýòî âûðàæåíèå ðàâíî íóëþ. Äèôôåðåíöèðóÿ äàëüøå ïî t è ó÷è-
òûâàÿ, ÷òî â ñèëó (2.48) èìååì ϕ̇(0, t) = −1 − α sinϕ(t) cosϕ(t), è ïîäñòàâ-
ëÿÿ óæå èñâåñòíûå âûðàæåíèÿ äëÿ ïðîèçâîäíûõ H̃1 áîëåå íèçêîãî ïîðÿäêà,

íàõîäèì ¨̃
1H(0, 0) = 0, d

3H̃1

dt3 (0, 0) = −1. Îòñþäà ïîëó÷àåì äëÿ ôóíêöèè H̄1:

H̄1(0, 0) = 0, ˙̄
1H(0, 0) = ∂H̄1

∂t = 0, ¨̄
1H(0, 0) = ∂2H̄1

∂t2 = −1
3 . Íà ëèíèè t = 0 ôóíêöèÿ

H̄1 îïðåäåëåíà ÷åðåç H̄1(r̃0, 0) = ˙̃
1H(r̃0, 0) = Ḣ1

r (r̃0, 0) = C
dABr

. Çäåñü ó÷òåíî, ÷òî
H1 = 0 íà ëèíèè t = 0. Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 3.12 èìååì C = θ(r4) íà ëèíèè
t = 0. Îòñþäà ñëåäóåò C

dABr
= θ(r2) = θ(r̃4

0). Ïîýòîìó ∂H̄1

∂r̃0
(0, 0) = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ H̄1 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì óòâåðæäåíèÿ 2.2. Çäåñü
ðîëü êîîðäèíàò x, y èãðàþò r̃0, t. Êðèâàÿ γα çàäà¼òñÿ óðàâíåíèåì H̄1 = 0 è
ñîîòâåòñòâóåò êðèâîé ρâ èç óòâåðæäåíèÿ 2.2. Â ñèëó ýòîãî óòâåðæäåíèÿ êðèâàÿ
γα çàäà¼òñÿ ôóíêöèåé t = t(r̃0), â íóëå ðàâíîé íóëþ è ðàñêëàäûâàþùåéñÿ â ðÿä
ïî
√
r̃0.

Â ñèëó ñëåäñòâèé 2.3 è 3.10 âåëè÷èíû 4
√
r, ϕ íà Σîá àíàëèòè÷åñêè çàâèñÿò

îò âåëè÷èí
√
r̃0, t. Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 2.13 âûïîëíåíû óñëîâèÿ óòâåðæäåíèÿ

2.5 ïðèìåíèìî ê ýòîé çàâèñèìîñòè. Ïîýòîìó êðèâàÿ γα çàäà¼òñÿ àíàëèòè÷åñêîé
ôóíêöèåé ϕ = ϕ( 4

√
r).

Îòñþäà ñëåäóåò â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 2.5, ÷òî x2 íà γα ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé
ôóíêöèåé îò 4

√
−x1.

Íà êðèâîé γα ñïðàâåäëèâî C > 0. Ïîýòîìó íà íåé x2 ëåæèò â èíòåðâàëå
(χí(x1), χâ(x1)). Ñëåäîâàòåëüíî, x2 = θ((−x1)

3
2 ) = θ( 4

√
−x1

6
). 2
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Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî òðàåêòîðèé ñèñòåìû (3.6), ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êè
êðèâîé γ̂í â ìîìåíò âðåìåíè t = 0. Îíè îáðàçóþò äâóìåðíóþ ïîâåðõíîñòü Σîñ,
êîòîðàÿ ïðè ïðîåêöèè πX íà ôàçîâóþ ïëîñêîñòü ïîêðûâàåò íèæíþþ ïîëóïëîñ-
êîñòü è çàäà¼ò íà íåé âåëè÷èíû ψ è H1 êàê ôóíêöèè îò x. Îáîçíà÷èì ôóíêöèþ
H1(x) íà Σîñ ÷åðåç H1îñ.

Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 2.34 ïîâåðõíîñòü Σîñ çàäà¼ò ëîêàëüíîå ëàãðàíæåâîå
îòíîñèòåëüíî ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ñ ãàìèëüòîíèàíîì H = H0 + H1 ñå÷åíèå
ðàññëîåíèÿ T ∗X, è âåêòîðíîå ïîëå ψ(x) íà ýòîì ñå÷åíèè èìååò ïîòåíöèàë ωîñ(x).
Îòíîðìèðóåì åãî óñëîâèåì ωîñ(0, 0) = 0.

Ðàññìîòðèì òðàåêòîðèþ σ̂ ⊂ Σîñ è å¼ ïðîåêöèþ σ = πX ◦σ̂ íà ôàçîâóþ ïëîñ-
êîñòü. Ïðè t ≤ 0 óðàâíåíèå (2.28), çàäàþùåå ôóíêöèþ H1 íà ýòîé òðàåêòîðèè,
íå èìååò îñîáåííîñòåé è ïðèíèìàåò âèä

−A2Ḣ1îñ = −Ȧ2H1îñ + C ⇔ d

dt

H1îñ
A2

=
∂

∂x1

H1îñ
A2

= − C
A2

2

. (3.20)

Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 3.6 ôóíêöèè χí, χâ â îêðåñòíîñòè íóëÿ èìåþò îáðàò-
íûå ôóíêöèè. Îáîçíà÷èì èõ ÷åðåç χ∗í, χ

∗
â ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà êðèâûå γí, γâ

çàäàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè x1 = χ∗í(x2), x1 = χ∗â(x2).
Â ñèëó (3.20) íàõîäèì H1îñ(t) = −A2

∫ 0

t (− C
A2

2
) dt, îòñþäà

H1îñ(x1, x2) = A2(x1, x2)

∫ χ∗í(x2)

x1

C

A2
2

(τ, x2) dτ. (3.21)

Óòâåðæäåíèå 3.26. Ìíîæåñòâî òî÷åê íà ïîâåðõíîñòè Σîñ, â êîòîðûõ âû-
ïîëíåíî H1îñ = 0, îáðàçóåò íåêîòîðóþ êðèâóþ γ̂β ⊂ M−. Ïðîåêöèÿ γβ =
πX ◦ γ̂β ýòîé êðèâîé íà ôàçîâóþ ïëîñêîñòü çàäà¼òñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíê-
öèåé x2 = x2(x1).

Äîêàçàòåëüñòâî: Èññëåäóåì, êîãäà ôóíêöèÿ H1 ðàâíà íóëþ íà òðàåêòî-
ðèè σ. Ïðè x1 ∈ (χ∗â(x2), χ

∗
í(x2)) èìååì C(x1, x2) > 0, ïîýòîìó íà èíòåðâàëå

x1 ∈ [χ∗â(x2), χ
∗
í(x2)) èìååì H1îñ(x1, x2) > 0. Â ÷àñòíîñòè, íà êðèâûõ γα è γâ

âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî H1îñ > 0.
Äîïóñòèì, ÷òî x̄1 < χ∗â(x2) è H1îñ(x̄1, x2) = 0. Òîãäà âñëåäñòâèå (3.20) ñïðà-

âåäëèâî H1îñ(x1, x2) = A2(x1, x2)
∫ x̄1

x1

C
A2

2
(τ, x2) dτ . Òàê êàê ïðè x1 < χ∗â(x2) ñïðà-

âåäëèâî C(x1, x2) < 0, òî H1îñ(x1, x2) < 0 ïðè x1 < x̄1. Òàêèì îáðàçîì, ïðè
x1 < χ∗í(x2) íà òðàåêòîðèè σ̂ íàõîäèòñÿ ìàêñèìàëüíî îäèí íóëü ôóíêöèè H1.

Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî òî÷åê âî âíóòðåííîñòè ñåãìåíòà ôàçîâîé ïëîñêîñòè,
ðàñïîëîæåííîãî ìåæäó êðèâîé γí è ïîëóîñüþ {(x1, x2) |x1 ≤ 0, x2 = 0}, â êî-
òîðûõ H1îñ = 0, ÷åðåç γβ. Íà ïîëóîñè {(x1, x2) |x1 < 0, x2 = 0} èìååì â ñèëó
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óòâåðæäåíèÿ 3.12 H1îñ = −Θ(|x1|n) < 0, à íà êðèâîé γâ èìååì H1îñ > 0. Ïî-
ýòîìó íà ëþáîì îòðåçêå, ñîåäèíÿþùåì ïîëóîñü {(x1, x2) |x1 < 0, x2 = 0} è γâ,
íàéäóòñÿ òî÷êè èç ìíîæåñòâà γβ.

Ïóñòü òî÷êà p ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó γβ. Äèôôåðåíöèðóÿ (3.21) è ó÷èòû-
âàÿ, ÷òî H1îñ ðàâíî íóëþ â p, ïîëó÷àåì â ýòîé òî÷êå

∂H1îñ
∂x1

= −A2(x1, x2)
C

A2
2

(x1, x2) = − C
A2

(x1, x2) > 0,

∂H1îñ
∂x2

= A2(x1, x2)

dχ∗í(x2)

dx2

C

A2
2

(χ∗í(x2), x2)(τ, x2) dτ +

χ∗í(x2)∫
x1

∂

∂x2

C

A2
2

(τ, x2) dτ


= A2(x1, x2)

∫ χ∗í(x2)

x1

∂

∂x2

C

A2
2

(τ, x2) dτ.

Òàê êàê ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèèH1îñ â îêðåñòíîñòè òî÷êè p àíàëèòè÷íû,
òî ïî òåîðåìå î íåÿâíîé ôóíêöèè [27] ñîîòíîøåíèå H1îñ(x1, x2) = 0 â îêðåñòíî-
ñòè p çàäà¼ò àíàëèòè÷åñêóþ ôóíêöèþ x1 = x1β(x2). 2

Óòâåðæäåíèå 3.27. Êðèâàÿ γβ ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé òðàåêòîðèåé óïðàâ-
ëÿåìîé ñèñòåìû 3.2 ñ óïðàâëåíèåì u ∈ (0, 1). Íà íåé ñïðàâåäëèâà îöåíêà
x2 = θ(x2

1).

Äîêàçàòåëüñòâî: Êàñàòåëüíàÿ ê γβ òîãäà è òîëüêî òîãäà ñîîòâåòñòâóåò
íåêîòîðîìó óïðàâëåíèþ u ∈ (0, 1), åñëè íàêëîí ëåæèò â ïðåäåëàõ dx1

dx2
∈ (−∞, A1

A2
).

Â òî÷êå p ∈ γβ ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

dx1β(x2)

dx2
= −

A2(x1, x2)
χ∗í(x2)∫
x1

∂
∂x2

C
A2

2
(τ, x2) dτ

− C
A2

(x1, x2)
=
A2

2

C
(x1, x2)

χ∗í(x2)∫
x1

∂

∂x2

C

A2
2

(τ, x2) dτ.

Äîêàæåì, ÷òî dx1β(x2)
dx2

> A1

A2
(x1, x2). Â ñèëó C(p) < 0 ýòî íåðàâåíñòâî ýêâèâàëåíò-

íî íåðàâåíñòâó ∫ χ∗í(x2)

x1

∂

∂x2

C

A2
2

(τ, x2) dτ <
A1

A2

C

A2
2

(x1, x2). (3.22)

Èññëåäóåì ôóíêöèþ C
A2

2
. Â ñèëó ëåììû Àäàìàðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè (x1, ζ) =

(0, 0) îíà ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé ïî x1, ζ. Èìååì C
A2

2
=
− 1

2x
2
2+θ(r3)

x2
1+θ(r3)

= −1
2ζ

2+θ(x1).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî â òî÷êå (x1, ζ) = (0, 0) èìååì C
A2

2
= 0, ∂

∂ζ
C
A2

2
= 0, ∂

2

∂ζ2
C
A2

2
= −1.
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Ïî òåîðåìå î íåÿâíîé ôóíêöèè [27] ñëåäóåò, ÷òî óðàâíåíèå ∂
∂ζ

C
A2

2
= 0 íåÿâíî

çàäà¼ò íåêîòîðóþ àíàëèòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ζ = ζm(x1) = θ(x1), ãäå ζm(0) = 0.
Â êîîðäèíàòàõ x1, x2 åé ñîîòâåòñòâóåò àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ x2 = x2m(x1) =
−x1ζm(x1) = θ(x2

1), çàäàþùàÿ íåêîòîðóþ êðèâóþ γm íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè.
Â îêðåñòíîñòè íóëÿ îíà ñòðîãî ðàñò¼ò ïðè x1 < 0, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâó-
åò îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ x1m(x2). Ôóíêöèÿ C

A2
2
, îãðàíè÷åííàÿ íà êðèâóþ γm, ÿâ-

ëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé îò x1. Îáîçíà÷èì å¼ ÷åðåç fm. Òîãäà fm(x1) =
C
A2

2
(x1, ζm(x1)). Ðàçíèöà C

A2
2
−fm è å¼ ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî ζ ðàâíû íóëþ â òî÷-

êàõ (x1, ζm(x1)). Ïî ëåììå Àäàìàðà îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
C

A2
2

(x1,ζ)−fm(x1)

(ζ−ζm(x1))2 ÿâëÿåòñÿ
àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé îò ïåðåìåííûõ x1, ζ. Íà ïðÿìîé x1 = 0 îíà ïðèíèìàåò
çíà÷åíèå −1

2 .
Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ C

A2
2
(x1, ζ) ïðåäñòàâèìà â âèäå ðàçíèöû fm(x1) −

1
2(ζ− ζm(x1))

2f ∗0 (x1, ζ), çäåñü fm, f ∗0 , ζm � àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè, è f ∗0 (0, ζ) =
1, fm(0) = 0, ζm(0) = 0. Â êîîðäèíàòàõ x1, x2 ïîëó÷àåì

C

A2
2

(x1, x2) = fm(x1)−
1

2

(
x2

x1
− x2m(x1)

x1

)2

f0(x1, x2).

Çäåñü f0(x1, x2) = f ∗0 (x1,−x2

x1
) = 1+θ(x1) � àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåë¼í-

íàÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè x̃, ïåðåñå÷¼ííîé ñ ïîëóïëîñêîñòüþ {x1 < 0}. Ïðè ýòîì
∂f0

∂x2
= − 1

x1

∂f∗0
∂ζ . Íî

∂f∗0
∂ζ (0, ζ) ≡ 0, ïîýòîìó ∂f∗0

∂ζ = θ(x1). Îòñþäà ñëåäóåò
∂f0

∂x2
= θ(1).

Îòñþäà íàõîäèì

∂

∂x2

C

A2
2

= −f0(x1, x2)

(
x2

x1
− x2m(x1)

x1

)
1

x1
− 1

2

(
x2

x1
− x2m(x1)

x1

)2
∂f0

∂x2
. (3.23)

Íà êðèâûõ γí, γâ ôóíêöèÿ C
A2

2
ðàâíà íóëþ, à ìåæäó íèìè � áîëüøå íóëÿ.

ßñíî, ÷òî êðèâàÿ γm ðàñïîëîæåíà ìåæäó γí è γâ. Òàêèì îáðàçîì, x2m < 0 äëÿ
x1 < 0, à fm > 0 äëÿ x1 < 0. Ïóñòü ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèé fm, x2m â íóëå èìåþò
âèä

fm(x1) = L1(−x1)
l1 + θ(xl1+1

1 ),

x2m = L2(−x1)
l2 + θ(xl2+1

1 ).

Çäåñü L1 > 0, L2 < 0, l1 ≥ 1, l2 ≥ 2. Íà îñè Ox1 èìååì C = − b
n!(−x1)

n + θ(xn+1
1 ),
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ñëåäîâàòåëüíî, C
A2

2
= − b

n!(−x1)
n−2 + θ(xn−1

1 ). Îòñþäà íàõîäèì

C

A2
2

(x1, 0) = fm(x1) +
1

2

(
x2m(x1)

x1

)2

f0(x1, 0) =

= L1(−x1)
l1 + θ(xl1+1

1 )− 1

2
(L2(−x1)

l2−1 + θ(xl21 ))2(1 + θ(x1)) =

= L1(−x1)
l1 + θ(xl1+1

1 )− L2
2

2
(−x1)

2l2−2+ θ(x2l2−1
1 ) = − b

n!
(−x1)

n−2+ θ(xn−1
1 ).

Ñðàâíèâàÿ ãëàâíûå ÷ëåíû, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå òðè ñëó÷àÿ.
1. l1 = 2l2 − 2 < n− 2, L1 = 1

2L
2
2,

2. l1 = 2l2 − 2 = n− 2, L1 = 1
2L

2
2 − b

n! ,
3. l1 > 2l2 − 2 = n− 2, 1

2L
2
2 = b

n! .
Íà êðèâûõ γí, γâ èìååì C

A2
2

= 0, ïîýòîìó

fm(x1)−
1

2

(
χí(x1)

x1
− x2m(x1)

x1

)2

f0(x1, χí(x1)) = 0,

fm(x1)−
1

2

(
χâ(x1)

x1
− x2m(x1)

x1

)2

f0(x1, χâ(x1)) = 0,

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà ðàçëîæåíèÿ äëÿ f0, fm, x2m, íàõîäèì

L1(−x1)
l1 + θ(xl1+1

1 )− 1

2x2
1

(χí(x1)− x2m(x1))
2(1 + θ(x1)) = 0,

L1(−x1)
l1 + θ(xl1+1

1 )− 1

2x2
1

(χâ(x1)− x2m(x1))
2(1 + θ(x1)) = 0,

χí(x1)− x2m(x1) = −
√

2x2
1fm(x1)(1 + θ(x1)) = −

√
2L1(−x1)l1+2 + θ(xl1+3

1 )

= −
√

2L1(−x1)
l1+2

2 + θ((−x1)
l1+4

2 ), (3.24)

χâ(x1)− x2m(x1) =
√

2L1(−x1)
l1+2

2 + θ((−x1)
l1+4

2 )

Àíàëîãè÷íî íàõîäèì

χâ(x1)− x2m(x1) =
√

2L1(−x1)
l1+2

2 + θ((−x1)
l1+4

2 ). (3.25)

Èç (3.21) ñëåäóåò ∫ χ∗í(x2)

x1β(x2)

C

A2
2

(τ, x2) dτ = 0. (3.26)
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Íàéä¼ì îòñþäà χ∗í(x2) è x1β(x2) äëÿ âñåõ òð¼õ ñëó÷àåâ.
1. l1 = 2l2 − 2 < n− 2, L1 = 1

2L
2
2. Èç óðàâíåíèé (3.24) è (3.25) ñëåäóåò

χí(x1) = (2L2)(−x1)
l2 + θ(xl2+1

1 ), χâ(x1) = θ(xl2+1
1 ).

Îáðàùàÿ ôóíêöèè χí, x2m, íàõîäèì

χ∗í(x2) = −
(
x2

2L2

) 1
l2

+ θ((−x2)
2
l2 ), x1m(x2) = −

(
x2

L2

) 1
l2

+ θ((−x2)
2
l2 ).

Â îáëàñòè, ðàñïîëîæåííîé ìåæäó êðèâûìè γí è îñüþ Ox1, ñïðàâåäëèâà îöåíêà
x2 = θ(xl2+1

1 ). Ïîäñòàâëÿÿ â (3.23), íàõîäèì

∂

∂x2

C

A2
2

= −(1+θ(x1))
(
θ(xl21 )−L2(−x1)

l2−1
) 1

x1
−θ(1)

1

2

(
θ(xl21 )−L2(−x1)

l2−1
)2

= L2(−x1)
l2−2+θ(xl2−1

1 ).

Èíòåãðèðóÿ âäîëü ëèíèè x1 = const, ïîëó÷àåì

C

A2
2

(x1, 0) = − b

n!
(−x1)

n−2 + θ(xn−1
1 ) =

∫ 0

χâ(x1)

∂

∂x2

C

A2
2

(x1, τ) dτ =

= −χâ(x1)(L2(−x1)
l2−2 + θ(xl2−1

1 )).

Îòñþäà ñëåäóåò

χâ(x1) =
b

n!L2
(−x1)

n−l2 + θ(xn−l2+1
1 ),

χ∗â(x2) = −
(
−n!L2

b

) 1
n−l2

(−x2)
1

n−l2 + θ((−x2)
2

n−l2 ).

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ F (x2, ϑ) =
∫ χ∗í(x2)

ϑχ∗â(x2)
C
A2

2
(x1, x2) dx1. Ïóñòü ϑ ìåíÿåòñÿ â

èíòåðâàëå [1, 2 n−l2

√
n−1
l2−1 ], òîãäà ϑ = Θ(1). Ïîäñòàâëÿÿ ðàçëîæåíèå äëÿ ∂

∂x2

C
A2

2
,
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íàõîäèì

F =

∫ χ∗í(x2)

ϑχ∗â(x2)

(∫ x2

0

∂

∂x2

C

A2
2

(x1, x̄2) dx̄2 +
C

A2
2

(x1, 0)

)
dx1 =

=

χ∗í(x2)∫
ϑχ∗â(x2)

∫ x2

0

(
−(1+θ(x1))

x̄2 − x2m(x1)

x2
1

− 1

2

(
x̄2 − x2m(x1)

x1

)2

θ(1)

)
dx̄2dx1

+

∫ χ∗í(x2)

ϑχ∗â(x2)

(
− b

n!
(−x1)

n−2 + θ(xn−1
1 )

)
dx1 =

=

χ∗í(x2)∫
ϑχ∗â(x2)

∫ x2

0

(
−x̄2

x2
1

+
L2(−x1)

l2

x2
1

+ θ(xl2−1
1 ) + θ(x1)

θ(xl21 )

x2
1

+
θ(x2l2

1 )

x2
1

)
dx̄2dx1

+
b

n!(n− 1)

(
(−χ∗í(x2))

n−1 − (−ϑχ∗â(x2))
n−1
)

+ θ((χ∗â(x2))
n) =

=
x2

2

2

(
1

χ∗í(x2)
− 1

ϑχ∗â(x2)

)
− L2

l2 − 1
x2

(
(−χ∗í(x2))

l2−1 − (−ϑχ∗â(x2))
l2−1
)

+

+x2θ((χ
∗
â(x2))

l2)− b

n!(n− 1)
ϑn−1(−χ∗â(x2))

n−1 + θ((−x2)
min{n−1

l2
, n
n−l2
}) =

= θ((−x2)
2− 1

l2 ) +
L2

l2 − 1
x2ϑ

l2−1(−χ∗â(x2))
l2−1+ θ((−x2)

min{1+
l2−1
l2

,1+
l2

n−l2
, n
n−l2
})

− b

n!(n− 1)
ϑn−1(−χ∗â(x2))

l2−1

(
−n!L2

b
(−x2) + θ((−x2)

1+ 1
n−l2 )

)
=

= L2x2ϑ
l2−1(−χ∗â(x2))

l2−1

(
1

l2−1
− ϑn−l2 1

n−1

)
+θ((−x2)

min{ n
n−l2

,2− 1
l2
}) =

= Θ((−x2)
n−1
n−l2 )

(
1

l2 − 1
− ϑn−l2 1

n− 1
+ θ((−x2)

1
n−l2 ) + θ((−x2)

2− 1
l2
− n−1
n−l2 )

)
.

Óðàâíåíèå (3.26) ïðåîáðàçóåòñÿ â

n− 1

l2 − 1
−
(
x1β(x2)

χ∗â(x2)

)n−l2
+ θ((−x2)

1
n−l2 ) + θ((−x2)

2− 1
l2
− n−1
n−l2 ) = 0.

Èìååì

2− 1

l2
− n− 1

n− l2
=
nl2 − 2l22 + 2l2 − n

l2(n− l2)
=

(l2 − 1)(n− 2l2)

l2(n− l2)
≥ 1

l2(n− l2)
,

141



⇒ x1β(x2)

χ∗â(x2)
= n−l2

√
n− 1

l2 − 1
+ θ((−x2)

1
l2(n−l2) ),

x1β(x2) = − n−l2

√
−n!L2

b

n− 1

l2 − 1
(−x2)

1
n−l2 + θ((−x2)

1
n−l2

+ 1
l2(n−l2) ).

Äîêàæåì íåðàâåíñòâî (3.22). Èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèé ∂
∂x2

C
A2

2
è C

A2
2
,

íàõîäèì∫ χ∗í(x2)

x1β(x2)

∂

∂x2

C

A2
2

(x1, x2) dx1 −
A1

A2

C

A2
2

(x1β(x2), x2) =

=

∫ χ∗í(x2)

x1β(x2)

(
−(1 + θ(x1))

(
x2

x2
1

− x2m(x1)

x2
1

)
− θ(1)

(
x2

x1
− x2m(x1)

x1

)2
)
dx1 +

+θ(1)

(
Θ((x1β(x2))

l1)−Θ(1)

(
x2

x1β(x2)
− x2m(x1β(x2))

x1β(x2)

)2
)

=

=

χ∗í(x2)∫
x1β(x2)

(
−x2

x2
1

+
L2(−x1)

l2

x2
1

+ θ(xl2−1
1 )

)
dx1 + θ((−x2)

l1
n−l2 ) +

(
θ((−x2)

l2−1
n−l2 )

)2

= x2

(
1

χ∗í(x2)
− 1

x1β(x2)

)
− L2

l2−1

(
(−χ∗í(x2))

l2−1−(−x1β(x2))
l2−1
)
+θ((−x2)

l2
n−l2 )

= θ((−x2)
min{1− 1

l2
,
l2−1
l2
})−Θ((−x2)

l2−1
n−l2 ) + θ((−x2)

l2
n−l2 ) = −Θ((−x2)

l2−1
n−l2 ) < 0.

2. l1 = 2l2 − 2 = n− 2, L1 = 1
2L

2
2 − b

n! . Èç óðàâíåíèÿ (3.24) ñëåäóåò

χí(x1) = L2(−x1)
l2 + θ((−x1)

l2+1)−
√

2L1(−x1)
l1+2

2 + θ((−x1)
l1+4

2 ) =

= (L2 −
√

2L1)(−x1)
l2 + θ((−x1)

l2+1),

χâ(x1) = L2(−x1)
l2 + θ((−x1)

l2+1) +
√

2L1(−x1)
l1+2

2 + θ((−x1)
l1+4

2 ) =

= (L2 +
√

2L1)(−x1)
l2 + θ((−x1)

l2+1).

Îáðàòíûå ê χí, χâ, x2m ôóíêöèè èìåþò âèä

χ∗í(x2) = −
(

x2

L2 −
√

2L1

) 1
l2

+ θ((−x2)
2
l2 ),

χ∗â(x2) = −
(

x2

L2 +
√

2L1

) 1
l2

+ θ((−x2)
2
l2 ), x1m(x2) = −

(
x2

L2

) 1
l2

+ θ((−x2)
2
l2 ).
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Òàêèì îáðàçîì,
χ∗í(x2)

x1m(x2) = l2

√
L2

L2−
√

2L1
+θ((−x2)

1
l2 ).

χ∗â(x2)

x1m(x2) = l2

√
L2

L2+
√

2L1
+θ((−x2)

1
l2 ).

Îáîçíà÷èì ñîîòíîøåíèå
χ∗í(x2)

x1m(x2) ÷åðåç ϑí, à ñîîòíîøåíèå
χ∗â(x2)

x1m(x2) � ÷åðåç ϑâ.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ F (x2, ϑ) =
∫ ϑx1m(x2)

χ∗í(x2)
C
A2

2
(x1, x2) dx1. Ïóñòü ϑ ìåíÿåòñÿ â

èíòåðâàëå [1,M ], ãäå M � äîñòàòî÷íî áîëüøàÿ êîíñòàíòà, íå çàâèñÿùàÿ îò x2.
Òîãäà ϑ = Θ(1). Ïîäñòàâëÿÿ ðàçëîæåíèå äëÿ C

A2
2
, íàõîäèì

F =

∫ ϑ

ϑí

C

A2
2

(τx1m(x2), x2) d(τx1m(x2)) =

= x1m(x2)

ϑ∫
ϑí

(
fm(τx1m(x2))−

1

2

(
x2 − x2m(τx1m(x2))

τx1m(x2)

)2

f0(τx1m(x2), x2)

)
dτ

=

∫ ϑ

ϑí

(
−L1τ

l1(−x1m(x2))
l1+1 + θ((−x2)

l1+2
l2 )−

−1 + θ((−x2)
1
l2 )

2τ 2x1m(x2)

(
x2 − τ l2x2 + θ((−x2)

l2+1
l2 )
)2
)
dτ =

=
x2

2

x1m(x2)

∫ ϑ

ϑí

(
L1τ

l1
(−x1m(x2))

2l2

x2
2

− 1

2τ 2

(
1− τ l2)

)2
+ θ((−x2)

1
l2 )

)
dτ =

=
x2

2

2x1m(x2)

∫ ϑ

ϑí

(
2L1

L2
2

τ 2l2−2 − 1

τ 2
+ 2τ l2−2 − τ 2l2−2 + θ((−x2)

1
l2 )

)
dτ =

=
x2

2

2x1m(x2)

[
1

ϑ
+

2

l2 − 1
ϑl2−1 +

2L1 − L2
2

L2
2(2l2 − 1)

ϑ2l2−1 −
(

L2

L2 −
√

2L1

)− 1
l2

−

− 2

l2 − 1

(
L2

L2 −
√

2L1

) l2−1
l2

− 2L1 − L2
2

L2
2(2l2 − 1)

(
L2

L2 −
√

2L1

) 2l2−1
l2

+ θ((−x2)
1
l2 )

]
.

Èìååì x2
2

2x1m(x2) < 0, 2L1−L2
2

L2
2(2l2−1)

< 0. Ñëåäîâàòåëüíî, êîýôôèöèåíò ïåðåä ñòàðøèì
÷ëåíîì ïîëîæèòåëåí, è ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ϑ èìååì F (x2, ϑ) > 0. Âûáåðåì
M òàê, ÷òî F (x2, ϑ) > 0 äëÿ âñåõ ϑ ≤ M . Ïðè ϑ = 1 èìååì F (x2, ϑ) < 0, òàê
êàê C

A2
2
(x1, x2) < 0 íà èíòåðâàëå x1 ∈ (x1m(x2), χ

∗
í(x2)).

Çíà÷åíèå x1β(x2) îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì (3.26), ò.å. F (x2,
x1β(x2)
x1m(x2)) = 0. Èç

âûøåñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî x1β(x2)
x1m(x2) ∈ (ϑâ,M). Îáîçíà÷èì ñîîòíîøåíèå x1β(x2)

x1m(x2)

143



÷åðåç ϑβ. Èìååì

ϑβϑí > ϑâϑí = l2

√
L2

L2 −
√

2L1

L2

L2 +
√

2L1

+ θ((−x2)
1
l2 ) =

= l2

√
L2

2

L2
2 − 2L1

+ θ((−x2)
1
l2 ) > 1. (3.27)

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ F ′(x2) =
∫ χ∗í(x2)

x1β(x2)
∂
∂x2

C
A2

2
(x1, x2) dx1. Ïîäñòàâëÿÿ ïîä èí-

òåãðàë ðàçëîæåíèå (3.23) è èñïîëüçóÿ (3.27) è íåðàâåíñòâî ìåæäó àðèôìåòè÷å-
ñêèì è ãåîìåòðè÷åñêèì ñðåäíèì, íàõîäèì

F ′ = −x1m(x2)

∫ ϑβ

ϑí

(
−f0(τx1m(x2), x2)

(
x2 − x2m(τx1m(x2))

τ 2(x1m(x2))2

)
−

−1

2

(
x2 − x2m(x1)

τx1m(x2)

)2
∂f0

∂x2
(τx1m(x2), x2)

)
dτ =

=

∫ ϑβ

ϑí

(
(1 + θ((−x2)

1
l2 ))

(
x2 − τ l2x2 + θ((−x2)

1+ 1
l2 )

τ 2x1m(x2)

)
− θ((−x2)

2− 1
l2 )

)
dτ

= − x2

x1m(x2)

∫ ϑβ

ϑí

(
− 1

τ 2
+ τ l2−2 + θ((−x2)

1
l2 )

)
dτ =

= −Θ((−x2)
1− 1

l2 )

(
1

ϑβ
− 1

ϑí
+

1

l2 − 1
(ϑl2−1

β − ϑl2−1
í ) + θ((−x2)

1
l2 )

)
=

= −Θ((−x2)
1− 1

l2 )
ϑβ − ϑí
ϑβϑí

(
−1 + ϑβϑí

∑l2−2
i=0 ϑ

l2−2−i
β ϑií

l2 − 1
+ θ((−x2)

1
l2 )

)
=

= −Θ((−x2)
1− 1

l2 )−Θ((−x2)
1− 1

l2 )
(
−1 + (ϑβϑí)

l2
2 + θ((−x2)

1
l2 )
)

=

= −Θ((−x2)
1− 1

l2 ).

Äîêàæåì íåðàâåíñòâî (3.22). Èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå äëÿ ôóíêöèè C
A2

2
, íàõî-

äèì ∫ χ∗í(x2)

x1β(x2)

∂

∂x2

C

A2
2

(τ, x2) dτ −
A1

A2

C

A2
2

(x1β(x2), x2) =

= −Θ((−x2)
1− 1

l2 )− θ(1)

(
−Θ((−x2)

l1
l2 )−Θ(1)

(
−Θ((−x2)

1− 1
l2 )
)2
)

=

= −Θ((−x2)
1− 1

l2 ) + θ((−x2)
2− 2

l2 ) < 0.
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3. l1 ≥ 2l2 − 1 = n− 1, 1
2L

2
2 = b

n! . Èç óðàâíåíèÿ (3.24) ñëåäóåò

χí(x1) = x2m(x1)−
√

2L1(−x1)
l1+2

2 + θ((−x1)
l1+4

2 ) = L2(−x1)
l2 + θ((−x1)

l2+ 1
2 ).

Èíâåðòèðóÿ ôóíêöèè χí, x2m, ïîëó÷àåì

χ∗í(x2) = −(−L2)
− 1
l2 (−x2)

1
l2 + θ((−x2)

3
2l2 , x1m(x2) = −

(
x2

L2

) 1
l2

+ θ((−x2)
2
l2 ).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âñåõ òî÷åê x1 èç èíòåðâàëà (4x1m(x2) − 3χ∗í(x2), χ
∗
í(x2))

ñïðàâåäëèâà îöåíêà x1 = −(−L2)
− 1
l2 (−x2)

1
l2 + θ((−x2)

3
2l2 , à äëÿ ïðîèçâîäíîé

àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè x2m � îöåíêà

dx2m(x1)

dx1
= −l2L2(−x1)

l2−1 + θ((−x1)
l2) =

= −l2L2(−L2)
− l2−1

l2 (−x2)
l2−1
l2 + θ((−x2)

1− 1
2l2 . (3.28)

Ñ îäíîé ñòîðîíû, èìååì

x2 − x2m(χ∗í(x2)) = χí(χ∗í(x2))− x2m(χ∗í(x2)) =

= −
√

2L1(−χ∗í(x2))
l1+2

2 + θ((−χ∗í(x2))
l1+4

2 ) =

= −
√

2L1[(−L2)
− 1
l2 (−x2)

1
l2 + θ((−x2)

3
2l2 ]

l1+2
2 + θ((−x2)

1
l2

l1+4
2 )

= −
√

2L1(−L2)
− l1+2

2l2 (−x2)
l1+2
2l2 + θ((−x2)

l1+3
2l2 .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

x2−x2m(χ∗í(x2)) = x2m(x1m(x2))−x2m(χ∗í(x2)) = (x1m(x2)−χ∗í(x2))
dx2m

dx1
(ξ)

= (x1m(x2)− χ∗í(x2))
(
l2(−L2)

1
l2 (−x2)

l2−1
l2 + θ((−x2)

1− 1
2l2

)
.

Çäåñü ξ ∈ (x1m(x2), χ
∗
í(x2)) � ïðîìåæóòî÷íàÿ òî÷êà. Ïðèðàâíèâàÿ îáà âûðàæå-

íèÿ, íàõîäèì

−
√

2L1(−L2)
− l1+2

2l2 (−x2)
l1+2
2l2 =

= (x1m(x2)− χ∗í(x2))l2(−L2)
1
l2 (−x2)

l2−1
l2 (1 + θ((−x2)

1
2l2 )),

x1m(x2)− χ∗í(x2) = −
√

2L1

l2
(−L2)

− l1+4
2l2 (−x2)

l1−2l2+4
2l2 (1 + θ((−x2)

1
2l2 )).
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Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ F (x2, ϑ) =
∫ x1m(x2)+ϑ(x1m(x2)−χ∗í(x2))

χ∗í(x2)
C
A2

2
(x1, x2) dx1. Äî-

ïóñòèì, ÷òî ϑ ìåíÿåòñÿ â èíòåðâàëå [−1, 3], òîãäà ϑ = θ(1). Ñ ïîìîùüþ îöåíêè
(3.28) ïîëó÷àåì

x2 − x2m(x1m(x2) + ϑ(x1m(x2)− χ∗í(x2))) =

∫ x1m(x2)

x1m(x2)+ϑ(x1m(x2)−χ∗í(x2))

dx2m

dx1
dx1 =

= −ϑ(x1m(x2)− χ∗í(x2))(l2(−L2)
1
l2 (−x2)

l2−1
l2 + θ((−x2)

1− 1
2l2 ).

Îáîçíà÷èì x1m(x2)+τ(x1m(x2)−χ∗í(x2)) êîðîòêî ÷åðåç x1. Èñïîëüçóÿ ïîñëåäíèé
ðåçóëüòàò è ïîäñòàâëÿÿ ðàçëîæåíèå ôóíêöèè C

A2
2
, íàõîäèì

F = (x1m(x2)− χ∗í(x2))

∫ ϑ

−1

(
fm(x1)−

1

2

(
x2 − x2m(x1)

x1

)2

f0(x1, x2)

)
dτ =

= (x1m(x2)− χ∗í(x2))

∫ ϑ

−1

fm(−
(
x2

L2

) 1
l2

+ θ((−x2)
3

2l2 ))− (1 + θ((−x2)
1
l2 ))∗

∗ 1

2

−τ(x1m(x2)− χ∗í(x2))(l2(−L2)
1
l2 (−x2)

l2−1
l2 + θ((−x2)

1− 1
2l2 )

−
(
x2

L2

) 1
l2 + θ((−x2)

3
2l2 )


2

dτ

= (x1m(x2)− χ∗í(x2))

∫ ϑ

−1

(
L1

(
x2

L2

) l1
l2

(1 + θ((−x2)
1

2l2 ))−

−1

2
τ 2

(√
2L1

l2
(−L2)

− l1+4
2l2 (−x2)

l1−2l2+4
2l2

)2

l22(−L2)
4
l2 (−x2)

2l2−4
l2 (1 + θ((−x2)

1
l2 ))

)
dτ

= (x1m(x2)− χ∗í(x2))L1

(
x2

L2

) l1
l2

[
(ϑ+ 1)− 1

3
(ϑ3 + 1) + θ((−x2)

1
2l2 )

]
=

= −1

3
(ϑ+ 1)(x1m(x2)− χ∗í(x2))L1

(
x2

L2

) l1
l2
[
ϑ2 − ϑ− 2 + θ((−x2)

1
2l2 )
]
.

Óðàâíåíèå ϑ2 − ϑ − 2 = 0 èìååò ðåøåíèÿ −1 è 2. Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå
(3.26), êîòîðîå èìååò âèä F (x2,

x1β(x2)
x1m(x2)) = 0, çàäà¼ò ñîîòíîøåíèå ϑβ =

x1β(x2)
x1m(x2) â

âèäå ϑβ = 2 + θ((−x2)
1

2l2 ).
Äîêàæåì íåðàâåíñòâî (3.22). Îáîçíà÷àÿ x1m(x2)+τ(x1m(x2)−χ∗í(x2)) êîðîòêî
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÷åðåç x1, íàõîäèì∫ χ∗í(x2)

x1β(x2)

∂

∂x2

C

A2
2

(τ, x2) dτ −
A1

A2

C

A2
2

(x1β(x2), x2) = (x1m(x2)− χ∗í(x2)) ∗

∗
∫ ϑβ

−1

(
(1 + θ((−x2)

1
l2 ))

x2 − x2m(x1)

x2
1

+ θ(1)

(
x2 − x2m(x1)

x1

)2
)
dτ

−θ(1)

(
fm(x1β(x2))−

1

2

(
x2 − x2m(x1β(x2))

x1β(x2)

)2

(1 + θ(x1β(x2))

)
=

= −Θ((−x2)
l1−2l2+4

2l2 )

∫ ϑβ

−1


−τ(x1m(x2)− χ∗í(x2))l2(−L2)

1
l2 (−x2)

l2−1
l2(

−
(
x2

L2

) 1
l2 (1 + θ((−x2)

1
2l2 )

)2

 ∗

∗(1 + θ((−x2)
1
l2 )) + θ(1)

−τ(x1m(x2)− χ∗í(x2))l2(−L2)
1
l2 (−x2)

l2−1
l2

−
(
x2

L2

) 1
l2 (1 + θ((−x2)

1
2l2 )


2
 dτ

−θ

Θ((−x2)
l1
l2 )−

−(2+θ((−x2)
1

2l2 ))(x1m(x2)−χ∗í(x2))l2(−L2)
1
l2 (−x2)

l2−1
l2

√
2

(
−
(
x2

L2

) 1
l2 + θ((−x2)

2
l2 )

)


2


= −Θ((−x2)
l1−2l2+4

2l2 )

(∫ 2

−1

(
(1 + θ((−x2)

1
2l2 ))τ

√
2L1(−L2)

− l1−2
2l2 (−x2)

l1−2
2l2

)
dτ

+θ((−x2)
l1−1
2l2 )
)
− θ((−x2)

l1
l2 ) = −Θ((−x2)

2l1−2l2+2
2l2 ) + θ((−x2)

2l1−2l2+3
2l2 ) < 0.

Îöåíêà x2 = θ(x2
1) ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâ χ(x1) < x2 < 0, ñïðàâåäëèâûõ íà

γβ.
Óòâåðæäåíèå 3.27 äîêàçàíî. 2
Ïî îïðåäåëåíèþ ôóíêöèè ωîñ äëÿ ëþáîãî u ∈ R èìååì

DA+uBωîñ = F + (u− 1)H1îñ. (3.29)

Óòâåðæäåíèå 3.28. Íà êðèâîé γα ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî ωîá − ωîñ < 0.

Äîêàçàòåëüñòâî: Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 3.25 íà êðèâîé γα èìååì îöåíêó
dx2

dx1
= θ(

√
−x1). Òàê êàê ôóíêöèÿ x2(x1), çàäàþùàÿ êðèâóþ γα, îòðèöàòåëü-

íàÿ äëÿ x1 < 0, èìååì â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 3.25 dx2

dx1
> 0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî γα
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ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé òðàåêòîðèåé óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû 3.2 ñ íåêîòîðîì óïðàâ-
ëåíèåì u(x1) ∈ (0, 1). Ïàðàìåòðèçóåì γα âðåìåíåì t. Â ñèëó óðàâíåíèé (3.19),
(3.29) èìååì

d(ωîá−ωîñ)
dt

=DA+uB(ωîá−ωîñ)=F+uH
1îá−(F+(u−1)H1îñ)=(1−u)H1îñ > 0.

Îòñþäà ñëåäóåò
d(ωîá−ωîñ)

dx2
=

H1îñ
A2

> 0 è (ωîá−ωîñ)(x2) = −
∫ 0

x2

d(ωîá−ωîñ)

dx2
dτ <

0. 2

Óòâåðæäåíèå 3.29. Íà êðèâîé γβ ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî ωîá − ωîñ > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî: Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 3.27 êðèâàÿ γβ ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé
òðàåêòîðèåé óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû 3.2 ñ íåêîòîðîì óïðàâëåíèåì u(x1) ∈ (0, 1).
Ïàðàìåòðèçóåì γβ âðåìåíåì t. Òàê êàê êðèâàÿ γβ ëåæèò ìåæäó γα è ρ

01îá, íà
ýòîé êðèâîé èìååì H

1îá < 0.
Íà γβ èìååì â ñèëó óðàâíåíèé (3.19), (3.29)

d(ωîá−ωîñ)
dt

= DA+uB(ωîá−ωîñ) = F+uH
1îá−(F+(u−1)H1îñ) = uH

1îá < 0.

Îòñþäà
d(ωîá−ωîñ)

dx2
= u

1−u
H

1îá
A2

< 0 è (ωîá−ωîñ)(x2) = −
∫ 0

x2

d(ωîá−ωîñ)

dx2
dτ > 0. 2

Òàêèì îáðàçîì, íà ëþáîé êðèâîé, ñîåäèíÿþùåé γα è γβ, ëåæàò òî÷êè, â
êîòîðûõ ωîá − ωîñ = 0.

Óòâåðæäåíèå 3.30. Ìíîæåñòâî òî÷åê, ðàñïîëîæåííûõ ìåæäó γα è γβ, â
êîòîðûõ âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå ωîá − ωîñ = 0, îáðàçóåò äèôôåðåíöèðóåìóþ
êðèâóþ ρd. Êðèâàÿ ρd ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé òðàåêòîðèåé óïðàâëÿåìîé ñèñòå-
ìû 3.2 ñ óïðàâëåíèåì u ∈ (0, 1), ïðèõîäÿùåé â òî÷êó x̃.

Äîêàçàòåëüñòâî: Â îáëàñòè, ðàñïîëîæåííîé ìåæäó γα è γβ, èìååì H1îá <

0, H1îñ > 0. Ïîýòîìó óïðàâëåíèå û =
H1îñ

H1îñ−H
1îá

ëåæèò â èíòåðâàëå (0, 1).

Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ âûðàæåíèÿ ωîá − ωîñ ïî íàïðàâëåíèþ A+ uB:

DA+uB(ωîá − ωîñ) = F + uH
1îá − (F + (u− 1)H1îñ)

= u(H
1îá −H1îñ) +H1îñ

= (u− û)(H
1îá −H1îñ).

Òàêèì îáðàçîì, DA+uB(ωîá − ωîñ) < 0 â ñëó÷àå u > û, DA+uB(ωîá − ωîñ) > 0 â
ñëó÷àå u < û, è DA+uB(ωîá − ωîñ) = 0 â ñëó÷àå u = û.
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Ïóñòü p ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé, ðàñïîëîæåííîé ìåæäó γα è γβ, â êîòîðîé ωîá −
ωîñ = 0. Ðàññìîòðèì òðàåêòîðèþ ρd âåêòîðíîãî ïîëÿ A + ûB, ïðîõîäÿùóþ
÷åðåç òî÷êó p. ßñíî, ÷òî âñþäó íà ρd âûïîëíÿåòñÿ ωîá−ωîñ = 0, è ρd íå ìîæåò
ïåðåñå÷ü íè êðèâóþ γα, íè γβ. Ñëåäîâàòåëüíî, òðàåêòîðèÿ ρd ñòûêóåòñÿ ñ òî÷êîé
x̃.

Ðàññìîòðèì òðàåêòîðèþ âåêòîðíîãî ïîëÿ A + B, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç ïðîèç-
âîëüíóþ òî÷êó p′ íà êðèâîé ρd. Íà ýòîé òðàåêòîðèè èìååì u = 1, ñëåäîâàòåëüíî,
d
dt(ωîá − ωîñ) < 0. Ïîýòîìó p′ ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé òî÷êîé íà ýòîé òðàåêòî-
ðèè, â êîòîðîé ωîá − ωîñ = 0. Òàê êàê òðàåêòîðèè ïîëÿ A + B, ïðîõîäÿùèå
÷åðåç òî÷êè êðèâîé ρd, çàìåòàþò âñþ îáëàñòü ìåæäó êðèâûìè γα è γβ, òî ëþáàÿ
òî÷êà, â êîòîðîé ωîá − ωîñ = 0, ëåæèò íà ρd. 2

Îïðåäåëèì â îêðåñòíîñòè U ñêàëÿðíóþ ôóíêöèþ ω. Â îáëàñòè ìåæäó êðè-
âûìè ρd è γí ïîëîæèì ω = ωîñ, â îáëàñòè ìåæäó êðèâûìè ρd è ρ01îá ïîëîæèì
ω = ωîá. Â îñòàâøåéñÿ îáëàñòè îïðåäåëèì ω ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ðàññìîòðèì òðàåêòîðèè ñèñòåìû (3.6), ñîåäèíÿþùèå êðèâûå ρ̂
01îá è ρ̂

10îá,
è òðàåêòîðèè ñèñòåìû (3.8), ñîåäèíÿþùèå êðèâûå ρ̂

10îá è γ̂í â ðàñøèðåííîì
ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 3.22 ñîâîêóïíîñòü ýòèõ òðàåêòîðèé
îáðàçóåò ëîêàëüíîå ñå÷åíèå, íàêðûâàþùåå îñòàâøóþñÿ îáëàñòü. Â ñèëó óòâåð-
æäåíèÿ 2.35 ôóíêöèÿ ψ, îïðåäåëÿåìàÿ ýòèì ñå÷åíèåì, èìååò ïîòåíöèàë ω. Îò-
íîðìèðóåì åãî óñëîâèåì ω(x̃) = 0. Ïî îïðåäåëåíèþ ôóíêöèÿ ω íà êðèâîé γí
ñîâïàäàåò ñ ωîñ, à íà êðèâîé ρ01îá � c ωîá.

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ ω íåïðåðûâíà â îêðåñòíîñòè U . Èç å¼ îïðåäåëåíèÿ
ñëåäóåò, ÷òî îíà óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Áåëëìàíà äëÿ ñèíòåçà, îïèñàííîãî â
òåîðåìå 3.4. Ýòî äîêàçûâàåò îïòèìàëüíîñòü ýòîãî ñèíòåçà. Îïðåäåëåíèå ñèíòåçà
íåïðîòèâîðå÷èâî â ñèëó óòâåðæäåíèé 3.22, 3.3 è 3.30. Òåîðåìà 3.4 äîêàçàíà.
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Ðèñ. 6: Ëèíèè áèôóðêàöèé â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ

4 Ðåçóëüòàòû

Ìû ïîñòàâèëè ñåáå öåëüþ êëàññèôèöèðîâàòü ñèñòåìû (0.1),(0.2) ïî îòíîøåíèþ
òîïîëîãè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè îïòèìàëüíûõ ñèíòåçîâ â ñëó÷àå îáùåãî ïîëî-
æåíèÿ. Â ãëàâå 1 ìû ñâåëè ýòó ïðîáëåìó ê èññëåäîâàíèþ ñèñòåì (2.2),(2.1), çàäà-
þùèõñÿ ÷åòâ¼ðêàìè ôóíêöèé (A,B, F,G), ñòðóè p(A,B, F,G) êîòîðûõ ëåæàò â
ìíîæåñòâå Q∗. Ýòî ìíîæåñòâî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äâóìåðíîå ìíîãîîáðàçèå, ãî-
ìåîìîðôíîå R×S1 è ïàðàìåòðèçîâàííîå ïåðåìåííûìè α ∈ (−2, 2), φ ∈ [0, 2π).
Â ñëó÷àå îáùåãî ïîëîæåíèÿ òèï ñèíòåçà îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèÿìè ýòèõ äâóõ
ïàðàìåòðîâ.

Îïðåäåëèì íà Q∗ òðè îòêðûòûå îáëàñòè (ñì. ðèñ. 4):

Q∗1 = {(α, φ) | π
2
< φ < π},

Q∗2 = {(α, φ) | π < φ < φ̃(α)},
Q∗3 = {(α, φ) |φ ∈ [0,

π

2
) ∪ (φ̃(α), 2π)}.

Îáúåäèíåíèå
⋃
iQ
∗
i ïëîòíî â Q

∗ è îïðåäåëÿåò ñëó÷àé îáùåãî ïîëîæåíèÿ â Q.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç S ìíîæåñòâî ÷åòâ¼ðîê ôóíêöèé (A,B, F,G) êëàññà C3,

îïðåäåë¼ííûõ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U ′ òî÷êè x̃ è óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëî-
âèÿì
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i) A(x̃) = 0,
ii) (1

2tr(∂A∂x (x̃)))2 − det(∂A∂x (x̃)) < 0,
iii) B(x̃) 6= 0,
iv) F (x̃) = G(x̃) = 0,
v) ∇F (x̃) = 0,

Êàæäîé ÷åòâ¼ðêå ôóíêöèé ñîïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëà

α =

[
tr ∂A∂x√
det ∂A

∂x

]
(x̃),

s =

[
BT ∂

2F

∂2x
B − 2

∂G

∂x

∂A

∂x
B

]
(x̃),

c =

[
− det

∂A

∂x

(
BT (

∂A

∂x

−1

)T
∂2F

∂2x

∂A

∂x

−1

B − 2
∂G

∂x

∂A

∂x

−1

B

)]
(x̃).

Åñëè ÷èñëà s è c íå ðàâíû îäíîâðåìåííî íóëþ, ÷òî îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû òàêèå
÷èñëà r > 0, φ ∈ [0, 2π), ÷òî s = r sinφ, c = r cosφ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Si, i = 1, 2, 3 ìíîæåñòâî ÷åòâ¼ðîê èç S, äëÿ êîòîðûõ ñî-
îòâåòñòâóþùèå ÷èñëà α, φ ëåæàò â ìíîæåñòâå Q∗i , i = 1, 2, 3 ñîîòâåòñòâåííî.
Ìíîæåñòâà Si îòêðûòû è èõ îáúåäèíåíèå ïëîòíî â S. Ðåçóëüòàòû ãëàâ 1 è 2
ìîæíî ïîäûòîæèòü â ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà: Ïóñòü äàíà çàäà÷à (0.1),(0.2), çàäàâàåìàÿ ÷åòâ¼ðêîé ôóíêöèé
(A,B, F,G) ∈ S.

Åñëè (A,B, F,G) ∈ S1, òî îïòèìàëüíûé ñèíòåç â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè
U òî÷êè x̃ ñóùåñòâóåò è èìååò ñëåäóþùèé âèä. Èìåþòñÿ êðèâàÿ ïåðåêëþ-
÷åíèÿ ñ u = 1 íà u = 0 è îäíîìåðíûé îñîáûé ðåæèì, ñòûêóþùèåñÿ â òî÷êå
x̃ è ðàçäåëÿþùèå îêðåñòíîñòü U íà äâå îáëàñòè, â êîòîðûõ óïðàâëåíèÿ 0 è 1
ñîîòâåòñòâåííî îïòèìàëüíû. Èìååòñÿ â òî÷íîñòè îäíà òðàåêòîðèÿ, êîòî-
ðàÿ çà êîíå÷íîå âðåìÿ ïîïàäàåò â òî÷êó x̃. Âñå äðóãèå òðàåêòîðèè âíà÷àëå çà
êîíå÷íîå âðåìÿ âûõîäÿò íà îñîáûé ðåæèì è ïî íåìó àñèìïòîòè÷åñêè ïðè-
áëèæàþòñÿ ê x̃. Îñîáûé ðåæèì, âêëþ÷àÿ x̃, èìååò ïåðâûé ïîðÿäîê.

Åñëè (A,B, F,G) ∈ S2, òî îïòèìàëüíûé ñèíòåç â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè
U òî÷êè x̃ ñóùåñòâóåò è èìååò ñëåäóþùèé âèä. Èìåþòñÿ äâå êðèâûå ïåðå-
êëþ÷åíèÿ ñ u = 1 íà u = 0 è ñ u = 0 íà u = 1 ñîîòâåòñòâåííî, ñòûêóþùèåñÿ
â òî÷êå x̃ è ðàçäåëÿþùèå îêðåñòíîñòü U íà äâå îáëàñòè, ãäå óïðàâëåíèÿ 0 è
1 ñîîòâåòñòâåííî îïòèìàëüíû. Òðàåêòîðèè ïîïåðåìåííî ïåðåñåêàþò êðèâûå
ïåðåêëþ÷åíèÿ, ÷åðåäóÿ óïðàâëåíèå, è ïî ñïèðàëè íàìàòûâàþòñÿ íà òî÷êó x̃.
Ïîñëåäíÿÿ ÿâëÿåòñÿ îñîáûì ðåæèìîì ïåðâîãî ïîðÿäêà. Âåñü ïðîöåññ çàíèìàåò

151



áåñêîíå÷íîå âðåìÿ, ïðè ýòîì äëèíû èíòåðâàëîâ ïðèìåíåíèÿ óïðàâëåíèÿ 1 óáû-
âàþò ñî ñêîðîñòüþ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè, à äëèíû èíòåðâàëîâ ïðèìåíå-
íèÿ óïðàâëåíèÿ 0 ñòðåìÿòñÿ ê ôèêñèðîâàííîìó ïîëîæèòåëüíîìó çíà÷åíèþ.
Ðàññòîÿíèå äî òî÷êè x̃ òàêæå ñîêðàùàåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ ãåîìåòðè÷åñêîé
ïðîãðåññèè.

Åñëè (A,B, F,G) ∈ S3, òî îïòèìàëüíîãî ñèíòåçà â îêðåñòíîñòè x̃ íå ñó-
ùåñòâóåò, è èíôèìóì ôóíêöèîíàëà J ðàâåí −∞.

Äëÿ ëþáûõ äâóõ ñèñòåì, ïðèíàäëåæàùèõ îäíîâðåìåííî ëèáî ìíîæåñòâó S1,
ëèáî ìíîæåñòâó S2, ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì îêðåñòíîñòåé òî÷êè x̃, ïåðåâîäÿ-
ùèé îïòèìàëüíûé ñèíòåç îäíîé ñèñòåìû â îïòèìàëüíûé ñèíòåç äðóãîé. Â ýòîì
ñìûñëå ñèñòåìû èç ìíîæåñòâ S1 è S2 ñòðóêòóðíî ñòàáèëüíû. 2

Âî âñåõ äðóãèõ çàäà÷àõ (0.1),(0.2) èç ìíîæåñòâà S ñòðóêòóðà ñèíòåçà çàâèñèò
îò ÷ëåíîâ áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà â ðàçëîæåíèÿõ Òåéëîðà ôóíêöèé A,B, F,G
â òî÷êå x̃. Íî â ñëó÷àå îáùåãî ïîëîæåíèÿ òèï ðåøåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ èíâàðèàí-
òàìè α, φ.

Çàìå÷àíèå: Ãîìåîìîðôèçì, îñóùåñòâëÿþùèé ýêâèâàëåíòíîñòü, ìîæíî âû-
áðàòü íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà çíà÷åíèÿ
ïàðàìåòðîâ α è φ ó ðàññìàòðèâàåìûõ ñèñòåì ñîâïàäàþò.

Çàìå÷àíèå: Îáëàñòè Q∗i èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî çàìåíû α → −α. Ýòî
èìååò ñëåäóþùóþ ïðè÷èíó. Îïòèìàëüíûé ñèíòåç çàäà¼òñÿ ëåæàíäðîâûì ñå÷å-
íèåì â êîêàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè T ∗X, îïðåäåëÿþùåì ñîïðÿæ¼ííûå ïåðåìåí-
íûå ψ êàê ôóíêöèè îò x. Äëÿ òðàåêòîðèé íà ýòîì ñå÷åíèè òî÷êà x̃ ÿâëÿåòñÿ
ω-ïðåäåëüíîé. Íî íàðÿäó ñ ýòèì ñå÷åíèåì ñóùåñòâóåò åù¼ îäíî ëåæàíäðîâî ñå-
÷åíèå, äëÿ êîòîðîãî òî÷êà x̃ ÿâëÿåòñÿ α-ïðåäåëüíîé. Ïðè èíâåðñèè íàïðàâëåíèÿ
âðåìåíè ýòè äâà ñå÷åíèÿ ïåðåõîäÿò äðóã â äðóãà. Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå èíäóöè-
ðóåò äèñêðåòíóþ ñèììåòðèþ α→ −α â ïðîñòðàíñòâå îðáèò Q.

Èç ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ â ãëàâå 3, âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà: Ïîëîæèì, ÷òî äàíà çàäà÷à (0.1),(0.2), çàäàâàåìàÿ ÷åòâ¼ðêîé

àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé (A,B, F,G) èç ìíîæåñòâà S. Ïóñòü âåëè÷èíà φ, ñî-
ïîñòàâëåííàÿ ýòîé ÷åòâ¼ðêå, ðàâíà π. Òîãäà îïòèìàëüíûé ñèíòåç â íåêî-
òîðîé îêðåñòíîñòè U òî÷êè x̃ ñóùåñòâóåò è èìååò ñòðóêòóðó îäíîãî èç
ñëåäóþùèõ òèïîâ:

à) Èìååòñÿ îñîáûé ðåæèì γí, ïî êîòîðîìó ôàçîâàÿ òî÷êà çà êîíå÷íîå
âðåìÿ ïîïàäàåò â íà÷àëî êîîðäèíàò. Âåêòîð B ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíûì ê γí
â òî÷êå x̃. Êðîìå òîãî, ñóùåñòâóåò êðèâàÿ ïåðåêëþ÷åíèÿ ρ10 ñ óïðàâëåíèÿ
u = 1 íà u = 0, ðàñïîëîæåííàÿ òðàíñâåðñàëüíî ê γí è ñòûêóþùàÿñÿ â x̃ ñ
γí. Òðàåêòîðèè, èñõîäÿùèå èç ρ10, çà êîíå÷íîå âðåìÿ ïîïàäàþò íà γí. Îñòàâ-
øàÿñÿ ÷àñòü îêðåñòíîñòè U çàïîëíåíà òðàåêòîðèÿìè ñ óïðàâëåíèåì u = 1,
êîòîðûå ïîïàäàþò ëèáî íà êðèâóþ ρ10, ëèáî íà γí, à îäíà òðàåêòîðèÿ � â
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òåðìèíàëüíóþ òî÷êó x̃.
á) Ñóùåñòâóåò êðèâàÿ ïåðåêëþ÷åíèÿ ρ01 ñ óïðàâëåíèÿ u = 0 íà u = 1 è

êðèâàÿ ïåðåêëþ÷åíèÿ ρ10 ñ óïðàâëåíèÿ u = 1 íà u = 0. Îáå êðèâûå ñòûêóþòñÿ
â òî÷êå x̃, ïðè ýòîì âåêòîð B êàñàåòñÿ êðèâîé ρ01 â òî÷êå x̃. Òðàåêòîðèè ñè-
ñòåìû îáîðà÷èâàþòñÿ âîêðóã x̃, ïîïåðåìåííî ïåðåñåêàÿ êðèâûå ïåðåêëþ÷åíèÿ
è ÷åðåäóÿ óïðàâëåíèå. Äëèíû îòðåçêîâ âðåìåíè, â òå÷åíèå êîòîðûõ èñïîëüçó-
åòñÿ óïðàâëåíèå u = 0, ñòðåìÿòñÿ ê ïîëîæèòåëüíîé ïîñòîÿííîé âåëè÷èíå, à
äëèíû îòðåçêîâ âðåìåíè, â òå÷åíèå êîòîðûõ èñïîëüçóåòñÿ óïðàâëåíèå u = 1,
ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ. Ñ êàæäûì îáîðîòîì ôàçîâàÿ òî÷êà ïðèáëèæàåòñÿ ê íà-
÷àëó êîîðäèíàò.

â) Îïòèìàëüíûé ñèíòåç èìååò âèä, îïèñàííûé â ïóíêòå á). Äîïîëíèòåëü-
íî èìååòñÿ ýêèâîêàëüíûé îñîáûé ðåæèì γí, ñòûêóþùèéñÿ â òî÷êå x̃ ñ êðè-
âûìè ïåðåêëþ÷åíèÿ. Âåêòîð B êàñàòåëåí ê γí â òî÷êå x̃.

ã) Èìååòñÿ îñîáûé ðåæèì γí, êðèâàÿ ïåðåêëþ÷åíèÿ ρ01 ñ óïðàâëåíèÿ u = 0
íà u = 1, êðèâàÿ ïåðåêëþ÷åíèÿ ρ10 ñ óïðàâëåíèÿ u = 1 íà u = 0, è êðèâàÿ
äèñïåðñèè ρd. Âñå êðèâûå ñòûêóþòñÿ â òî÷êå x̃. Ïðè ýòîì âåêòîð B â ýòîé
òî÷êå êàñàòåëåí ê γí, ρ01 è ρd, è ρd ëåæèò ìåæäó γí è ρ01. Èç êðèâîé ρd
èñõîäÿò äâà ñåìåéñòâà òðàåêòîðèé ñ óïðàâëåíèÿìè u = 0 è u = 1 ñîîò-
âåòñòâåííî. Òðàåêòîðèè ñ óïðàâëåíèåì u = 1 áåç ïåðåêëþ÷åíèé óïðàâëåíèÿ
ïîïàäàþò íà îñîáûé ðåæèì γí, ñåìåéñòâî òðàåêòîðèé ñ óïðàâëåíèåì u = 0
ïðîõîäèò ïîî÷åðåäíî êðèâûå ïåðåêëþ÷åíèÿ ρ01 è ρ10, ïðåòåðïåâàÿ ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ïåðåêëþ÷åíèÿ óïðàâëåíèÿ, à ïîòîì òàêæå ïîïàäàåò íà γí. Ïî γí
ôàçîâàÿ òî÷êà çà êîíå÷íîå âðåìÿ ïîïàäàåò â x̃. 2
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