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’ Introduction \

L’activité scientifique conduit a la nécessité de mesurer des grandeurs concretes des
longueurs, des surfaces ou volumes, mais aussi des objets plus abstraits, des faits, des
événements. Cela consiste a faire correspondre un nombre appelé mesure a un ensemble
que 'on désire mesurer, ce nombre devant vérifier quelques propriétés de cohérence.
L’objet de la théorie de la mesure et de 'intégration est d’établir un modele mathématique
général pour la notion de mesure et ses conséquences, notamment la définition de I'intégrale
d’une fonction par rapport a une mesure, qui permet de généraliser la notion de somme de
fonction de valeurs variables pondérées selon la valeur de ces variables. Ceci généralise la
notion déja acquise d’intégrale et fournit un outil mathématique de base pour I'ingénieur
dans ses activités de calcul et de modélisation.

Ce cours n’est qu’un survol de cette théorie et n’en constitue que 1'essentiel utile dans les
applications, la plus importante étant celle du calcul des probabilités. C’est la raison pour
laquelle cette théorie sera introduite ou justifiée par le biais de la définition du modele
probabiliste, qui en exprime toute la nécessité.

Dans le cadre des cours dispensés au CPP l'objectif de ce cours est d’initier les éleves
la construction d’une théorie conceptuelle presqu’entierement démontrée a ’exception
de deux théoremes difficiles, avec des outils leur porte, et qui permet de rsoudre la
problmatique donne au dpart. Au del des rsultats qui leur serviront ou non dans leur vie
d’tudiants ou professionnelle la dmarche qui consiste poser une problmatique, construire
des outils et des symboliques qui prennent un sens et qui grce aux rgles de cohrence
des mathmatiques permettent de rsoudre de faon simple un probleme compliqué est une
dmarche générique qui constitue le quotidien d’un ingnieur. Faire des mathématiques, c¢’est
I’art d’étre intelligemment fainéant et e cours fournit I’occasion d’en faire un apprentissage
avec des applications concretes en probabilités. Cette initiation permet donc aux éleves
de confirmer ou d’infirmer leur gotuit pour la démarche conceptuelle.
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Chapitre 1

Introduction aux probabilités comme
mesure du hasard

1.1 L’espace fondamental des probabilités

1.1.1 Espaces probabilisables
Eventualités

Dans une expérience ou une situation gouvernée par le hasard, on considere ’ensemble
() de toutes les éventualités possibles pour le caractere auquel on s’intéresse.
Exemple 1:
On lance un dé et on lit le chiffre lu sur la face supérieure.

Q={1,23456}.
On lance deux dés, le résultat est un couple w = (i,j),

0 ={1,234506}>.
Si 'on s’intéresse a la somme des chiffres lus,

0={23,...,12} .
Exemple 2:

On souhaite compter le nombre de pannes d’'un appareil pendant une période donnée. On
ne sait pas borner, a priori, ce nombre.

Q=N.

Exemple 3:
On souhaite mesurer la durée de bon fonctionnement d’un appareil.

Q:R+.
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Exemple 4:
On souhaite regarder le tracé d'un électro-encéphalogramme sur une période de temps
donnée.

Q = C[0,T7.
Jeu de pile ou face répété indéfiniment.
Q= {01},

A la i-eme expérience,

Remarquons que €2 résulte d'un choix délibéré et constitue un compromis entre la finesse
de description du phénomene observé et la lourdeur mathématique du modele.
Evénements

Un événement est un ensemble d’éventualités. On peut donc le représenter par un
sous-ensemble A de 2. On dit que A se réalise dans ’éventualité w si w € A.
On dit que “A implique B” si A C B car dansce cas, w € A= w € B.
Exemple: Dans le cas d'un dé, “le chiffre lu est pair” est un événement représenté par
I'ensemble {2,4,6}.
Le plus souvent les événements qui nous intéressent sont caractérisés par une propriété
que vérifient certaines éventualités.

Conséquences :

— ) est un événement qui se réalise dans toutes les éventualités.
— () est un événement qui ne se réalise jamais.
— A°¢ est ’événement contraire de A.

— AN B représente la conjonction des événements A et B.
siANB =10, Aet B sont dits incompatibles.

— AU B se réalise quand 1'un ou 'autre au moins des événements A ou B se réalise.

Dans le jeu de pile ou face, si A; est un événement de €);

U A; est un événement signifiant de )
ieN

Dans toute la suite, P(£2) désigne ’ensemble des parties de €. Si §2 est fini ou dénombrable,
P(Q2) représente tous les événements possibles. Lorsque €2 n’est pas fini ou dénombrable,
P(Q2) est une famille beaucoup trop riche, car elle contient des ensembles qui représentent
des événements auxquels on ne peut s’intéresser, car on ne dispose pas des moyens pour les
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observer. On se restreint donc souvent a une famille A C P(2), qui doit vérifier certaines
propriétés de stabilité.
Définition 1 On appelle “tribu d’événements sur Q7 toute partie A C P(QQ) telle que:

1. Q € A.
2. Ae A= A° € A.
3. {An}nZI C‘A:ﬂnzl An c A

Le couple (€2,.4) s’appelle “espace probabilisable” ou “espace mesurable”.

Exemples de tribus

1. La plus petite: {0,Q2} appelée “tribu triviale”.
2. La plus grande: P(Q).
3. La plus petite qui contienne un événement A donné: {(),A,A°.Q}.

Propriétés des tribus

e Acard =Q°.

AB € A= A\B=ANB°c A
AB e A= AABe A.

{A}>1 C A= UA” € A car <ﬂAfL> = UA“'

n>1 n>1 n>1

lirrhiann:A*: U ﬂAk e A

n>1k>n

limsup A, = A* = ﬂ U A, e A

n>1k>n

(Voir I'interprétation de ces ensembles en exercice).
Remarque : Le plus souvent, on impose que A contienne une famille donnée d’événements.

Définition 2 Soit F une famille non vide de parties de 2. On appelle “tribu engendrée
par F7 la plus petite tribu o(F), contenant F.

Comme l'intersection de deux tribus est une tribu, on montrera que o(F) est 'intersection
de toutes les tribus contenant F.
Remarque: La réunion de deux tribus n’est en général pas une tribu.
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Dans le cadre de ce cours, la tribu d’intérét est la tribu sur R.

Définition 3 On appelle “tribu borélienne” de R (E. Borel 1871-1956) et on note By ou
B(R) la tribu engendrée par la famille des intervalles

Bp = of [a,b],[a,b],]a,b],]a,b[; a € Rb € R},

et “tribu borélienne sur R*” celle engendrée par les produits d’intervalles
k
BRk :O'{ H(al,bl) ; a; € R,bl S R} s
i=1

Ce sont les tribus usuelles sur R ou sur R”. Elles seront revues ultérieurement 3 la définition
7.

En pratique, si €2 est fini ou dénombrable on considere P(£2) comme tribu usuelle.

1.1.2 Probabilités, espaces probabilisés
Définition d’une probabilité

Définition 4 Ayant choisi Q et A, on appelle “probabilité sur (2,A)7, toute applica-
tion ® : A —[0,1] , vérifiant :
1. P(Q)=1.
2. si{An}n>1 C A est une collection finie ou dénombrable d’éléments de A, et siVi # j
onaA;NA; =0 alors:

+oo “+o0o
P (U An> => P(A,).
n=1 n=1
Le triplet (Q,AP) s’appelle “espace probabilisé¢” ou “espace fondamental”.

Exemple des éventualités équiprobables

Supposons € fini, A = P(Q), et Vw,w' € Q, P({w}) = P({w'}). Alors, comme

Q= J{w}hetP(@Q) =1,

weN

On obtient,
B 1 ~ Card(A)
P({w}) = Card@) et YVACQ,P(A) = Card©)

Ceci correspond par exemple au lancer d’'un dé.
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Espaces probabilisés discrets

Si  est fini ou dénombrable, toute probabilité est entierement définie par la donnée
des probabilités des événements élémentaires réduits a une seule éventualité : p, = P({w}).

Alors
dpo=1 et AcPQ=PA)=> p.

weN weA

exemple : La probabilité de Poisson est définie sur (N,P(N)) par:

e—)\ n

n!

Vn>0; P{n}) = ol A est un parametre réel > 0 .

Propriétés élémentaires des probabilités

P@) =0

P(A°) =1-P(A).

AB € A, alors P(AUB) =P(A) +P(B) —P(AN B).

AC B=P(A) <P(B).

Si {An}n>1 C A est une famille croissante ( i.e. A, C A,11) d’éléments de A , on a
la propriété dite de monotonie croissante :

+o0
P A = [ P(A,) .
(g n> Jim P(A,)

6. On a la propriété de monotonie décroissante: Si {A,},>1 C A est une famille
décroissante ( 1.e. A, D Api1),

—+oco
P A, | = lim P(A4,).
(Ql n> Jim P(A,)

A e

Démonstration
Les propriétés 1), 2) et 3) sont aisées a démontrer.
4) Posons By, = A\ Ax_1, et By = A;. Alors les By, sont deux a deux disjoints
et:

n

P (DO Ak) =P (DO Bk) = JioP(Bk) = nl_lgloo P(By) ,

= P(4))+ lim [P(Ax) —P(Ax_1)] = lim P(A4,) .
n—-—+00 g n—-+00
5) Pour la propriété de monotonie décroissante, prendre C,, = Q\ A, et ap-
pliquer ce qui précede. |

Nous allons généraliser cette approche dans laquelle la probabilité est une mesure parti-
culiere pour 'étendre et construire d’autres types de mesures. C’est 'objet du chapitre
suivant.
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Chapitre 2

Espaces et Applications mesurables

2.1 Espaces mesurables

2.1.1 Familles particulieres de parties d’'un ensemble

Soit F un ensemble quelconque non vide et P(E) 'ensemble de toutes les parties de E.
Définition 5 Soit A C P(E) une famille non vide de parties de E. On dit que :
1. A est une algebre (booléenne) sur E (ou un clan sur E) si
(a) E € A.
(b)) A e A= A° € A
(c) ABe A= AUB € A
2. A est une a-algébre ou tribu ou un o-clan sur E si
(a) A est une algébre ou un clan.
(b)) {Antnz1 CA=U,»1 An € A

On dit alors que (E,A) est un espace mesurable.

Propriétés: Les algebres et les tribus possedent les propriétés suivantes:
1. Si A est une algebre, alors:
(a) A est stable par réunions finies (récurrence)
(b) A est stable par intersections finies, différences et différences symétriques.

2. Si A est une tribu, alors de plus, A est stable pour les mémes opérations sur des
familles dénombrables d’éléments de A et pour liminf,, A, et limsup,, A,.

3. Si E est fini, toute algebre sur F est une tribu.
Proposition 1 L’intersection ANB de deux tribus sur E est une tribu sur E.

Exemples de tribus:

{0,E} ,{0,A,A°E} | P(E).

Définition 6 Soit F C P(FE) une famille de parties de E. On appelle tribu engendrée
par F, et on note o(F), la plus petite tribu contenant F.
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Proposition 2 On a

Proposition 3 On a
Fi CFy=o(F1) Co(F).

Proposition 4 On a

o(F)=T ouT = ﬂ T; ou T; tribu .

FCT,;

La tribu engendrée est donc aussi l'intersection de toutes les tribus contenant F.

Définition 7 On appelle tribu borélienne de R la tribu o(Z) sur R ou Z désigne la fa-
mille de tous les intervalles : Ja,b[,[a,b],]a,bl,[a,b], avec la convention :]a,a[ = 0 et [a,a] =

{a}.
Théoréeme 1 on a aussi
Bp = 0(Z,) = 0(Z4) = 0(Dg) = 0 (O(R))

ou:

T, = {Jab[; (a,b) € R*}.

Zs = {la,b] ; (a,b) € R*}.

Dy={] —o0,a]; a € R}.

O(R) = ensemble des ouverts de R pour la topologie habituelle de R.

Démonstration

A titre d’exemple, démontrons que Bp = 0(Z,) = 0 (O(R)). On a évidemment
1, C T donc o(Z,) C Bp.

On a:
= 1 1 = 1
[a7b] :Q]a’_ﬁvb—}_ﬁ[ et ]avb} :g]aab—’—ﬁ[ )
Donc

7 C 0(Z,) donc Bg = o(Z,) -

De plus, tout ouvert de R peut s’écrire comme la réunion dénombrable d’in-
tervalles ouverts donc Bp = o (O(R)). ]

Remarque : 1l existe des sous-ensembles de R qui ne sont pas boréliens mais ils sont tres
difficiles a construire et a expliciter! De tels ensembles ne seront donc pas vus dans le
cadre de ce cours.

Bp apparait comme la tribu engendrée par plusieurs familles d’intervalles. L'une d’elles
est-elle plus importante que les autres et peut-elle suffire & définir une mesure? Quelles
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propriétés doit-elle vérifier? C’est I'objet de la définition suivante dont la justification sera
vue au théoreme 6.

Définition 8 Soit S une famille de parties de E. On dit que S est un semi-anneau
booléen de parties de E si

1.0es
2. ABe S=ANB € S.
3. stAe SetB e S avec BC A, alors

A\B:UAi avec A; € S,i=1,...n etAZ-ﬂAj:@sM%j
i=1

Exemples :
Si (F,A) est un espace mesurable, alors A4 est un semi-anneau, donc une tribu est un
semi-anneaul.

Proposition 5 7 et Z; sont des semi-anneaux (mais pas I, ni Dy) sur R.

(Voir la démonstration en exercice).

Proposition 6 Soient A et B des semi-anneaux booléens de parties de E et F respec-
tivement. Alors {Ax B : A € A, B € B} est un semi-anneau booléen de parties de
ExF.

Voir la démonstration en exercice.

Application: tribu produit:

Définition 9 Soient o(A) la tribu engendrée par A sur E et o(B) la tribu engendrée par
B sur F. (E,0(A)) et (F,o(B)) les deuz espaces mesurables associés. Alors {Ax B; A €
A, B € B} est un semi-anneau de parties de E x F. La tribu sur E x F engendrée par
ce semi-anneau, s’appelle tribu produit de A par B, et se note AR B.

Sp = { H}ai,bz‘] } )

=1

Conséquences : sur R”,

est un semi-anneau.
La tribu borélienne de R” est celle engendrée par le semi-anneau Sy, donc Byx = o(S}).

2.2 Applications mesurables

La justification de ce paragraphe est la généralisation de la notion déja vue de variable
aléatoire. Dans la pratique quand on fait une expérience aléatoire, on s’intéresse a une
propriété de cette expérience, souvent a valeurs dans N, ou R (ou ]Rk). En terme de
probabilités, cette propriété permet de construire une application X de 2 dans N, ou R.
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Or, nous avons d’un coté la tribu A sur €2 et de I'autre une tribu sur N, ou R. Pour étre
digne d’intéret, 'application X doit vérifier une propriété essentielle, et ’on doit, in fine,
pouvoir définir P(X = n) ou P(X € B). D’ou la définition d’application mesurable qui
rend cohérente ces notations.

2.2.1 Définition et propriétés

Définition 10 Soient (E,A) et (F,B) deux espaces mesurables.
Une application f : E — F est dite mesurable si:

VBeB, f'YB)={reFE: flr) € BleA.

Remarques: f~!(B) se note aussi: {f € B}.

En particulier, une variable aléatoire a valeurs entieres est une application mesurable de
(Q,A4) dans (N,P(N)) et dans ce cas si B = {n} on reconnait 'expression {X = n}. De
méme, une variable aléatoire a valeurs réelles est une application mesurable de (£2,.4) dans
(R,B(R)) et dans ce cas, pour tout borélien B, on reconnait ’expression X € B.

Si on désigne par

71 B)={f"(B); B € B},

alors la définition de la mesurabilité de f s’écrit aussi:
(B cA.

Exemples: Soit (E£,A) un espace mesurable et A un ensemble de E.

Définition 11 Soit A € P(E). On appelle fonction indicatrice de l’ensemble A la fonc-
tion , notée I, de E — {0,1} définie par:

1 st x€ A
ﬂA(m)Z{O si v & A.

Proposition 7 La fonction indicatrice de l'ensemble A, 14, de E — {0,1} est mesu-
rable, ssi A € A.

A démontrer en exercice.

Théoreme 2 Avec les notations précédentes, on a:
1. La famille {f ' (B)}gep = [~1(B) est une tribu sur E, appelée tribu engendrée
par f.
2. Si C engendre B, f~1(C) engendre f~*(B) donc o(f~*(C)) = f~(c(C))
3. Pour que f soit mesurable, il faut et il suffit que f~1(C) C A.

Démonstration
1) D’apres I'exercice 5, ce résultat résulte de ce que:

FUBY = [FAB) L ) =0, S (F) = Bt £ (U Bi) ~Usrs.

i>1 i>1
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2) Soit F = a{f~(C)}. On désire démontrer que F = f~(B).

— Montrons C

Comme C C B, f~Y(C) Cc f~%(B) donc F C f~1(B).

— Montrons D

Il faut montrer que VB € B, f~1(B) € F.
Il faut donc montrer une propriété sur des éléments de B, tribu engendrée
par C. On va désigner par ‘H les éléments de B qui vérifient cette propriété.
Posons H = {B € Btelque f~'(B) € F}, et montrons H = B = o(C).
H est une tribu (a vérifier) contenant C et par construction H C B, mais
B est la plus petite tribu contenant C donc B C ‘H. Par suite H = B.
Donc f~Y(B) C F, et par suite F = f~1(B).

3) Si f7H(C) C A, alors o(f(C)) C o(A) = A donc f~1(B) C A. La condi-

tion est donc suffisante, et elle est évidemment nécessaire. |

Corollaire 1 Soit (E.,A) un espace mesurable.
Pour qu’une fonction réelle f : E — R soit mesurable quand R est muni de sa tribu
borélienne, il faut et il suffit que :

Va € R, f'(]—o0,a]) €A (ouencore f'(Dy) C.A).

Remarques : Une CNS équivalente est: Va € R, f~! (] — 0o,al) € A (intervalle ouvert).
Si A = {0,E}, les seules fonctions mesurables sont les fonctions constantes.
Si A = P(FE), toutes les fonctions sont mesurables.

Proposition 8 Soient (E,A), (F\B) et (G,C) trois espaces mesurables. Soit f : E — F
mesurable, et g : ' — G mesurable alors gof est mesurable.

A démontrer.

Définition 12 Une application f de E dans F' est dite étagée si elle prend un nombre
fini de valeurs {y1,...,y,} C F distinctes.

On vérifie aisément que si /' = R, alors f est une fonction réelle étagée si elle s’écrit :
f:Zyi]lAi avec A; = ({yi}) et AinA; =0 et UAZ-:E.
i=1 i=1

Dans ce cas, on dit que f est étagée sur A.

2.2.2 Fonctions numériques mesurables

Dans la suite nous aurons besoin de considérer des nombres infinis.

Définition 13 On appelle droite réelle achevée ou droite numérique [’ensemble
R =RU{—00} U {+00}. De méme, on pose R, =RU {+oc0} = [0, + o0].
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On définit un ordre sur R en prolongeant de maniere naturelle 'ordre sur R et on définit
la notion de convergence de suite dans R en définissant la convergence vers un élément
de R ou 400 ou —oco de maniere classique.

On étend les opérations arithmétiques de R & R en posant :

Va e R,a#0; axToo="oc0et0x oo=0,
Va € R, a+00=+oc0et0)—o00o=—00.

On ne donne pas de sens &: +00 — 0o, mais on pose :
+00 + (+00) = 400 et —00 + (—0) = —o0.

Dans R toute partie admet une borne supérieure et une borne inférieure, et toute suite
monotone de R est convergente dans R. Cette propriété permet de donner les définitions
suivantes vues a l’exercice 5.

Soit (ay)n>1 une suite d’éléments de R. On pose

lim sup a,, = inf (sup ak) et liminfa, = sup (inf ak)
n>1 n

n 21 \k>n n>1 \k2n
Si la suite (ay,)n>1 converge dans R, on a:

lim a, = limsupa, = liminfa, .
n—-+400 n n

Soit {f,}n>1 une suite de fonctions de £ dans R, E quelconque. On définit
les fonctions sup,, f,, et inf,, f,, & valeurs dans R par:

[sgp fn] (@) = s (o) et [ 1] (2) = mf £o(e)

De méme, on définit les fonctions limsup,, f, et liminf,, f, a valeurs dans R
par:

[lim sup fn] (x) = limsup f,(z) et [lim inf fn} () = liminf f,(z) .

n

Lorsqu’elle existe, on note lim,, f, la limite ponctuelle de { f,, },>1. Elle est telle
que:

Ve e F, [ligln fn} (x) = liin fo(x) =limsup f,(z) = lirr%inf fa(x) .

n

On note encore B(R) la tribu borélienne de R, c’est-a-dire la tribu engendrée par la famille
de tous les intervalles de R. De méme pour B (@k) qui est engendrée par les produits

d’intervalles de R.

Définition 14 Une fonction numérique mesurable est une application mesurable f
de (E,A) dans (R,B(R)). On note :
M(E R) lensemble des fonctions numériques mesurables définies sur E.
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M(E,R,) l’ensemble des fonctions numériques positives mesurables définies sur E.

M(E R) l’ensemble des fonctions réelles mesurables définies sur E.

M(ER,) Uensemble des fonctions réelles positives mesurables définies sur E.

E(ER), E(ERy), E(ER), E(E,R,) l'ensemble des fonctions numériques ou réelles po-
sitives ou non, étagées mesurables définies sur E.

Théoreme 3 Soient [ et g deux fonctions réelles ou numériques mesurables définies sur
E, muni de la tribu A. Alors Uapplication h : x — (f(z),9(z)) de E dans R x R (resp.
dans R x R) est mesurable de (E,A) dans (R x R, Bixg) (resp. Baxg) -

Démonstration

Il suffit de vérifier que I'image réciproque de tout rectangle fermé [a,b] X [c,d]
de R x R (resp de R x R), est un élément de A. Or, on a:

h=' ([ad] x [ed]) = f ([ad]) ng™ ([ed]) € A
en vertu de la mesurabilité de f et g.
or o {[a,b] X [e,d] ; a,b,c,d € R, (resp.@)} = Bixr  (resp.Baxz) - n

Théoréme 4 Soient f,g € M(ER), et a € R. Alors

Lof, (f +9) quand elle est définie, f.g, sup(f.g), inf(f,g), f* = sup(f,0),
f~ = —inf(f,0) sont des fonctions de M(E R).

2. Soit {fu}n>1 € M(ER). Alors les fonctions sup,, fn, inf,, f,, limsup, f,, liminf, f,
et lim,, f,, (quand elle eziste) sont dans M(E R).

Démonstration

En exercice.

Proposition 9 : Soit f une fonction réelle étagée,elle peut s’écrire,
f:ZZ/z‘ﬂAi avec Ay = f {wi}) etAiﬂAjzﬂetUAi:E.
i=1 1=1

On a alors :
f est mesurable <—=Vi=1,...nA; € A.

A démontrer en exercice.

Théoreme 5 Si f € M(ER,), il existe une suite (u,),>1 d’éléments de E(E,Ry) crois-
sante et convergeant simplement vers f.
Démonstration

Posons::
n2n—1
k

Vn>1, u,= Z Q—n]l{gingx%} + nﬂ{on} :
k=0
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u,, est donc de la forme:

n2"—1

k
Uy = Z %]]‘Ank +n]]_B
k=0

Les A, et B, définis a partir de f mesurable sont des ensembles de la tribu
Aetona:

n2"—1

Vn>1, ( U Amk)UBn:E,

k=0

et donc

u, € E(ERY) .
Montrons que (u,,),>1 est croissante et qu’elle converge simplement vers f.
1. (un)n>1 est croissante.
(a) Quand on passe de m an+ 1,

k k+1 2k +1 2k:+1 2(k+1)
{2_n <f< {2n+1 <f< on+1 }U{ ontl = on+1 }
doncA, r = Api19k U Apg 2641 -
. 2k k
or,siz € Appior Unp1(x) = onl = o = un (),

2%k +1 k1

etsixz € An+1,2k+1 un+1(x) = W = 2_n + W > n(l’) ,
DOHC7 Vz € An,k ) un—l—l(x) > un(x)
(b) Quand on passe de n a n + 1,
n+1
2L ot 4y n2"t 441

zm=trzemUCU G s <= 5m

27L+1 1
DOl’lC, Bn = Bn+1 U ( U An+1,n2”+1+r> .

r=0
or,siz € Bui1, Upi1(x)=n+1>n=u,(z),

n2ntl 4o

et siz € Api1pontivy, Unr(T) = o n+2n+1 >n = uy(z) .

Donc, Vx € B, , upi1() > uy(x).
2. La suite (uy,),>1 converge simplement vers f.
(a) Si f(x) =~400: uy(z) =n — 400 donc lim, 4o un(z) = f(x).
(b) Si f(z) < 400: Ing tqg Vn > ng : |up(z) — f(z)] < 55 —
0, donc lim,,—, o0 un(z) = f(2). n

Ce théoreme sera essentiel pour la définition de I'intégrale de Lebesgue. Notons ici que la
différence essentielle avec 'intégrale de Riemann est le découpage pour I'approximation
de f par u,. Ici elle se fait sur les valeurs prises par f et non sur les valeurs prises par x.
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Chapitre 3

Mesures positives et intégrale de
Lebesgue

3.1 Mesures

3.1.1 Définition et propriété des mesures positives

Définition 15 Soit (E,A) un espace mesurable. Une mesure positive est une application
w:A— Ry telle que:

1 pw(0)=0

2. si {Ap}tn>1 C A avec Vi #j AN A; =0 alors,

K (U An) = ZU<AH) :

1(A) s’appelle la mesure de A. On dit que p est dénombrablement additive.
Le triplet (F,A,u) s’appelle “espace mesuré”.

— Si pu(E) < +00, on dit que p est une mesure bornée.

— Si u(E) =1, on dit que u est une mesure de probabilitée.

— S'il existe une famille de parties { A, }n,>1 C A telle que |5, A, = E et telle Vn > 1,
w1(Ay,) < +o0, on dit que la mesure u est o-finie.

Exemple: si () = 0 et pu(A) = +oo sinon , on dit que p est identiquement égale a +oo.
Dans toute la suite, nous supposerons que la mesure p est non identiquement égale a +o0.
Propriétés immédiates :

— Additivité finie: A\ B € A, ANB=0= u(AUB) = pu(A) + u(B).

— Monotonie: A C B = u(A) < u(B), en effet, u(B) = u(A) + u(B\ A).

Proposition 10 Continuité monotone croissante: Si {A,}n>1 C A avec Ay C Ay C

...CA,...,ona
nkaAn):M(UAn) -

n>1
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Démonstration
Posons B, = A, \ A,_1, B = A;.

Alors les ensembles B,, sont deux a deux disjoints et
+o0o +oo
U Bn = U An ’
n=1 n=1
+o0o +oo
donc g (U An> = ZM(Bn) )
n=1 n=1

D’ou,
p(lJ A0 = Tim 37 (B = Tim [u(A) + p(As) — p(A) + -+ p(An) = p(An )]

= lim,, o0 1(A,) . [

Proposition 11 Continuité monotone décroissante : Si {A,}n>1 C A est une suite décroissante
(Ay DAy D ...DA,...), et siu(A)) <+oo, on a:

+00
i plda) = g (ﬂ An> -

Démonstration
\(On applique le résultat précédent a C,, = A; \ A, ).
A démontrer en exercice.
Exemples de mesures:
— Soit x € E. L’application ¢, : A — R définie pour tout A € A par
1 size A,
5I(A):{ 0 siz¢ A,

s’appelle “Mesure de Dirac au point x € E”.
(Mesure de masse 1 concentrée en x ).
— L’application N : A — R, définie par N(A) = Card(A) = nombre d’éléments de
A, est une mesure sur (E,A) appelée mesure dénombrante sur E.
— Soit (E,P(E)). On pose VA C E, u(A) = o0 si A n’est pas dénombrable, 0 sinon.
— Soit 2 un ensemble fini ou dénombrable. Alors (£2,P(£2),P) ou IP est une probabilité
définit une mesure sur (,P(Q)).

3.1.2 Construction d’une mesure

Le probleme est de savoir s’il est nécéssaire de préciser la mesure de chaque élément
de A pour définir une mesure. En effet, si £ = N la tribu d’intérét est P(N) qui n’est
pas dénombrable et si E = R, la tribu d’intérét est B(R) dont les éléments ne sont pas
explicitables.
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Cette difficulté peut étre levée par le résultat fondamental suivant :
Théoréme 6 (du prolongement) : Soit (E,A) un espace mesurable, et S un semi-anneau
de parties de E, engendrant A. Soit 1 : S — R telle que:
1. pu(0) =0.
2. Il existe une famille finie ou dénombrable (S,)ncr d’éléments de S telle que
EcU,c; 5

3. Pour toute famille finie ou dénombrable (S,),cr d’éléments de S deux a deux dis-

joints,
S, € 5:’M<U Sn> => u(S,) .

nel nel nel

Alors il eziste une unique mesure i sur A telle que VS € S, i(S) = u(S).
Dans ces conditions, il suffit donc de définir une mesure sur un semi-anneau S engendrant

A.

Exemple: La mesure de Borel sur (R,BR):
On a vu que la famille Z; des intervalles Ja,b] de R est un semi-anneau engendrant Bp.
On définit une application p sur Z; telle que:

i (Jab]) =b—a = longueur de I'intervalle .

Alors 1 verifie les conditions du théoreme 6 et s’appelle la “mesure de Borel” sur (R,Bp).
On généralise cette construction a (R” Bpr).

Plus généralement, pour toute fonction croissante, continue a droite o : R — R, on
définit la “mesure de Borel-Stieltjes” en posant p(]a,b]) = a(b) — a(a).

Définition 16 Un ensemble A € A est dit p-négligeable (pour un espace mesuré (E,A,u))
si u(A) = 0. Une propriété sur E est dite vraie p-presque partout, si l'ensemble sur lequel
elle est fausse est négligeable.

Pour des raisons qui dépassent le cadre de ce cours, il faut encore élargir I’ensemble sur
lequel on souhaite définir une mesure.
Pour cela, on utilise la proposition suivante :

Proposition 12 Soit (E,B,u) un espace mesuré. Alors,

B,={X € P(E)|3B1,By € Btel que By C X C By et (B \ B1) =0}

est une tribu contenant B.

Voir la démonstration en exercice.

On définit ensuite la mesure sur B, en prolongeant celle déja définie sur B. Cette mesure
s’appelle la complétée de pu.

On peut ainsi compléter la mesure de Borel sur B(R). La mesure ainsi obtenue s’appelle
la mesure de Lebesgue sur R et se note .

Dans la pratique, il est extréemement difficile d’expliciter un ensemble de R dont la mesure
de Lebesgue n’aurait pas de sens.

Ainsi, on pourra ainsi parler de fonctions continues, dérivables; ..., (Lebesgue) presque
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partout sur R.
Exercice : Montrer que Q C R est de mesure de Lebesgue nulle.

3.2 L’intégrale de Lebesgue

3.2.1 Intégrale supérieure des fonctions numériques mesurables
positives

Soit (E,A,u) un espace mesuré. On a défini p(A) pour tout A de A.

Pour f : (E,A) — ((R),B(R)), on souhaite construire [ fdu qui représente une somme
de valeurs prises par f sur F, pondérée par une mesure sur A, cette somme devant na-
turellement garder des propriétés de cohérence. De fagon générique, on va donc procéder
par “tapes, en commencant par le plus simple: pour des fonctions mesurables, nous allons
commencer par définir cette intégrale pour les fonctions indicatrices, puis pour les fonc-
tions étagées, puis pour les fonctions numériques.

Cas des fonctions indicatrices mesurables

Définition 17 Soit 14 € £(E,R,) la fonction indicatrice d'un ensemble mesurable. On
définit lintégrale supérieure de I 4 par:

/ L adp = p(A) €Ry .

Notons que 'on retrouve ici une propriété tres utile en probabilité si P = p:
E(1L4) = / 1l ,dP — P(A) .

Cas des fonctions étagées mesurables

Définition 18 Soit u € E(ER,) définie par
u:ZaiﬂAi,aieﬁJﬂAiGA,UAi:E,AiﬂAqu).
i=1 i=1

On définit l'intégrale supérieure de u par:

/ udp = Z%H(Ai) €eR, .
i=1

Remarque Cette définition de I'intégrale correspond bien a faire une somme de valeurs
prises par u (les «;) pondérées par une mesure sur I’ensemble ou u prend ces valeurs (les
1(A;)). Par ailleurs cette définition respecte la notion de linéarité de I'intégrale.

A ce stade, certaines propriétés de l'intégrale sont évidentes, mais néanmoins capitales:
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Propriétés: Soient u et v deux éléments de E(F, R,) et soit a € R,.
L’application ¢ : u +— f udp de £(E,R,) dans R, est linéaire croissante donc vérifie

L ¢(u+v) = ¢(u) + o(v),
2. Va € Ry, ¢(au) = ag(u),

3. u < v=¢(u) < o(v).
Démonstration
1) Soit u et v deux fonctions étagées:

n p
Posons wu = Z&i]]‘Ai et v = Zﬁjﬂgj ,
i—1 j=1

alors u+v= Z(Oﬁ + 5;‘)]1141-031- )

i,J

donc /*(u +v)dp = Z(ai + B;)u(A; N By)

.3

donc /*(u +v)dp = Z aipn(A; N Bj) + ZﬁjM(Ai N Bj),

i,J i,J

n P n
irj i=1 j=1 i=1
par suite /*(u +v)du = Zam )+ Zﬁj,u

et finalement / u+v)dp = / udp +/ vdp .

2) est trivial.
3) si u < v on a, avec les notations précédentes o < f3; sur A; N B; donc

[Tudp < [Tvdp. n

Cas d’une fonction numérique positive

Définition 19 Soit (E, A1) un espace mesuré et f € M(E,R,). Alors on définit 'intégrale

supérieure de f par:
/fd,u: sup (/ udp) ,€R, .
0<u<f,uc&(ER:)

[ g [ .

et si A e A,



22

On remarque tout de suite que:

f§g=>/*fdu§/*gdu-

Cette définition permet d’affirmer I'existence de 'intégrale et de démontrer certaines pro-
priétés, mais ne permettra pas son calcul effectif. Dans la pratique, le calcul effectif de
I'intégrale reposera sur la propriété suivante ou sur d’autres propriétés.

Propriété de convergence monotone

Le théoreme suivant est capital et permet dans un cas particulier d’inverser le signe f et
le signe lim.

Théoréme 7 (de Beppo-Levi): Soit (fn)n>1 une suite croissante dans M(E,R,) telle
que lim,, .y fn = f, alors:

Jm / Jndp = / Jm fudy = / fdp .

Rq 1: cette égalité est vraie dans R, et peut, en particulier, signifier +00 = +o0.
Rq 2: Ce théoreme ne s’applique si les (f,,) sont a valeurs dans R_, le fait que les (f,)
soient positives est primordial dans la démonstration.

Démonstration

Cette démonstration se fait en deux temps:

1. Vn>1, f, < f donc
/fnduéffdu,

lim / Jud = sup / fudp < / fu.

2. Pour démontrer 'inégalité contraire, il faut revenir a la définition.
Soit u € E(E,R,) telle que u < f, et soit 0 < e < 1. Alors 0 < eu < f.

donc

Posons F, = {x € E|eu(zr) < f.(x)}.
— Comme (f,),>1 est une suite croissante,
Yn>1 E,CE,1¢et E, € A,
— De plus U::g E, = E. En effet, soit x € F, on a:
~ Si f(z) =0,alors Vn>1,2 € E,, et doncz € |J= E,.
— Si f(x) # 0, alors on peut supposer u(z) > 0 (sinon E, = E), et
par suite, eu(z) < u(z) < f(x) et donc il existe n assez grand tel
que r € E,.
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D’ou,
*

‘v’nZl,/fnd,uz/fn]lEndu: fndu2€/ udy

ETL

Donc,

sup / Jndp > €sup / udp

n
k
Posons u =Y. a; 1L 4,, alors

k

/ udp = Z a;u(A; N Ey)

=1

. k
sup/ udp = Zai sup u(A; N E,) |

n JEn i=1
Or,
sup (A N E,) = p(A)

car {E, },,>1 est une suite croissante.
Par conséquent, V0 < e <1 on a:

Sup/ fnduZE/ udp

D'ow, Vu € E(E,R,) telle que u < f

sup / fudp = lim / fodp > / wdpi |

lim /fndMZSup/ udu:/ fdu . |
n—-+00 u<f

Conséquences: Cette propriété permet le calcul effectif de I'intégrale de f € M(E R
En effet, d’apres le théoreme 5, il existe une suite (uy,),>; d’éléments de E(ER;) T

donc d’apres le théoreme 7,
/ fdu = lirf / (T

Cette propriété permet de plus d’obtenir la linéarité de I'intégrale supérieure sur M(E,R )
Théoréme 8 Soient f,g € M(ER,) et a € R, alors,

L[ (f+g)du= ["fdu+ ["gdp,

2. [(af)du=a [ fdu
La démonstration se fait par passage a la limite croissante de propriétés qui sont vraies
pour l'intégrale supérieure sur £(FE,R, ).

Par suite,

0.
/.
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Exemples d’intégration

Soit (E,A) un espace mesurable.

— Intégration par rapport a la mesure de Dirac.
Soit a € E et J, la mesure de Dirac au point a.
Soit u = > 1" a;14,, une fonction étagée.

/*uddl = Zaiéa(Ai) = Zaiﬂ&-(a) = u(a) .

Soit f € M(E,Ry). Alors, pour (u,)n>1 T f,

* *

fdé, = lim Upddy, = lim wu,(a) = f(a) .

n—-+0o n—-+o0o

— Mesure discrete.
Soit (z,,),>1 une suite de points de E, et (€,),>1 une suite de réels. Soit p la mesure

définie par:
W= Z €n 0z, -

n>1
Alors,
VA € A p(A)=> edp,(A) = e llu(z) .

n>1 n>1

SOlt u € 8<E,R+)7

/ud,u /ZalﬂAdu Zalu
:Zaiz wlla () ZenZazﬂA Tn —Zenu(xn):Zu({xn})u(xn)

=1 n>1 n>1 i=1 n>1 n>1

Soit f € M(E,R,), on aura par passage & la limite,

/fdu euf(wn) =3 n{za ) f ()

n>1

Dans ces deux cas simples ot la mesure est définie sur des valeurs discretes, 'intégrale
d’une fonction revient a calculer la somme des valeurs de cette fonction (les f(x,))
pondérées par la“mesure” de ces valeurs ( les u({x,}). Toutes les mesures sur N
sont de ce type. La difficulté est d’étendre cette notion intuitive au cas ou l'espace
est continu, typiquement R, la mesure d'un point donné étant égale a 0.
L’inversion de deux signes » est classique et est en ralité I'application d'un cas
particulier d’échange des symboles f et Y que nous illustrons ici par le théoreme
suivant: Inversion du signe [ et du signe )
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L’inversion de ces deux signes est souvent tres utile voire indispensable dans la pra-
tique, mais nécessite d’étre justifiée. Le théoreme suivant valide cette inversion pour
toutes les fonctions numériques positives.

Théoréme 9 Soit {f,}n>1 C M(ERy). Alors
% 100 +00 *
n=1 n=1

Remarque: Cette égalité est vraie dans R,

Démonstration

Posons
gbn:ka et ¢:ka
k=1 k=1

Alors ¢,, tend en croissant vers ¢. Donc

liI+n / gbndu:/ ody .

Or,
* * T n * +oo *
tm [ oudp == tm [ 3" pdi = v 13" [ fudn=3 [ pudn
n—+400 n—-+00 P n—-+00 1 1
|

Application: lois de probabilités usuelles sur N
— Si X est une variable aléatoire a valeurs dans N elle peut s’écrire (égalité de deux

fonctions)
X = Z n]]-{X:n} )
neN
donc,
E(X) :/ XdP:/ > nllx_pdP=>" n/ Lix—ydP = > nP(X =n).
neN neN neN

Nous retrouvons ici la formule classique donnant ’espérance d’une variable aléatoire
\ *
& valeurs dans N car dans ce cas nous aurons [~ = [.
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— Intégration par rapport a la mesure de Lebesgue sur R.
Soit (R,Bg,A) 'ensemble des réels, muni de la mesure de Lebesgue .

Proposition 13 Soit f une fonction continue positive sur [a,b] compact de R et A
la mesure de Lebesque sur R. Alors,

*

b
fd\ = / f(z)dx au sens de Riemann.
[a,b] a

Démonstration

En effet, 'intégrale ff f(x)dx au sens de Riemann, est définie de la fagon
suivante:

On partage 'intervalle [a,b], en 2" intervalles définis de la fagon sui-
vante :

L = [a+k%%a+E+1) G2 k=01,...2" -2,
Iy = [b— 220
on pose alors,
a1 (b _ a)
my (f) = xlgi f(z) .On a my, (f) existe et S, = kzo mr, (f T
et enfin,
b
flz)dx = lirf Sh
Posons
o1
= > mu(Hly,
k=0
Alors u, € E([a,bl,Ry) et u, T fly , Dot
* * 2n—1 b . (1) b
o= [ = i S (0E5 = i 8= [ o
Remarque: La fonction de Dirichlet f = HQQ[OJ], n’est pas intégrable au sens de

Riemann, tandis qu’elle est intégrable au sens de Lebesgue et que

/*fdA:o.

Nous savons donc définir I'intégrale d'une fonction dans quelques cas simples.

Le théoreme suivant est utile dans la pratique et permet de montrer que le calcul de

I'intégrale ne dépend pas des valeurs prises par la fonction sur un ensemble négligeable :

Théoreme 10 Soit f € M(ER,). Alors,

/fd,u—0<:>f—0,u—p.p..
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Démonstration

Remarque: f =0 pu — p.p. signifie u{f > 0} = 0.
Condition nécessaire: =

1
{f>0}= U{f > E} (suite croissante d’ensembles) ,

n>1
Donc,
1 *
= i >~} = i 1 du .
p{f >0 = lim p{f=>—} nffoo/ (r>1ydp
Or,
1 sinf(z) >1
]I{fZ%}(I) h { 0 sinon.
Donc,
Vo € B, Ijsay(z) <nf(x).
Par suite,

0<pif>0}< lim n/ fdu .

Or le membre de droite de cette inégalité est nul, donc

p{f>0}=0.

Condition suffisante: <
[ fin= [ gdu= [ Lipdn,
{r>0}

o0y = nl_l)ffoo T fLocs<ny

Or,

Donc,

/ fdp = SHP/ fﬂ{0<f§n}d,u < Sllpn/ ]1{0<f§n}dﬁb )
<supnu{0 < f <n} <supnu{f > 0}.

Or, le membre de droite de cette inégalité est nul, donc

/*fdu—O. |

Corollaire 2 Vf € M(ERy) et A € A tel que n(A) =0, on a: fA* fdu = 0.

Démonstration

En effet, fl14 =0 u— p.p., d’ou le résultat.
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3.2.2 Fonctions numériques ou complexes intégrables

Soit (E,A,u) un espace mesuré. Soit f € M(E R), on pose fT = sup(f,0) et f~ = —inf(f,0).
On a alors, fT > 0et f~ > 0, donc on sait construire f* frdu et f* f~du, mais ces deux
quantités peuvent etre égales a +o00.

Remarque: Par construction, on a

f=r—fetlfl=f"+f".

Définition 20 On définit l'intégrale de fonctions définies sur E a valeurs dans R ou C
de la facon suivante :

~ Une fonction f € M(ER) est dite intégrable par rapport a p si [~ frdu < +o0 et
[ fdu < +o0. on pose alors,

[ rau= [ rran [ ran= [ fadn).
/Afduz/fﬂAdu-

- Sif e M(EC), ona f=u+iv. On dit que f est intégrable si u et v le sont et

on pose :
/fd,u:/ud,u—i-i/vd,u.

Remarque: Pour les fonctions positives, 'intégrale supérieure est toujours définie dans
R, , si cette valeur est finie I'intégrale est définie et les deux valeurs coincident.

Enfin,

Proposition 14 Le sous-ensemble L'(E,R) de M(E,R) des fonctions numériques intégrables
est un espace vectoriel sur R et Uapplication f v [ fdu est linéaire.

Théoréme 11 Nous avons les résultats suivants :
1. soit f € M(ER) et g € M(ERy,) intégrable, alors

|f] < g= f intégrable .

2. f intégrable <= | f| intégrable.
3. f intégrable = | [ fdp| < [|f|dp.

Remarque: le point 2 est une différence fondamentale avec l'intégrale de Riemann.
Démonstration

1) On a:
|f|§g:>/|f|du§/gdu<+oo,

:>/f+d,u+/fdu<+oo,
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= f intégrable .

) Résulte de la définition.
) On a:

‘ / fdu‘ ‘ [ ran- f‘du’ < [ raus [ = [iae.

Exemples de fonctions intégrables pour les mesures classiques:
1. Mesure de Dirac: f est d,-intégrable si |f(a)| < 4o0.
2. Mesure de Lebesgue sur R.
Soit (R,BR,A) 'ensemble des réels muni de la mesure de Lebesgue. Soit f a valeurs
dans R, , continue. Alors,

/ fix = f( )iz (€ R)

Soit f continue & valeurs dans R. Alors, f est Riemann-intégrable absolument sur
R si et seulement si f est Lebesgue-intégrable et

/ fax = [ jay

De méme pour les intégrales generahsees: soit f continue sur |a,b| de limite co en
a et b. Si fab f(z)dz est absolument convergente au sens de Riemann alors f est
Lebesgue intégrable et
b b
/ fdx = / f(z)dz
Démonstration en exercice.
Théoréme 12 Si f,g € M(ER) avec f = g, u-p.p., alors f intégrable <= g intégrable,

et [ fdu = [ gdp. (L’intégrale ne dépend que de la classe d’équivalence et ne dépend pas
des valeurs prises sur un ensemble p-négligeable).

Démonstration
On peut supposer f et g positives. On a alors,

/fdu / fdu+/ fdu=/gdu-
{f=g} {f#9}
———

0

Théoreme 13 f € M(E,R) intégrable = |f| < +oo pu-p.p.

Démonstration

Il suffit que f* et f~ soient < +oo u-p.p. On peut donc, sans perte de
généralité, se restreindre & f > 0 avec [ " fdu < 4oo.
Soit M = {x € E| f(z) = 4+oo}. Alors

Vn>1, nlly <f,
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D’ou,
¥z M) =n [ Luda< [ fd< oo,
Par suite,
u(M)=0. ]

Conséquence : autrement dit, quand on s’intéresse aux fonctions intégrables, on peut se
restreindre aux fonctions de M(E R).

3.2.3 Le théoreme de convergence dominée

Le théoréme de convergence monotone permet d’inverser [ et lim sous certaines hy-
potheses. Or cette inversion est extrémement utile dans la pratique. Le théoreme de
convergence dominé permet aussi cette inversion avec des hypotheses tres larges. C’est
I'un des théoremes les plus importants de ce cours. Le théoreme suivant est toujours vrai
et ne suppose pas que la suite (f,,), .y ait une limite:

Théoréme 14 : (Lemme de Fatou) Soit {fn}n>1 C M(ERy) alors
/ liminf f,dy < liminf/ fndp .

Démonstration
On a:

liminf f,, = sup (gf fk) =supg, -

n>1 n>1

Avec ces notations, (¢,),>1 est une suite croissante de fonctions positives qui
converge vers liminf,, f,,. D’apres le théoreme de Beppo-Levi,

/liminffnd,u = lir+n /gndu.

Mais, par définition,

Vk >n, fp>g, doncVk>n /fkduz/gndu.

D’ot,
Vn >1, ;Eﬁ/*fkdﬂ > /*gnd,u.
Dlot, * * *
sup ;iéfl / Jredp > sup / Gndp = lm [ gadp .
Finalement,

liminf/ fndp > / liminf f,du . ]
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Théoréme 15 (de Fatou-Lebesque) Soit (f,)n>1 une suite d’éléments de M(E,R) telle
que :

1. lm, oo fn=1,
2.3dg € LYER)t.qVn>1 |ful <gp—pop..
Alors f est intégrable et :

[ tin= [ g = [ i g

Comme lim,, o fr = f et |fu] < g, on a aussi f, est intégrable d’apres le
théoreme 11 et par suite |f| < g donc f est intégrable.

La difficulté est donc de calculer cette intégrale.

Démontrons lim, o [ |fn — fldp =0, on aura alors

lim ‘/fndu—/fdu‘z(),

ce qui donne le résultat cherché.

On ne dispose que du théoreme de Beppo-Levi. L’astuce consiste donc a s’y
ramener.

Or, on a:

Démonstration

0 < [fe=fI < ISl +1F] < 29

D’ou lI'idée de poser:
V=1, gn=inf (29— |fi —f]) .

Alors,
(gn)n21 T 29 )
Or 2g € LY(ER) donc Vn , g, € LY(ER), et d’apres le théoreme de Beppo-

Levi,
1ir+n gndp = /ngu < 400 .
Donc,
inf/(2g—gn)d,u:O.
Or,
Vn>1,Vk>n, g,<29—|fx—f|,
donc,
vzt k2o, [gdis Qo= .

donc,

Vnz1,szn,/|fk—f|du§/2gdu—/gnd,u.
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Donc, en prenant supy,, puis inf,, des deux cotés de I'inégalité, on obtient,

igp/ | fr — fldu < /(29 — gn)dp < +00,
Puis,

0 < tiwsup [ 1f, ~ fld < i ( [~ gn>du) |

Or le membre de droite de cette inégalité vaut 0.
D’ou,
0 <timsup [ [, ~ fldu<0 .

Donc,
0< liminf/ | fo—fldu < limsup/ | fo—fldp =0 d’ou lirf /\fn—f|du =0.

Remarque: Il suffit que lim,, ., f, = f, 4 — p.p..

Contre exemple démontrant la nécessité de la majoration:

L’inversion des signes [ et lim n’est pas toujours valide et 'hypothese de la majora-
tion dans le théoreme précédent est donc indispensable. Pour s’en convaincre, examinons
I’exemple suivant :

Soit (f)n>1 la suite de fonctions sur R, définies par:

0 si =0
fal@) =49 n si 0<a<2
0 si o>+
Alors,
+oo
Vn>1 fo(z)dxr =1 ,donc lirf /fnd)\ =1,
0 n—roo
Alors que:

Ve>0, lim f,(z )_Odonc/ hm fadA=0.

n—-+00 n—-+o00

En fait, la plus petite fonction majorante de {f,},>1 est g(z) = [2], (partie entitre).

3.2.4 Application aux fonctions définies par une intégrale.

Soit (F,A,u) un espace mesuré, I = (a,b) un intervalle de R non nécessairement borné,
fermé ou ouvert, et
f: ExI — R
(xt) +—  f(xz,t).
telle que Vt € I,z — f(x,t) soit p-intégrable par rapport a x. On pose:
F: I — R
t — F(t)= [, f(at)du(z
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Etude de la continuité

Théoréme 16 (Continuité) Si

1. pour tout v € E , t— f(x,t) est continue sur I |

2. 3g € LYER,) telle que ¥Vt € I, |f(xt)] < g(z) p—pop.,
Alors F' est continue sur I.
Démonstration

Soit ty € I. Soit (t,)n,>1 une suite d’éléments de I convergeant vers .
Démontrons que F'(t,) — F(ty). On a:

F(t) = [ flota)duta).
Posons f,(x) = f(x,t,) et h(x) = f(x,tp). On a:

lim f,(z) — f(z,to) = h(x) ,car t — f(x,t) est continue en ty € I donc lim f, = h.

n—-—+00 n——+00
De plus,

Vn>1, |ful<g p—pp.,avec g intégrable
donc d’apres le théoreme de convergence dominée,

i [ fud= i [ fotdute) = [t pau= [ ft)duta)

n—-+00

C’est-a-dire:
lim F(t,) = F(t) . n

n—-+o0o

Etude de la dérivabilité de F

Théoréme 17 (Dérivabilité) Si
1. pour tout x € E, t — f(x,t) est dérivable sur I ,
2. 3g € LYER,) telle que V't € 1, ‘%

Alors F est dérivable sur I et

< g(x) p—p.p,

F(t) = /E of g; N ()

Démonstration
Soit ty € 1. Soit (t,),>1 une suite d’éléments de I convergeant vers ¢y. Posons:

f(x.t,) — f(x,to)
t, — to

falz) =

Y

Alors,



34

D’apres le théoreme des accroissements finis, 3 7,, € [to,t,] tel que:

of

f(xatn) - f(l‘,to) - (tn - tO)E("Ean) .
Puisque,
Vte I, % <g(z)p—pp.,

onaaussi |f,| < g p—p.p. et donc d’apres le théoreme de convergence dominée,
r — %(m,to) est intégrable sur E et

n) ) 8

Par suite, F' est dérivable en ¢t et :

lim F(ta) — F(to) —F — lim fdy = of dul(z) .
n—>1+oo t, — 1o <t0) n—>1+oo " ot (Z’,to) (.Z')
D’ou le résultat. [ |

Etude de I’intégrabilité de F' par rapport a la mesure de Lebesgue

Théoréme 18 (Intégrabilité) Soit I est un intervalle borné I = (a,b). Si
1.Vx € E, tw f(x,t) est continue sur I.
2.3g € LYER,) telle queVt € I, |f(x,t)| < glx)p—pp.

Alors F' est intégrable sur [a,b] et :

/[a’b] FdA:/abF(t)dtzfab (/Ef(x,t)du(x)) dt:/E[/abf(x,t)dt] du(z) .

Démonstration

11 suffit d’appliquer le théoreme 17 a la primitive de ¢ — f(z,t) puis d’intégrer
sur [a,b]. ]

Remarques: Ces trois théoremes restent également vrais quand f, définie sur £ x I,
est a valeurs complexes.
Exemple: Soit g une mesure bornée sur R. Posons:

b(1) = /R e dp(z)

On a:

1. ¢, est continue sur R, car t — e"*

est continue sur R, et [e*| < 1 intégrable puisque

/E ldp(x) = p(E) < +o0
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2. si [p |z|du(z) < 400, alors ¢, est dérivable.

En effet, t — € est dérivable et sa dérivée vaut ize™, de plus |ize™| < |z|. Donc
si ¢ — |z| est u-intégrable, on a:

o' (t) = 2/ e du(x) .
E
En particulier,
6,0 =i [ aduta).
E

Contre-exemple : (mesure de Cauchy) Exemple d’une mesure bornée mais telle que
¢,, ne soit pas dérivable en 0.
Soit 1 une mesure sur (R,Bp) telle que

1
VAE€ BR, u(A):/—dx,
A7T(

1+ 2?)
on a bien ,
teo dy
R) = —=1<
n(R) /Oo (1 + 2?) 0
mais f o T 1'_“;'362 dx n’existe pas car fo = +$2 —dr =

De fait, on démontre que ¢,(t) = eIl | qui n’est pas derlvable en 0. En fait, on ne peut
pas ici utiliser ce théoréme pour montrer la dérivabilité de ¢, méme ailleurs qu’en 0.
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Chapitre 4

Mesures a densité, mesures images,
mesures produits

L’objectif de ce chapitre est de construire des mesures a partir de mesures connues
ou de “transporter” une mesure d'un espace a un autre. En particulier sur (R,Bp), nous
n’avons construit que la mesure de Lebesgue .

4.1 Mesures définies par les densités

Théoréme 19 Soit (E,A,u) un espace mesuré, et f € M(ER,). L’application :
A € AH/fdu:V(A)
A

définit une mesure sur (E,A) telle que
p(A)=0=rv(A)=0.
On dit que v est de densité f par rapport a p.

Démonstration

v est clairement & valeurs dans R, et v(()) = 0.
Soit (A,), .y une suite d’éléments deux a deux disjoints de A. Alors:

U A= 7| 14, | de

neN neN

- Z/f]lAndu (th. 9) |

neN

=) (A . n

neN
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Réciproque : Théoreme de Radon-Nicodym (hors du cadre de ce cours).
Exemples: Dans de nombreuses applications, on considere des mesures définies par des
densités par rapport a la mesure de Lebesgue sur (R,Bp), comme:

1
La densité de Cauchy: f(x) = m ;
1 z?
La densité de Gauss:  f(z) = e 7,

La densité exponentielle:  f(z) = )\e_)‘xﬂl&(x) :

Les mesures a densité sont tres utiles et le théoreme suivant est tres largement utilisé:

Théoréme 20 Soit (E,A,u) , v une mesure de densité f par rapport a p. Soit h € f €
M(ER). L’application h est v-intégrable ssi le produit h.f est p intégrable et on a

/hduz/h.fdu.

Par facilité de notation, on notera dans ce cas:
dv = fdu

Montrer en exercice que cette égalité est vraie pour les fonctions indicatrices, puis pour
les fonctions étagées, puis vraie pour les fonctions mesurables positives, puis pour les
fonctions intégrables.

4.2 Mesures images

Définition 21 Soit (E, A,u) un espace mesuré, (F,B) un espace mesurable, et T une
application mesurable de (E,A) dans (F.B). On appelle “mesure image de p par T7, la
mesure pr sur (F,B) définie par:

VB e B, ur(B)=up[T"'(B)]=poT™"(B).
Application : Soit (£2,.4,P) un espace probabilisé, et (R,Bp ) I'espace mesurable des boréliens.
Soit X une variable aléatoire de (€2,A,P) dans (R,Bg). On définira I'image par X de P
par:

Va € R, Px(]—00,a]) =P [X (] - 00,a])] = Fx(a) =P(X €] - 00,d]).

On retrouve ici la notion de fonction de répartition de X.
Dans les applications, il est alors essentiel de savoir calculer I'intégrale suivante:

/ng(X)dIP’:/ngon]P’:/g)(p(X(w))dIP’(w).
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Dans un cadre plus large le th. suivant répond a cette question:

Théoreme 21
Le calcul d’une intégrale par rapport a une mesure image ur se fait de la fagon suivante.

1.Vh € M(FR,), ona:
/ hduT:/ hoT'dy
F E

2. f € M(FR)est up-intégrable si et seulement si fol est p-intégrable, et on a:
[ saur = [ soran.
F E

La démonstration est classique: on montre que cette égalité est vraie pour
les fonctions indicatrices, puis pour les fonctions étagées, puis vraie pour les
fonctions mesurables positives, puis pour les fonctions intégrables.

Démonstration

1) Démontrons d’abord que la proposition est vraie quand h = 1 pour
tout B € B. La relation a démontrer s’écrit :

[ Lndir = or(B) = [ La(T(@)dn(o)
F E
Or, par définition,le membre de gauche s’écrit:
/ 1 pdpuy — / Lysmdp = p(T(B)).
F E

et, le membre de droite s’écrit:
/E 1 p(T(w)dpu(w) = p({w | tw) € B=u(T\(B)).

La proposition est donc vraie dans ce cas 1a. Par linéarité de [ *. la proposition
sera vraie pour toute fonction h € E(F,R,) et par le théoreme de Beppo-Levi
pour toute fonction h € M(F,R,).

2) f € M(FR) est up-intégrable si f* et f~ le sont, et on a alors:

/FfduTz/F*f*duT—/F*f‘duT:/E*f%Tdu—/E*f‘onu:/;(f*-f‘)on,u.

D’ou,
/fduT:/fonu : |
F E
Applications:

Quand T est a valeurs dans (R,Bg ), en prenant pour % la fonction identité sur R, ¢ — ¢,
cette proposition implique la formule de changement de variable suivante :

[ tduntt) = [ T@inte) = [ Tan.
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Application aux calculs des probabilités: si 7' = X représente une variable aléatoire,
on retrouve

E(X) = /Q XdP — /Q X (w)dP(w) = /R 2dPx(z)
et

E(p(X)) = / oo XdP = / (X (w))dP(w) = /Rm)d@x(x).

Cette derniere égalité permet de se ramener a des intégrales de Lebesgue sur R qui sous
des conditions le plus souvent vérifiées sont égales aux classiques intégrales de Riemann.
Application: lois de probabilités usuelles a valeurs dans N ou R.

— Si Py est une mesure dicrete sur N elle peut s’écrire

Py = Z @0, , avec Px(n) =P(X =n) = a, ,
neN

et on obtient la formule déja connue:

E(X) = /R 2dPx(z) = /R o[ 3 andsa(a)

nEN

= Z an/Rxd5n(x)

neN

Cette formule se généralise au cas continu:

— Si Px est une mesure a densité f par rapport a la mesure de Lebesgue sur (R,BR)
elle peut s’écrire

dPx(x) = f(x)d\(x) ,

et on obtient la formule déja connue (mais non justifiée):

E(X) = /Q Xdp = /R 2dPx (z) = /R 2 f(@)dA(z) .

E(p(X)) = / H(X)dP = /Rso<:c>dpx<x> - /Rm)f(x)dw) |
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Dans la majorité des cas il suffit donc de calculer une intégrale de Riemann : par exemple,
1. on dit qu’une variable aléatoire X suit une loi exponentielle de parametre A et on
note X ~~ E(A) ssi
dPy = e M1, (z)d)\(z) .
2. on dit qu'une variable aléatoire X suit une loi normale de moyenne 0 et de variance 1
et on note X ~» A(0,1) ssi

N

L o 1)) .

dPx =

9

En exercice :
Montrer dans le cas 1) E(X) = 1 et Sz
Montrer dans le cas 2) E(X) =0 et F(X?) = 2.

Exemple de mesure image: Posons (

EA ) = ([0,1],B)0,1),A) et T(z) = —log .
Alors T est a valeurs dans R, donc ici, (F,B)

(R+,BR+) et on a pour tout t > 0,:

=

)

,uT([O,t]):,u({x:—logmgt}):,u({x:xZG_t})zl—e_t:/o e “du .

pr est définie par la densité f par rapport a la mesure de Lebesgue sur R, définie par
flu)=elR (u) .
Donc dur(t) = e‘t]lR+d)\(t) Soit alors a calculer 'intégrale

1
/ —logxdx:/Td,u.
0 E

En appliquant la formule de changement de variable on a:

1 400
/ —log zdx = / tdp(t) = / tetdt = 1.
0 F 0

Dans le cas présent, on pouvait calculer I'intégrale initiale :

1 1
/ —logxdx:—[xlogx](l)+/ de =1.
0 0

Dans d’autres cas, le changement de variables s’avere indispensable et revient a prendre
une mesure image.
Applications: si U est une variable alétaoire uniforme sur [0,1] alors —in(U) ~» £(1).

4.3 Mesure produit

Soient (F1,A1,u1) et (Eq,As,10) deux espaces mesurés o-finis. Cela signifie que pour
chacun d’entre eux, il existe une famille {B,,} d’éléments de la tribu qui recouvre I’espace
E=U,.NBnetVn € N, u(B,) < +oc. Ceci est donc en particulier vrai pour (R,Bg,\).
Définition 22 On appelle mesure produit de py par jio, Uunique mesure sur (Ey X Ey, A1 Q) As)
définie par:

VA € A VA € Ay, iy @ po(Ar X Ag) = pia(Ay).pa(Asz)
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Exemple d’application:

Sur R? muni de la tribu BR2, on définit la mesure de Lebesgue A2 = A @ \.

Il nous reste donc a construire et a savoir calculer 'intégrale de fonctions mesurables par
rapport a cette mesure produit. Ce probleme difficile est résolu par le théoreme suivant:

Théoréme 22 (Fubini) Soit f € M(E; x E3,R.), alors
Joo B2 — Ry et Jeo B4 — Ry
Ty = fx1($2) = f($1,$2) T = fa, (351) = f(371,$2)

sont mesurables, et :
/ fxldﬂ2:| dpy = / [/ fa:zdul] dpy .
Es Es Er

[omen

De plus, si f € M(E; X Ey,R) est uy ® po -intégrable, alors f,, et f., sont intégrables
par rapport a s et g respectivement, et on a:

/Ele2 Jdlpn ® pa) = /E1 [/1;2 fwld/@] dpn = /E2 [/El medul] dpss .

La démonstration de ce théoreme est délicate et dépasse le cadre de ce cours.

Exemple d’application::
Prenons ([0,1]*,8(,1)2,A%) et posons:

f(z1,22) = max(zy,29) ,

Calculons:

FAA®A) .
(0,1]2

Comme |f| < 1, on obtient que f est A ® A-intégrable, et

/fd)x@)\ /[/fm1 xng2:|dl’1,
x1 1 ZL'2 1 1 x2
/fxl(@)dxz = / r1dxy +/ Todry = 25 + {?2} =22+ 5~ 71 ,
0 - o

1+w1 1 1 2
dA® N d 1+-)=-.
/f ® / T1 = 2<+3) 3

Remarque : On peut aussi calculer cette intégrale par une autre méthode en utilisant la
mesure image de A ® \ par f:
Cette mesure image est donnée par:

Or,

Donc,

ve € [0;1], v([02]) =A@ X ({1 ([0,2])}) =A@ A([0,2] x [0,z]) =2” = /Ox 2udu .
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Donc v admet la fonction g définie par g(u) = 2ullj1)(u) comme densité par rapport &
A, d'ot
! 2
fdA® \) = / u.2udu = 3
0

[0,1]2

Ce théoreme est extrémement puissant. Finalement on obtient

— f:R?* = R, continue alors on peut toujours inverser 'ordre d’intégration.

~ f: R?* — R continue sur un compact [a,b] x [c,d] alors on peut toujours inverser
I'ordre d’intégration sur ce compact.

— f:IxR— R, I compact et Vt € I, |f(t,x)] < g(x) et ¢ € L alors on peut
toujours inverser 1’ordre d’intégration sur [ et R.

Par contre, si f : R? — R n’est pas continue, il faut s’assurer que f est A\*intégrable.

Application aux probabilités, couples de variables aléatoires
Dans la pratique si f est une densité sur R* d’un couple de variables aléatoires (X,Y),
alors, pour toute fonction ¢ : R* — R continue (p.p.),

B = [ [ sttty = [ ( [otwnsais)as= [ ( [owaswaiy) i

Exemple:

E(Iixey) = P(X<Y) = //Af(x,y)dxdy.

avec A = {(v,y) € R?* |z < y}.
Donc

pec<v) = [ [Cotwasair)a- [ ( B o))ty do.
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Chapitre 5

Exercices

’Rappels et compléments sur les ensembles

Exercice 1 :

Dénombrement : Soit A = {0,1}.
P(A) désigne I'ensemble des parties de A.
1. Enumérer P(A) et P(P(A)).
2. Soit B un ensemble fini. On pose A, = f [P*(B)] (cardinal de P*(B), ou
pour tout k> 1,
P*(B) =P (P*'(B)) .

Calculer A\, en fonction de §B.
Exercice 2 :

Fonction indicatrice d’un ensemble:
Pour une partie A d'un ensemble X, la fonction 14 : X — {0,1}, définie

par:
1 a(x) :{ 1 si =z € A

0 sinon

est appelée fonction indicatrice de A.
Soient A et B deux parties quelconques d’un ensemble X . Exprimer en fonction
de 114 et 1 5 les fonctions indicatrices qui suivent :

L Le, Lanp, Laus.
2. 1La\p, Laag. On rappelle que par définition :

AAB = (AUB)\ (AN B).

Exercice 3 :

Fonctions et opérations ensemblistes :

45



46

Soient F et F' deux ensembles, et une application f : £ — F.
Les ensembles A et B désignant des parties de E ou F', démontrer les propriétés
suivantes :

L f(AUB) = f(4)Uf(B).

f(ANB) C f(A) N f(B). Donner un exemple d’inclusion stricte.
f(A°) # (f(A))". Donner un exemple.

fTHAUB) = fTH(A) U fH(B).

fTHANB) = fH(A) N f71(B).

f7HAY) = (F71(A)"

FHUnen4n) =U,en /7 (An).

’Limites inférieures et supérieures

N U W
*ﬁn

N

Exercice 4 :

Soient (a,) et (b,) deux suites de nombres réels.
Montrer que si Vn a, < b, alors inf,, a, < inf,, b, et sup, a, < sup,, by,.

Exercice 5 :

Limites inférieures et supérieures d’une suite de réels:
Soit (un)n>0 une suite de réels. On définit les limites inférieure et supérieure
de (uyp)n>0 par:

lim inf u,, = sup (égf uk) et  limsupu, = inf <sup uk) )

n n n k>n
Ces deux nombres appartiennent & R.
1. Soit . 1y
Up = - (_ ) ;
2
la suite prenant alternativement les valeurs 0 et 1. De quelle partie de N
la fonction n +— wu,, est-elle la fonction indicatrice? Calculer lim inf u,, et
lim sup u,,.
2. Démontrer que pour toute suite de réels (u,)n>0,

lim inf u,, < limsupu,, .
n n

3. Que peut-on dire si

liminfu, = limsupu, =1 € R.

4. Etudier la réciproque.
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Limites inférieures et supérieures d’une suite d’ensembles.

Exercice 6 :

Soient £/ un ensemble et (A,), N une suite de parties de E. Les limites
inférieures et supérieures de cette suite se définissent par

A, =liminf A, = (] (4.
ke Nn=k

A* =limsup A4,, = ﬂ UA” ,
ke Nnzk

On pose, pour tout k € N,

Sk:UAn , Tk:ﬂAn

n>k n>k

Démontrer les assertions suivantes.
1. (Ty) (resp. (Sk)) est croissante (resp. décroissante).
2. limsup A4,, D liminf A4, .
3. Montrer que A* est I’ensemble des éléments de ) appartenant a une

infinité de A,,, et que A, est ’ensemble des éléments appartenant a tous
les A,, sauf au plus & un nombre fini d’entre eux.

4. Si A, = A*, on utilisera la notation lim,, A,, et on dira que la suite de
parties (A,, n € N) est convergente.

Montrer que si la suite (A,), . est croissante (resp. décroissante) alors
lim,, A, existe et lim, A,, = J,, An (resp. lim,, A, =, 4n).

5. Les suites de parties suivantes sont-elles convergentes?

(a) A, ={] —n;+n[,n € N} .
(b) An:{[o;H%],n € N*} .
(¢) A, = A sin pair, A, = B si n impair ou A et B sont deux parties
données de E.
(d) Dans R, soit A, =| — 00,a,]| ou (a,) est une suite de nombres réels
que lon supposera convergente puis non convergente.
6. (facultatif) Soient (A,,n € N)et (B,, n € N) deux suites de parties
de E. Montrer que
(a) limsup(A¢) = (liminf A,)° .
(b) liminf(A¢) = (limsup A,,)° .
(c¢) limsup, (A, B,) = (limsup,, A,) J(limsup,, B,,),
(d) limsup, (A, () Bn) C (limsup,, 4,) ((limsup,, B,). Trouver un exemple
ou cette inclusion est stricte.
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Limites inférieures et supérieures de fonctions.

Exercice 7 :

Rappels sur les suites de fonctions.

Soit 2 un ensemble et (f,,n € N) une suite de fonctions réelles dédinies
sur {2. On appelle limite supérieure et limite inférieure de cette suite les
fonctions qui a tout élément de € fait correspondre la limite supérieure et la
limite inférieure de la suite de nombres réels ( (f,(z),n € N):

limsup f, : x — limsup,, f.()

liminf f, : 2z +— liminf, f,(x)

Si pour tout élément = de Q, liminf, f,(z) = limsup,, f.(z) = f(z), on dit
que la suite (f,,n € N) converge ponctuellement sur € vers la limite f (
a valeurs dans R), et on note lim,, f, = f.

Montrer les assertions suivantes:

1. 14 =limsup, 14,
2. 14, =liminf, 4,
3. S1 A, =A% on a:
Ly, 4, = liTan 1, .
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Exercice 8 :

Montrer que I'intersection de 2 tribus est une tribu.
Exercice 9 :

Tribus d’un ensemble fini.

Soit X = {0,1,2}.
— Donner la liste complete des tribus que contient P(X).

Tribu engendrée ‘

Exercice 10 :

Soit B la tribu borélienne sur R. On note Bp N [0,1] 'ensemble
{BN[0,1],B € Br}.
1. Montrer que:

B]Rﬂ [0,1] = {C € BR | CC {0,1]} .

2. Montrer que By N [0,1] est une tribu sur [0,1]. On dit que By N [0,1] est
la tribu trace de By sur [0,1], et on la note B 1.

Exercice 11 :
Soit E un ensemble quelconque, (par exemple N )

1. Démontrer que si &€ = {{z};x € E}, alors en posant
F ={A C E : A dénombrable ou fini ou A° dénombrable ou fini} on a
o&)=F

2. Montrer que si E est fini ou dénombrable, alors o(€) = P(FE).

| Semi-anneau booléen |

Exercice 12 :

Montrer que, avec les notations du cours, Z et Z; sont des semi-anneaux
booléens, mais pas Zy ni D,.
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Exercice 13 :

Montrer le résultat du cours sur les semi-anneaux d’un espace produit :

Soit A et B des semi-anneaux booléens de parties de E et F respectivement.
Monter que Z ={Ax B : A € A B € B} est un semi anneau booléen de
parties de £ X F.

’Applications et espaces mesurables

Exercice 14 :

Démontrer le théoreme du cours sur la somme, le produit etc. de fonctions
mesurables: B
Théoréme : Soient f,g € M(ER), et & € R. Alors

L af, (f +g) quand elle est définie, f.g, sup(f.g), inf(f,g), /" = sup(f,0),

f~ =inf(f,0) sont des fonctions de M(E R).

2. Soit {f,}ns1 € M(E,R). Alors les fonctions sup,, f,,, inf, fn, limsup,, fy,
liminf, f, et lim, f, (quand elle existe) sont dans M(E,R).

Exercice 15 :

On rappelle que toute application de R dans R est dite borélienne si elle est
B /B mesurable. On pourra admettre les deux premieres questions:

1. Montrer que toute application de R dans R admettant en tout point une
limite & gauche et une limite & droite dans R et ayant au plus un ensemble
dénombrable de points de discontinuité est borélienne.

Indications :
On posera A = {x | f*(z) # f~(2)} et on écrira f = flac + f1l 4

2. Montrer que toute application croissante de R dans R est borélienne.
Indications :

(a) en ce cas on montrera A = J, .y An ot A, ={z | f(z) — f(7) >
ik

(b) On montrera ou on admettra que A, est fini.

(¢) On montrera que A est fini ou dénombrable.

3. Les applications suivantes sont-elles boréliennes?

0 siz <0,
hes fol(x)_{ 1/x siz>0.
fo o x— foz) = exp(cosz) .
fs : x> f3(x) = partie entiere de x .

L siz#1

. — rx—1 ’
fa “’Hf“(“:)_{o siz=1.
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Espaces mesurés

Exercice 16 :

Soit (E,B,u) un espace mesuré.
Monter que

B,={X € P(E)|3B1,By € Btel que B C X C Byet u(By\ By) =0}

est une tribu contenant .
Exercice 17 :

On considere 'espace mesurable (R,Bp) et I'application m définie sur (Bp)

. =535 (2) 1.

n=0
Calculer m([0,2]), m({2}), m(] — 00,0]), m(N), m(R). L’application m est-elle
une mesure de probabilité sur (R,Bp)?

Exercice 18 :

Soit (€2,.4,P) un espace probabilisé. On rappelle et ce résultat sera revu, que
si X est une variable aléatoire a valeurs dans N, donc positive, alors:

E(X):/*XdP:/XdP.

1. Montrer que dans ce cas,
—+00
E(X)=> P(X>n).
n=0

2. En déduire E(X), si X suit une loi telle que ¥n € N, P(X = n) =
p(1—p)"~toup €]0,1[.

Exercice 19 :

Soit f 'application de R dans R définie par
] 172 siz <0,
f(x)_{ 1 siz>0.
1. Justifier le fait que f est borélienne.
2. Soit A la mesure de Lebesgue sur (R,Bp). L’application est-elle continue
A —p.p.? Que vaut [~ fd\?

3. Soit dy la mesure de Dirac en zéro sur (R,Bp). L’application est-elle
continue & — p.p.? Que vaut [~ fddy?
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Convergence monotone

Exercice 20 :

Démontrer les résultats du cours sur le lien entre intégrale de Lebesgue sur R
et intégrale de Riemann.

1. Soit (R,Bg,\) 'ensemble des réels muni de la mesure de Lebesgue. Soit f
une fonction réelle continue sur R a valeurs dans R, . Alors,

/*fdA: joof(x)dx (c B)

2. Soit f continue & valeurs dans R. Alors, fj;o f(z)dz est absolument
convergente au sens de Riemann ssi f est Lebesgue intégrable et, dans ce
cas:

+oo
/fd)\ = f(z)dx

3. Soit f une fonction réelle continue sur [a,b] compact de R. Montrer

/[%b] fd\ = /abf(yc)da:.

4. Soit f une fonction réelle continue sur Ja,b[ de limite co en a et b. Si

fab f(z)dz est absolument convergente au sens de Riemann alors f est
Lebesgue intégrable et

b
d)\ = d
] / f(x)dz

Exercice 21 :

Soit 'espace mesuré (R,B;,\) ou A est la mesure de Lebesgue. Soit ( f,)n>0
la suite de fonctions définie par

Jul@) = (1= )"y (2)

Calculer la limite suivante : lim,,_ fR+ fadX .
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Exercice 22 :

On rappelle que deux variables aléatoires sont indépendantes ssi VB;,By €
B(R), les événements {X € B;} et {Y € B} sont indépendants donc ssi

P({X € B} N{Y € By})=P({X € B)P({Y € B,}).

Démontrer la proposition suivante:
Si X et Y sont deux variables aléatoires positives et indépendantes, alors

E[XY] = E[X|E[Y] .

On commencera par établir le résultat pour des fonctions indicatrices, puis
pour des variables positives étagées, puis pour des v.a. positives.

’ Convergence bornée ‘

Exercice 23 :

Soit (f)n>1 la suite de fonctions de R, dans R, définie par:

n2x si0<z<1/n,
fa@) =14 2n—n’z sit<z<2,
0 sinon .

1. Tracer le graphe de f,.
2. Etudier la convergence simple de la suite (fr)n>1 -

3. Calculer
ERee)

lim fu(z)dz .

n—-4o00 0
Exercice 24 :

Soit 'espace mesuré ([—1,41],8[_1,41),A), A la mesure de Lebesgue. On considere
pour n > 1 les fonctions f, définies par:

2§ —l<zx<l
— ] iz ™ ’
fn(:l?) {O sinon .

Montrer que lim,, |, f[—1 ) fndX=0.
Exercice 25 :

Soit I'espace mesuré (R,Bp,\) ou A est la mesure de Lebesgue.
On considere la suite { f,,n > 1}) de fonctions réelles définies sur R par:
nsin(£)e™™ si0<ux,
i) = { T A0

10 sinon .

93
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1. Justifier le fait que pour tout n > 1, 'application f, est borélienne.

2. Montrer que la suite (f,),>1) converge simplement vers une fonction f
que 'on précisera.

3. Calculer lim,,_ o [ fndX .

Exercice 26 :

Soit a > 0. Posons :

nZl.e n2z2
ule) = " D (@)
Calculer la limite suivante:
li nd .
Jm /
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Fonctions définies par une intégrale‘

Exercice 27 :

Soit A la mesure de Lebesgue définie sur (R,Bg). Soit F', la fonction définie
sur R, par:

Vi>0, F(t)= / e (z) |
+

1. Montrer que F' est définie et continue sur [0 + ool.
2. Montrer que F est dérivable sur [0, + oo.
3. Evaluer F'(0).

Exercice 28 :

Soit A la mesure de Lebesgue définie sur (R,Bg). Soit F, la fonction définie
sur RY par:
SN T

dx

“+oo
Vit>0, F(t):/ e
0

1. Montrer que F' est définie et continue sur |0 + ool.

X

2. Montrer que F' est dérivable et que

/ 1

3. En déduire F(t).
Exercice 29 :

Soit A la mesure de Lebesgue définie sur (R,Bg). Soit I, la fonction définie
sur R} par:

+oo
Vi>0 TI(t)= / e "' dr .
0

1. Etudier la continuité de T
2. Montrer que I est dérivable.
3. Montrer que pour tout n € N*, on a:

L(n)=(n—-1)".

4. calculer I'(1/2) en utilisant le résultat: [, e du = YT,

5. Calculer les limites suivantes :

lim I'(¢) et lim I'(¢) .

t——+o00 t—0+

95
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’Mesures a densité, mesures images

Exercice 30 :

Soit I'espace mesuré (R,Bp,\) , oit A est la mesure de Lebesgue.

1. Soit f une application numérique positive mesurable. Rappeler a quelle
condition la mesure p dont la densité par rapport a la mesure de Lebesgue
A est f est une mesure bornée (resp. une probabilité).

2. Soit une mesure bornée p définie sur (R,B ) par sa fonction de répartition :
pl] = osa]) = F(z) = (1 )T (2),0 >0,

Montrer que cette mesure admet une densité par rapport a la mesure de
Lebesgue que 'on précisera. La mesure p est-elle une mesure de proba-
bilité?

Indication : on montrera que si F' est dérivable et si F” est continue, alors
la densité f est F”.

3. La mesure p admet-elle un moment d’ordre 1 (L’application identité est
intégrable)? un moment d’ordre 2 (La fonction z — z? est intégrable)?
Le cas échéant, les calculer.

4. Reprendre la question précédente en prenant pour mesures les mesures
admettant pour densité par rapport a la mesure de Lebesgue, les densités
suivantes :

(a) la densité de Cauchy.
(b) la densité de Gauss.

Exercice 31 :

Soit 1 la probabilité gaussienne centrée réduite sur I'espace (R,Bg), dont la
densité par rapport a A\ est:

1 o2
flx) = ez xeR.

1. Soit T l'application de R dans R définie par T'(x) = 2z + 5. Déterminer
la mesure image pr de p par 7T

2. En déduire que pr est une mesure a densité par rapport a la mesure de
Lebesgue.

3. Montrer que I'aplication identité est pur-intégrable et calculer son intégrale.

4. Répondre aux questions précédentes pour T'(z) = 22 v € R.
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Exercice 32 :

Montrer que dans le cas de R et de la mesure de Lebesgue, le théoreme de
la mesure image permet de démontrer la formule du changement de variable
pratiquée dans l'intégrale de Riemann d’une fonction continue:

Théoréme 23 si T est dérivable croissante alors :

/foT e /f Vdz oi T([c:d]) = [a: B] .

st T est dérivable décroissante alors :

/foT e /f Vdz oi T([c d]) = [a: )] .

’ Mesures produits ‘

Exercice 33 :

Soit 'espace mesuré (RQ,BRz,)\Q) , ot A% est la mesure de Lebesgue sur R?.
Soit f lapplication de R?* dans R définie par

f(zy) :{ % si (z,y) # (0,0),

0 sinon .

1. A t-on fo (fo T,y dy) d:z:—fo <f0 T,y dx) dy?

Indications: on utilisera le résultat suivant:

- 0
Posons h(x,y) = 3:2—_:;2 , alors %h(x,y) = f(z,y) .

2. Que peut-on conclure?

Exercice 34 :

Soit I’espace mesuré (R2,BR2,)\2) , ot A2 est la mesure de Lebesgue sur R?, et
f: R* = R définie par:

f(xay) = ﬂA(xvy)ei(Ier) )

ol A= {(zy) € R:0<y<x}
1. Faire le graphe du domaine A.

o7
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2. Justifier le fait que f est B2 /Bg-mesurable.
3. Calculer [ fd\2.

Exercice 35 :

Soit X une variable aléatoire de loi de densité £()), et Y une variable aléatoire
de loi de densité £(u). On suppose X et Y indépendantes donc que le couple
(X,Y) admet pour densité:

f(xay> = )\e_Ax]lM_ (x)ﬂe_uyﬂnu (y) .

1. Calculer P(X <Y).
2. Calculer E(XY).
3. Soit Z = i,—< Calculer la fonction de répartition, puis la densité de Z.
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Révisions

Exercice 36 :

Soit (£2,,4) et (E,B) des espaces mesurables, et { f,, },>1 une suite d’applications
mesurables de €2 dans E.

1. Soit B un élément de B. On pose alors:
Ve € Q,K(z) =inf{p € N*| f,(z) € B},avec inf () = +o0 .

Démontrer que I'application K :  — R est mesurable.

2. Soit t une application mesurable de € dans N*. Démontrer que I'applica-
tion ¢ définie par:
p @ — K

est mesurable.
T = fiw (@)

Exercice 37 :

Soit (E,E,1) un espace mesuré.
Soit (A,, n € N) une suite d’éléments de £.

1. Montrer que liminf,, A, = A, et limsup, A, = A* sont des éléments de
E.

2. Montrer que p(A,) < liminf, u(A,) .

3. Montrer que s'il existe ng tel que p(Ur, A,) < 400, alors
limsup, u(Ay) < p(A*) .

Exercice 38 :
Soit (E,A,u) un espace mesuré et {A,},>1 une famille d’éléments de A.

1. Pour tout n > 2, on pose

B, = An\(U Ak) )

k<n

et B1 = Al.
Démontrer que { B, },>1 est une suite dans A, constituée de parties deux
a deux disjointes de F, telle que

+oo +oo
UB.=JA..
n=1 n=1

2. En déduire que

u(lJ A4 <3 (AL
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3. Démontrer que

+oo
Zu(An) < +00 = p(limsup A,) = 0.
n=1

n

Remarque : Ce résultat porte le nom de lemme de Borel-Cantelli et est tres
utile en probabilités.

Exercice 39 :

Soit n un entier naturel. On définit les applications réelles suivantes :

foooae fla) =",

gn T gp(z) =cos"z .
. -2 sio<az<yn,
fn x|—>fn(x)—{ 0 sinon .

1. Vérifier que ces applications sont mesurables.

2. On désigne par A la mesure de Lebesgue sur (R,BR). En intégrant par
parties, calculer:

I, = /gn]l[OJr/Q]d/\~
3. Montrer que

(a) Ippi1 < Ion < Iops
(b) Montrer ou admettre que:

(¢) Montrer ou admettre que

lim /nl, = \/7/2.

n—-+4oo

4. Montrer que la suite (f,), est une suite croissante de fonctions positives
et en déduire que

ngrfm/fndA:/fllRmx

5. Faire le changement de variable 2 = nsin® u pour vérifier :

/fnd)\ = /fn(x)]l[o,\/ﬁ[(ﬂf)dﬂf = Vnly -
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6. En déduire que

+0oo
/ e dy = ﬁ .
0 2

Exercice 40 :

On considere 'application F' : R, — R définie par:

2

+o0 —tx
F(t) = / " g
0

1+ 22

1. Démontrer que F' est continue sur R, et étudier la limite:

lim F(t) .

t——+o00
2. Montrer que F est dérivable sur R} et étudier la limite

lim F'(t) .

t—0t

3. Prouver que pour tout ¢ > 0, on a:

+oo
F(t) — F'(t) = ot [ = / e dr .
0

L
V)

4. En résolvant I’équation différentielle, démontrer que:

Vit
V>0 F(t)=¢ (g—ﬂ/ e_”2dx> :
0

5. En déduire la valeur de I.
Exercice 41 :

Soit ¢ la fonction définie sur R par:

+o0
o(t) = / e cos(tx)d .
0

1. Montrer que @ est dérivable sur R et que  vérifie une équation différentielle
du premier ordre (& préciser).

2. Déterminer l'expression de () pout tout réel t. En déduire I'expression
de la transformée de Fourier de la loi normale centrée réduite :

1 o2

\/%e_Td)\(:c) :

@(t):/Remd,u(:c) avec p(x) =
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Exercice 42 :

Soit ’espace mesuré (RQ,BRg,)\2) , ott A\? est la mesure de Lebesgue sur R?.

On définit 'application h de Ri dans R par:
hzy) =e ¥ sinz .

1. Montrer que pour tout b > 0, h est A%-intégrable sur [0,b] x [0, + ool.

Montrer que
b 400 b :
/ (/ h(w,y)dy) dr = ﬁ/ el
0 0 2 Jo VT

(On utilisera le fait que [" e~*dt = Ny

2. Montrer que fo x,y)dr = 1+y
pour laquelle on vérifiera que

—— + g(b,y) pour une fonction g & préciser

“+o00

I by)dy = 0.
Jm | 9by)dy

3. Montrer que

R | T
—dy=—=.
o Ll+y 2v/2

4. Déduire de ce qui précede que

T gin g I
dx =1\/3>

, +oo .
et évaluer fo sin 22dzx.
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Exercice 43 :

—+00

t 0 g
cos( I)dx etde = / T
1+ 22 0 T

1. En justifiant la convergence des intégrales, démontrer que pour tout

t € R*:
+ cos(tx) 2 [t zsin(tz)
£) = do == [ i),
@() /_ 1+x2x t/—oo (‘%,2_’_1)2m

Calcul de p(t) = /

—00

[e.9]

2. Montrer que I'application ¢ est paire et continue sur R.
3. Calculer les limites:

lim () et lim (1) .

t—+o00 t——00
4. Montrer que ¢ est dérivable sur R*, et que:

. , 1 [t 221

5. Au moyen d’une intégration par parties, prouver que:
+00 T
Vi e R, ’t:—/ ——sin(tz)dx .
S =[xy sinten)

6. Vérifier que:
- 1 1

2+1 w2 4+1) z
7. En déduire, en justifiant la convergence des deux intégrales:

. , T sin(tx 0 sin(tx
vVt e R, gp(t):/ ﬁdaz—/ #dw

I

8. Démontrer que 1’application :

+00
‘e / sm(tx)dx .

Xz

est constante sur R*.
9. Montrer que ¢ est deux dérivable sur R* et que pour tout t > 0, ¢”(t) = (t).
10. Déterminer () pour tout réel t.
11. En utilisant la valeur de lim, . ¢(t), en déduire la valeur de I'intégrale :

T ginx
I = dz .
0 T
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CPP Grenoble . 2 iéme année MAT 2008

Examen : MESURE ET INTEGRATION

Documents autorisés. Durée: 2 Heures
Toute question pourra étre admise pour faire la ou les suivantes.

Le sujet comporte deux pages .
Baréme indicatif: I: 5, I[1: 4 , III: 5, IV:6,V:3.

Exercice 44 :

Soit B]R la tribu borélienne sur R. Pour tout élément A de BR on définit
I’élément —A de P(R) par: —A = {—z| x € A}. Soit S = {A € By| A = —A}.

1. Montrer que § est une tribu sur R

2. Les applications suivantes sont-elles mesurables de (R,S) dans (R,Bg)?

f+ RS) — RBp) g: (RS) — (R,Bg)

r — e x — cos(x)

3. Montrer que toute application paire et borélienne est mesurable de (R,S)
dans (R,Bp) .

4. Montrer que toute application mesurable de (R,S) dans (R,Bp) est borélienne
et paire.

Exercice 45 :
1. Soit (€2,4,u) un espace mesuré. Soit (f,),>1 une suite décroissante de

fonctions mesurables de (£2,.4) dans R, convergeant ponctuellement vers
une fonction f. On suppose qu’il existe ny € N tel que

[ i < +0.

Montrer qu’alors

i [ [ 1 g &)
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2. Soit (R,Bg,A) I'espace mesuré des réels ot A désigne la mesure de Le-
besgue. On considere la suite de fonctions g, () = Lpytoof(2).

(a) Montrer que la suite (g),>1 est une suite décroissante qui converge

simplement vers la fonction nulle.
(b) L’égalité (5.1) est-elle vérifiée (avec g, et A\)?.

Exercice 46 :

Soit (€2,,4,P) un espace probabilisé. Soient X et Y deux variables aléatoires
indépendantes de densité (par rapport a la mesure de Lebesgue \) respectives:
fx(x) = )\e_’\x]lR+ (z) et fyr(y) = pe 1R (y). Soit Z la variable aléatoire,

Z =inf(X)Y).

1. Dans quel ensemble Z prend t-elle ses valeurs?

2. Pour t dans cet ensemble, écrire I’événement {Z > t} en fonction des

événements {X >t} et {Y > t}.
3. En déduire P(Z > t)
4. Quelle est la densité de Z (par rapport a A)?
5. Calculer E(Z).

Exercice 47 :

On considere 'application F' : Ry — R définie par:

+oo  —a?t
F(t) = / ¢ dx
0

1422

1. Démontrer que F' est continue sur R, et étudier la limite

2. Démontrer que F' est dérivable sur R, .

3. Etudier la limite
lim F'(t) .

t—0t

Exercice 48 :

Soit ’espace mesuré (RZ,BR2 ,A2), ot A? désigne la mesure de Lebesgue sur R?.

Soient a et b deux réels tels que 0 < a < b, et A = [0,1] x [a,b].
Soit f : (RQ,BR2) — (R,BR)
(x,y) = xy]lA(xvy)

1. Justifier le fait que f est mesurable.
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2. Justifier le fait que f est A*-intégrable.
3. En déduire la valeur de l'intégrale de Riemann:

1 b _ ,.a
[:/ L xdx
o logz
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