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Chapitre 1

Objectifs et planning

1.1

1.2

Ce qu’il faut savoir faire a I’issue du cours

Que faire avec un échantillon ?

— Savoir interpréter les indicateurs statistiques (médiane, moyenne, variance, etc.)
— Savoir choisir un modele (histogramme, graphe de probabilité, etc)

Savoir faire la distinction entre :

— Observation et variable aléatoire

— Parametre et estimateur (exemple : espérance d’une loi et moyenne empirique
d’un échantillon)

Comprendre les notions de biais et de variance d'un estimateur.

Savoir calculer un estimateur par les méthodes du maximum de vraisemblance et
des moments.

Comprendre le principe de construction d’un intervalle de confiance avec la fonction
pivotale.

Savoir interpréter un intervalle de confiance.
Comprendre le principe de construction d’un test d’hypotheses.

Savoir interpréter une p-valeur : est-ce que l'effet que je crois exister pourrait n’ar-
river que par hasard ?

Savoir choisir le bon test pour un probleme concret.
Savoir mettre en ceuvre une régression linéaire sur des données bidimensionnelles.
Savoir interpréter les sorties des commandes de R vues en cours.

Comprendre I'usage des statistiques dans les médias (sondages, etc).

Planning indicatif

Semaines 1 et 2 : statistique descriptive.

Semaines 3 et 4 : estimation ponctuelle.

Semaines 5 et 6 : intervalles de confiance.

Semaines 7 et 8 : tests d’hypotheses sur un échantillon.

Semaines 9 et 10 : tests d’hypotheéses sur deux échantillons et test du y2.

Semaines 11 et 12 : régression linéaire.



TP : I'énoncé est donné en semaine 6, le compte-rendu est a rendre en semaine 9, les
soutenances ont lieu la semaine 10.



Chapitre 2

Exercices

2.1 Fiche d’exercices n°1

Exercice 1. On a relevé les magnitudes sur 1’échelle de Richter des 15 derniers trem-
blements de terre les plus importants, dans ’ordre chronologique. On soustrait 8 et on
obtient les données suivantes, que 1’on notera 1, ..., x,, avec n = 15 :

0.516 0.887 0.783 0.613 0.697 0.459 0.724 0.755
0.867 0.893 0.835 0.718 0.851 0.386 0.855

1. Construire un histogramme a classes de méme largeur, puis a classes de méme effectif
pour ces données.

2. Un expert A affirme que ces données semblent étre distribuées selon une loi uniforme.
Un expert B prétend qu’elles proviennent plutot d'une loi puissance Pu(6, ¢), définie

par sa densité :

CJ]C_l

flz) = e Lpg(x), 6>0,¢c>0

(a) Au vu de I’histogramme, que pensez-vous de ces affirmations ?

(b) A l'aide de deux graphes de probabilité, montrer qu’il est vraisemblable que
c’est 'expert B qui a raison, et donner des estimations graphiques de 6 et c.

Exercice 2.

1. Proposer une méthode graphique pour tester 'adéquation d’'un échantillon a la loi
de Poisson inspirée de celle des graphes de probabilités.

2. Sur un serveur, on a compté le nombre de requétes regues sur mille intervalles de
temps d'une minute :

nombre de requétes 0 1 2 3 4 5 6 7 8 >9
nombre d’intervalles 117 249 290 188 97 35 17 6 1

Est-il raisonnable de supposer que le nombre de requétes recues par minute sur
ce serveur est une variable aléatoire de loi de Poisson? Si oui, proposer plusieurs
méthodes pour estimer le parametre de cette loi et donner les estimations corres-
pondantes.



2.2 Fiche d’exercices n°2

Exercice 1. Dans une rue passante de Montréal, on a mesuré le niveau de bruit en décibels
émis par 20 véhicules pris au hasard. Les données ordonnées sont les suivantes :

54.8 554 57.7 59.6 60.1 61.2 620 63.1 63.5 64.2
65.2 654 659 66.0 67.6 68.1 69.5 70.6 715 73.4

1. Donner les moyenne, médiane, variance, écart-type, coefficients de variation et quar-
tiles empiriques de cet échantillon.

2. Construire un histogramme a classes de méme largeur, puis a classes de méme
effectif. En déduire que la loi normale est une loi de probabilité vraisemblable pour
le niveau de bruit des véhicules passant dans cette rue. Confirmer ce résultat a 'aide
d’un graphe de probabilités.

3. On suppose donc que cet échantillon est issu d’une loi normale.

(a) Estimer la moyenne et la variance de cette loi.
(b) Estimer la probabilité que le niveau de bruit dépasse 70 db, puis 74 db.

(c) La municipalité a décidé de taxer les 10 % de véhicules les plus bruyants.
Comment déterminer le niveau de bruit limite au dela duquel les véhicules
concernés seront mis a I’amende ?

4. Répondre aux mémes questions en supposant que 1’échantillon est issu d’une loi
exponentielle. Montrez que cette hypothese n’est pas vraisemblable.

5. Répondre aux mémes questions sans supposer connue la loi de probabilité des ob-
servations.

Exercice 2. On considére un échantillon de taille n de la loi de Poisson P()). Calculer
les estimateurs des moments et de maximum de vraisemblance de .

Exercice 3. On considere un échantillon de taille n de la loi de Laplace £(), definie par
la densité :

1
Ve € R, f(x;0) = 5 e~z

Calculer les estimateurs des moments et de maximum de vraisemblance de 6.



ENSIMAG 2A, Principes et méthodes statistiques 9

2.3 Fiche d’exercices n°3

Exercice 1. Dans un laboratoire d’astrophysique, on s’intéresse a un certain type de par-
ticules cosmiques. Un détecteur a relevé les durées d’attente en heures entre les réceptions
successives des premieres particules captées.

75 265 225 402 35 105 411 346 159 229
62 256 431 177 56 144 354 178 386 294

On admet que ces durées sont des réalisations de variables aléatoires indépendantes et
de méme loi.

1.

Déterminer une loi de probabilité vraisemblable pour ces données.

2. Estimer le parametre de cette loi par la méthode des moments.

3. Estimer ce parametre par la méthode du maximum de vraisemblance.
4.
5

. Quand, en moyenne arrivera la prochaine particule ? Quelle est la probabilité que la

Comparer les qualités de ces estimateurs. Que choisir comme estimateur ?

prochaine particule arrive avant les 100 prochaines heures? Combien de particules
peut-on s’attendre a recevoir en un an?

Exercice 2. On considere un échantillon de taille n de la loi exponentielle exp(\). On sait
que l'estimateur de maximum de vraisemblance et I'estimateur des moments de A sont

égaux a A\, = 1/X,,.

1.
2.

AR AN

Montrer que cet estimateur est biaisé. Proposer un estimateur sans biais A/ .

Montrer que cet estimateur sans biais est convergent, asymptotiquement efficace,
mais pas efficace.

Déterminer une fonction pivotale pour .
Construire un intervalle de confiance bilatéral de seuil o pour \.
Construire des intervalles de confiance unilatéraux du type [0, Agp] €t [Ninf, +00].

Dans 'exemple des ampoules, calculer toutes les estimations obtenues. Donner tous
les intervalles de confiance en prenant comme seuil 50%, 10%, 5% et 1%.



10

2.4 Fiche d’exercices n°4

Exercice 1. Soient X;,...,X,, n variables aléatoires réelles indépendantes et de méme
loi dépendant d’un parametre inconnu . On sait que 'estimateur de maximum de vrai-
semblance 6,, vérifie :

~

7.0 (0, — 6) =5 N(0, 1)

On admettra que sous certaines conditions de régularité, on a aussi :

Z,(6,) (6, — 0) =5 N(0,1)

1. Utiliser ce résultat pour déterminer un intervalle de confiance asymptotique de seuil
a pour 6, c’est-a-dire un intervalle [, tel que lim P (0 €1,) =1— a.
n—-+00

2. Déterminer un intervalle de confiance asymptotique de seuil o pour le parametre p

de la loi de Bernoulli B(p).

3. Déterminer un intervalle de confiance asymptotique de seuil o pour le parametre A
de la loi de Poisson P(A).

4. Application : en reprenant les données des requétes de l'exercice 2 de la fiche 1,
donner un intervalle de confiance asymptotique de seuil 5% pour le nombre moyen
de requeétes arrivant par minute sur ce serveur.

Exercice 2. Les habitants d’'une zone proche d'un aéroport affirment que le niveau de
bruit moyen percu dans cette zone dépasse la limite tolérée de 80 décibels, a partir de
laquelle 'aéroport doit indemniser les riverains. L’aéroport soutient qu’au contraire, cette
limite n’est pas atteinte.

1. Des experts sont chargés de mettre en place une procédure permettant de trancher
entre les deux parties. Expliquer pourquoi le choix des hypotheses nulle et alternative
peut varier suivant que les experts sont mandatés par I’aéroport ou par les riverains.

2. Les experts ont relevé les niveaux de bruits percus dans la zone pour le passage de
n = 100 avions. On admet que ces niveaux sont distribués selon une loi normale. Le
niveau moyen observé est T,, = 81.6 db et 1’écart-type observé est s/, = 7 db. Au vu
de ces mesures, les riverains demandent une indemnisation, mais ’aéroport prétend
que le niveau moyen observé n’est pas suffisamment supérieur a 80 db pour pouvoir
conclure avec une confiance de 95 % que le niveau limite toléré est dépassé. Qu'en
pensez-vous ?
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2.5 Fiche d’exercices n°5

Exercice 1. Une machine A fabrique des baguettes dont la longueur suit une loi normale
de moyenne 4 mm et d’écart-type 0.1 mm. On teste une nouvelle machine B. Sur 25
baguettes fabriquées, on constate une moyenne empirique de 4 mm et un écart-type estimé
de 0.08 mm. Au seuil 5%, peut-on conclure que la machine B est plus précise que la
machine A ?

Exercice 2. Une ville a 'opportunité de faire installer la télévision par cable dans tous
ses immeubles. L’opération ne sera rentable que si au moins 40% des habitants concernés
s’abonnent. La municipalité a effectué un sondage sur 400 personnes, parmi lesquelles 175
ont déclaré vouloir s’abonner au cable. Au vu de ce sondage, si on lance 'opération, quel
est le risque qu’elle ne soit pas rentable ?

Exercice 3. Un fabricant de composants électroniques a effectué un test sur un nouveau
type de transistors au silicium, et relevé les durées de vie suivantes, en milliers d’heures :

19.3 164 359 58 470 39 304 151 2.6 20.1

On admettra que la loi exponentielle est un bon modele pour la durée de vie de ces
transistors.

1. Dans un premier temps, on suppose que la durée de vie des transistors équivalents
de la génération précédente était de loi exponentielle de moyenne 10000 heures. Un
expert affirme que le résultat de 'expérience montre que les nouveaux transistors
sont plus fiables que les anciens. Qu’en pensez-vous ?

2. Dans un deuxieme temps, on utilise des relevés de durées de vie effectués sur les
transistors de la génération précédente :

83 10.1 85 11.6 248 6.7 48 7.1

On suppose toujours que ces durées sont de loi exponentielle, mais on ne suppose
plus que leur moyenne est connue. Construire un test d’hypotheses permettant de
déterminer si les nouveaux transistors sont plus fiables que les anciens.

Exercice 4. Un ingénieur a mesuré les durées en minutes de réalisation d'une tache
complexe réalisée par 6 robots dans deux environnements différents A et B.

Robot 1 2 3 4 5 6
Environnement A 15 27 38 19 45 8
Environnement B 10 23 35 10 45 10

On admet que la durée de réalisation de la tache est une variable aléatoire de loi
normale dans les deux environnements. Peut-on conclure que les robots travaillent plus
vite dans ’environnement B que dans ’environnement A ?
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2.6 Fiche d’exercices n°6

Exercice 1. Une étude a été faite sur 320 familles de 5 enfants pour déterminer la
répartition entre filles et garcons. Les résultats sont les suivants :

nombre de filles o 1 2 3 4 5
nombre de familles 18 56 90 88 53 15

1. On admet que les naissances des filles et des gargons sont équiprobables. Peut-on
conclure de cette étude que les sexes des différents enfants d’une méme famille sont
indépendants ?

2. Peut-on utiliser ces données pour tester I’hypothese que les naissances des filles et
des garcons sont équiprobables ?

Exercice 2. Démontrer la propriété 22 du cours, c’est-a-dire que, dans un modele de
régression linéaire simple, on a :

~ 2 -~ o? 72 ~ =~ o*z, ~
Var(B) = —. Var(h) = == (1+ ), Cov(Br, fo) = =2, Cov(Br, V) = 0.

Exercice 3. On reprend les données du cours sur la dépendance entre la vitesse et la
distance de freinage d'un véhicule. Ayant constaté que le modele linéaire Y; = [ix; +
Bo + &; n’est pas pertinent a cause d’une ordonnée a l'origine estimée négative, on propose
d’imposer a la droite des moindres carrés de passer par 'origine. On va donc considérer

le modele linéaire suivant :
Vi, Y = Br; + g

ol les g; sont indépendantes et de méme loi normale A(0, o%).

1. Déterminer 'estimateur des moindres carrés 3, de 3. En donner une expression sous
forme de combinaison linéaire des Y; et une autre comme une fonction de C,y, si,
T, etY,.

2. Montrer que [, est un estimateur sans biais et convergent de 3. Donner sa loi de

probabilité.
. uler l'erreur quadratique moyenne minimum. Déterminer son ‘rance. En
3. Calculer l'erre adratique moyenne Déte er son espérance. B
)
n

o
déduire un estimateur sans biais 6 de 0. On admettra que (n — 1)— est de loi
o

X2_, et est indépendant de ,.
4. Déterminer les estimateurs de maximum de vraisemblance de 3 et o2.
5. Donner des intervalles de confiance de seuil o pour 3 et o2.

6. Sur les données de I’exemple, calculer Bn et 62. Donner des intervalles de confiance
de seuil 5% pour 3 et o2.
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2.7 Documents dans la presse, sondages

Présidentielle US - wwww.ipsos.fr

Face a face : Bush/Cheney vs. Kerry/Edwards vs. Nader/Camejo

Si I'élection du Président et du Vice-Président se tenait aujourd’hui et que les candidats étaient
George W. Bush au poste de Président et Dick Cheney au poste de Vice-Président, les
Républicains. et John Kerry au poste de Président et John Edwards au poste de Vice-Président,
les Démocrates. et Ralph Nader au poste de Président et Peter Camejo au poste de
Vice-Président, les Indépendants, pour qui voteriez-vous ?

— —B-C —+—KE ——N-C

100% - |
" f i — : |
60% - ‘ 1 | 48% | i% 49%
R B N
40% - & a5y p. ) 4‘4%‘ ) & %ﬂsﬁ 35%1 464 45% g
20% 4 7" % | wl nn | | z J
8% | 5% 8% | Th | 8% oy | 3% qu | 1y 2% 2%
TREEEE =2 S S ax S5 AS D UDGD U
Jan Mar Mar Apr May Jun Jul Aug Sep Sep Oct Oct
7 3 21 7 § 9 7 § 9 22 6 20
Méthodologie : Date de terrain : 18-20 Octobre (976 personnes interrogées) Source: AP/psos
Marge d'erreur : 3.1 sur I'ensemble de I'échantillon © Ipsos-Public Affairs 2004

Philippe Hubert, rédacteur en chef d’ [psos.fr
M © Ipsos - 2004. Tous droits réservés.
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LE CANARD ENCHALING - 24 MARS

2004

N a limpression qu’il y a une
AA campagne des sondeurs. On

nous juge par rapport aux ré-
sultats annoncés par les sondeurs et non
par rapport aux chiffres des élections pré-
cédentes. »

De qui cette amere diatribe ? De Jos-
tive déconvenue de ses troupes satten-
dant & une « vague rose ». Et, au PS, le
refrain de la « campagne » est repris avec
ranceeur. Particuliérement visée, la
Sofres, qui depuis des semaines dans le
«Figaro Magazine » annongait un raz de
marée de la gauche parisienne.

Sous-entendu de ces camarades accros
au « Fig-Mag » : ces chiffres trop opti-
mistes ont démobilisé les troupes, sires
de gagner d’avance. A droite, bien sar,
la rengaine inverse se fait entendre : par
leurs estimations défaitistes, les son-
deurs avaient « intoxiqué » (comme 'a
dit le RPR Devedjian) 1'électeur ségui-
niste ou libéral en sapant son moral.

Grand écart
a Paris

Une certitude : & Paris; clou de la cam-
pagne, le PS a bénéficié d'un bonus
presque systématique dans les estima-

« Le Parisien » du 8 février), la socialiste
Michele Blumenthal distangait, dans le
XII* arrondissement, le RPR Jean-Fran-
¢ois Pernin de 16 points. A Parrivée :
2,2 points d’avance seulement !

Plus fort : le triomphe annoncé de Lyne
Cohen-Solal dans le V°. Pour CSA et « Lé
Parisien » (3 mars), celle-ci totalisait 38 %
d’intentions de vote, tandis que Jean Ti-
beri n'en récoltait que 27 %, alors qu'il
atteindra 40 % ! La socialiste a été

pin soi-méme, au lendemain de la rela-.

tions. Ainsi, selon I'institut CSA (pour -

«dopée » de 11 % et Tiberi puni de 13 %.

C’est une grande premiére : les son-
deurs se sont tous trompés dans le méme
sens. A Paris comme en province, le PS
a partout bénéficié d’'une « prime ».

Martine Aubry, & Lille, par exemple.
Pouvait-elle imaginer un score inférieur
435 %, alors que la plupart des enquétes
la juchaient aux alentours de 45 % ?

Et Catherine Mégret, maire (MNR) de
Vitrolles, n’était-elle pas « menacée » elle

" aussi par la fametise « vague rose » ? Or,

au premier tour, elle a devancé le can-
didat PS de 15,7 %. Quant aux Verts, ils
ont été souvent sous-évalués (moins 4 a
5 points & Paris). Mais la droite a encore
plus souffert des sondeurs.

A Lyon, si la cote de YUDF Michel Mer-

cier était pale, son collzgue Charles Mil-,
lon g’était vu, Tui, enterré par plusieurs

sondages. Ainsi, 'édition lyonnaise de
« L’Express » titrait en couverture
quelques jours avant le serutin, et chiffres
Ipsos a Tappui : « Millon distancé, avan-
tage Mercier 2» La suite est connue.

Pourtant, les premiéres victimes de 1a
sondagite sont des socialistes et des
membres du géuvernement, parachutés,
la fleur au fusil, sur la foi d’études pro-
metteuses. Durant des semaines, Elisa-
beth Guigou était annoncée sur les es-
carpins de la RPR Marie-José Roig.
Erreur funeste : la candidate-ministre
lui a rendu 18,3 % le 11 mars.

Avant de tomber en torche a Béziers,
Jean-Claude Gayssot avait eu le tort
d’ajouter foi & une enquéte qui, addi-
tionnant les forces socialistes et com-
munistes, menagait le fauteuil de 'UDF
Raymond Couderc. Et Dominique Voy-
net n’a-t-elle pas r&vé a la lecture d’'un
sondage de I'Tfop en novembre 2000 ? A

5 La vague rose a viré au bouillon, les échantillons étaient ridicules et les

en croire les sondeurs, les Dolois vou-
laient un maire de gauche...

Dés le soir du scrutin, les pros de la
décimale le répétaient, & Fexemple de
Pierre Giacometti (Ipsos) dans « Libéra-
tion » (18/3) : « Nous sommes les boucs
émissaires. Les journalistes se sont trom-
pés dans leurs analyses, cest toujours
notre faute. »

Seul Didier Witkowski (Sofres) risquait
un aveu : « C’est vrai, le poids du PS a
été surévalué. » Bt d’invoquer un trans-
fert d’électeurs, certains d’une victoire

- de la gauche, au profit des Verts.

Aucun de ces experts n’avance une ex-
plication plus vulgaire, mais que la plu-
part des sondeurs glissent en privé : les

municipales sont, comme & habitude,
Toccasion d’une orgie de sondages. Et les
affaires sont bonnes pour les instituts.
Ainsi, les nombreuses enquétes réalisées
dans la capitale et publiées durant plu-
sieurs semaines par « Le Parisien » ont
rapporté 1 million de francs & CSA.
Cela dit, la qualité n’a pas suivi la

quantité. Exemple : BVA a utilisé dés’

échantillons de 400 personnes-pour les-
quels, selon la table de Gauss (bible des
statisticiens), '« intervalle d’incertitude »
peut atteindre 10 %. La Sofres, elle, sest
parfois contentée d’interroger des grou-
puscules de 200 personnes. Cette fois les
chiffres étaient affectés d’une incertitude
de 14 points. Excusez du peu... :

redressements” des chiffres, fort brutaux.
Les sondages ont influencé les futurs sondés, et les médias, comme les politiques,

ont amplifié le bonus accordé aux socialistes.

Soumis & des résultats aussi flottants,
les sondeurs appliquent une vieille re-
cette maison : le « redressement ». Au-
trement dit, la modification, « & la main »,
des chiffres bruts obtenus & la sortie de
leurs ordinateurs en utilisant comme cri-
tere les « souvenirs de vote » des sondés
lors d’élections précédentes. Aux euro-
péennes de 1999, les chiffres du PS, « sor-
tant » & 27 %, étaient ainsi « redressés »
222 %.

Pourquoi ces redressements ont-ils,
cette fois, tous favorisé le PS ? Parce que
les sondeurs se sont fondés sur des scru-
tins (1égislatives de 1997, régionales de
1998, européennes de 1999) plutdt favo-
rables & 'équipe Jospin.

Ce n’est pas tout : les commentaires
des médias, comme les discours des po-
litiques, influencent eux aussi les col-
lecteurs de chiffres. Et réciproquement.
Encore plus subtil : les sondés (sur qui
déteignent parfois d’autres sondages) im-
priment eux aussi leur marque en livrant
— & la demande des instituts — des pro-
nostics sur le résultat final. Et les ré-
ponses s'avérent conformes au discours
ambiant. En prévoyant (en moyenne &
60 %) une victoire de la gauche, les son-
dés ont & leur tour participé & la spirale
de lerreur.

Résultat, et malgré leurs dénégations,
de nombreux sondeurs étaient les pre-
miers & croire & I'idée de la « vague rose ».
Stéphane Rozés (CSA) ne déclarait-il pas
& « Combat » (quotidien réalisé par des
étudiants journalistes) : « Tiberi doif es-
pérer que Philippe Séguin résiste au raz
de marée annoncé de la gauche... » An-
noncé par qui, au fait ?

Jean-Francois Julliard




Chapitre 3

Enoncé du TP de R, 2007

Un compte-rendu est a rendre pour le 23 novembre 2007 (date impérative). Il compren-
dra, suivant la nature des questions posées, des calculs mathématiques et des sorties
numériques et graphiques de R, ainsi que tout commentaire que vous jugerez utile. Ce
compte-rendu au format pdf sera déposé sur le site TEIDE. Tout retard sera pénalisé. Le

travail sera conduit par groupes de 3 personnes, ces groupes étant tirés au hasard.

On s’intéresse a un systeme de capteurs permettant de mesurer la vitesse du vent,
dans le but d’étudier la production d’une éolienne. Les capteurs mesurent les coordonnées
Aq et Ay du vecteur vitesse dans un plan rapporté a un repere orthonormé. Les fichiers
Al.txt et A2.txt contiennent les mesures correspondantes pour un réseau de 100 capteurs
indépendants. La commande scan permet de créer des vecteurs dans R a partir du contenu
de ces fichiers.

1. Expliquer pourquoi, au vu des données, il est raisonnable d’admettre que A; et A
sont des variables aléatoires de loi normale centrée et de méme variance o2, que 1'on

estimera. On admettra de plus que A; et Ay sont indépendantes.

2. On note X = /A? + A3 la norme du vecteur vitesse. Montrer que X?/c? est de loi
exponentielle, dont vous préciserez le parametre. Vérifiez que cette hypothese est
validée par les données.

3. Montrer que X suit une loi (nommée loi de Rayleigh et notée R(0?)) de densité

T 7
e = Zew (-1 ) 1)
4 —
4. Calculer E(X). On admettra que Var(X) = 5 T 52, Valider ces résultats sur les

données.

15
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10.

Donner 'expression d’un graphe de probabilités pour la loi R(0?). Le tracer pour

les données et conclure.

Pour estimer o2, calculer 'estimateur de maximum de vraisemblance 62 et 1’estima-

2

. . ~2
= est sans biais et que 7}, est

teur par la méthode des moments 2. Montrer que &
. ey . . . . ~19 < . ~ . .
biaisé. Construire un estimateur sans biais 7,2 & partir de ¢2. Donner les estimations

correspondantes sur les données.

Simuler un nombre m d’échantillons de taille n de la loi R(0?), les valeurs de m,

2 étant a choisir par vos soins. Pour chaque échantillon obtenu, calculer les

neto
trois estimations de o?. Estimer le biais et la variance des 3 estimateurs. Qu’en

concluez-vous ?

Vérifier empiriquement que ces estimateurs sont non gaussiens mais asymptotique-

ment gaussiens.

Pour tout « dans |0, 1[, déterminer un intervalle de confiance de seuil o pour o2

Donner cet intervalle de confiance au seuil 5 % pour les données.

Vérifier empiriquement que quand on simule un grand nombre d’échantillons de loi
R(c?), alors seule une proportion approximativement égale & 1 — « des intervalles
de confiance calculés contient la vraie valeur du parametre. Qu’en déduisez-vous

concretement 7



Chapitre 4

Introduction a R

Ce chapitre fournit une introduction élémentaire a R un peu plus complete que celle
présente dans le poly de cours. Pour plus de détails, voir les liens présentés sur le Kiosk.

4.1 Les bases de R

R est un logiciel de statistique dédié a ’analyse des données et a leur visualisation.
Il contient une collection d’outils pour la statistique, un environnement graphique et un
langage de programmation orienté objet. La plupart des entités créées en R sont perma-
nentes. Ces entités sont les objets “données, résultats, fonctions”, et sont stockées dans le
répertoire .RData créé par défaut. Le résultat d’une procédure statistique peut étre ainsi
réutilisé lors de différentes sessions. Il est donc important de créer un répertoire pour
chaque projet statistique effectué en R.

On ouvre une session de R par la commande :

$ R

Pour cloturer une session, utiliser :
> qQO

L’historique d’une session est conservé dans le fichier .Rhistory.

R possede une documentation en ligne accessible par :
> help.start()

L’environnement graphique de R est initialisé par la commande
> motif ()

Techniquement, R est un langage fonctionnel. Les commandes élémentaires sont constituées

d’expressions et d’affectations. Par exemple :

>2+ 5
[ 7
> a <- ¢(9,3,7,5)

> a

17
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119375

>a+ 3

[1] 12 6 10 8

> al2 :4]

1] 37 5

> ala>6]

1] 9 7

R peut étre complété en écrivant de nouvelles fonctions. Voici un exemple ou I'on souhaite

1 n
calculer la statistique stat.log(z) = —— Zln x; ou Vi,z; > 0. On pourra définir une
n
i=1
fonction de la fagon suivante (méme si 'on peut faire bien plus rapide en pratique) :

stat.log <- function(x)

{

>

+

+ n <- length(x)

+8 <=0

+ for(i in (1 :n)) { s <- s + log(x[il) }
+
+

-s/n

}

La fonction stat.log pourra étre désormais utilisée comme une fonction standard de
R. D’un point de vue pratique, on peut éditer ses fonctions dans un éditeur externe (nedit,
emacs, ...) puis faire du copier/coller vers R ou bien utiliser la commande source.

4.2 Commandes pour les deux premiers TD en R

Pour enregistrer une figure dans un fichier au format postscript, commencer par redi-
riger la sortie graphique vers le fichier de sauvegarde, ici “nomfichier.eps” :

postscript("nomfichier.ps", horizontal=FALSE)
Puis tracer la figure voulue, par exemple un histogramme :
hist(x)

Et enfin rediriger la sortie graphique vers la fenétre initiale :
dev.off ()

Pour tracer un histogramme des données x dont I'aire est égale a 1, les bornes des
classes sont données par le vecteur bornes, et les plages de valeurs des abscisses par le
vecteur x1im :
histx <- hist(x, prob=T, breaks=bornes, xlim=xlim, ...)

Pour un histogramme a classes de méme effectif, les bornes des classes peuvent étre

calculées comme des quantiles empiriques, a l'aide d’'une commande du type :
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breaks <- c(a0, quantile(x,seq(1l,k-1)/k),ak)

La droite de régression linéaire sur le nuage des points d’abcisses abs et d’ordonnées
ord est obtenue a I’aide de :
reg <- lm(ord abs)

La pente de la droite des moindres carrés est donnée par reg$coefficient[2] et

I’ordonnée a l'origine par reg$coefficient[1].
Pour tracer la droite obtenue, I'une des commandes suivantes pourra étre utilisée :

lines(abs, fitted.values(reg)) ou abline(reg)

4.3 Quelques commandes utiles de R

help(mean) aide sur la commande mean
x <- ¢(3,14,15,9) crée un vecteur ligne z = (3,14,15,9)
n <- length(x) taille du vecteur x
sum(x~2) Z v}
(2
mean (x) moyenne empirique de 1’échantillon z
round (x) valeurs de x arrondies a I'entier le plus proche
seq(from=1,t0=10,by=2) séquence (1 + 2k; k entier, 1 + 2k < 10)
rep(x,3) concaténation de 3 répliques du vecteur x
solve(a,b) solution du systeme linéaire ax = b
diag(x) matrice diagonale de diagonale x
var (x) variance estimée s/,>
sqrt(x) racine carrée de x, élément par élément.
summary (x) moyenne, médiane, quartiles et valeurs extrémes
hist(x) histogramme de z
sort(x) tri de x par valeurs croissantes
qqnorm(x) graphe de probabilités pour la loi normale
plot(x,y) trace le nuage de points {(z;, v:)}i
abline(b,a) superpose au graphique précédent la droite
d’équation y = ax + b
points(x,z) superpose au graphique précédent le nuage
de points {(z;, z;) }i
lines(x,z) superpose au graphique précédent la ligne
polygonale reliant les points {(x;, z;)};
Im(y~x) régression linéaire de y sur x
Im(y~x)$coefficients[2] pente de la droite de régression
Im(y~x)$coefficients[1] ordonnée a l'origine de la droite de régression

lines(x,fitted.values(1lm(y~x)) superpose au graphique précédent la droite
de régression

postscript("nom.eps") redirection de la sortie graphique vers le fichier
nom.eps

dev.off () termine la redirection graphique vers un fichier
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par()
par (mfcol=c(2,1))
cat("bonjour","\ n")

source("nom.R")

if, else
for, while, repeat

controle des parametres graphiques

graphique a 2 lignes et 1 colonnes

imprime a I’écran le mot bonjour et retourne

a la ligne

charge les commandes R contenues dans le fichier
nom.R dans R

structure de controle ou d’itération

4.4 Les lois de probabilité usuelles en R

Toutes les lois de probabilité usuelles ont été implémentées en R. Chaque loi est iden-

tifiée par une abréviation :

loi binomiale : binom
loi géométrique : geom
loi de Poisson : pois
loi exponentielle : exp
loi gamma : gamma

loi du chi 2 : chisq
loi normale : norm

loi de Student : t

loi de Fisher-Snedecor : £
Loi uniforme : unif
Loi beta : beta

Loi de Cauchy : cauchy

Loi hypergéométrique : hyper

Loi log-normale : 1norm

Loi logistique : logis

Loi négative binomiale : nbinom

Loi de Weibull : weibull

Loi de Wilcoxon : wilcox

Pour chaque loi, 4 fonctions sont disponibles, identifiées par un préfixe :

Probabilités élémentaires
Fonction de répartition :
Quantiles : q

Simulation : r

pour les v.a.d. ou densité pour les v.a.c. : d

P

Une commande R pour une loi de probabilité est constituée d'un préfixe suivi de

I’abréviation de la loi. Les parametres dépendent de la loi choisie.
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FExemples :

pnorm(u) donne la fonction de répartition de la loi normale centrée-réduite N (0, 1)
au point u, ¢(u). On retrouve la table 1 de la loi normale.

> pnorm(0.61)
[1] 0.7290691

dnorm(x, m, o) donne la densité de la loi normale A/(m, 0?) au point z.

> dnorm(1.2,2,5)
[1] 0.07877367

gnorm(p) donne le quantile d’ordre p de la loi N(0,1), ¢~(p). On retrouve la table
2 de la loi normale en prenant p =1 — /2.

> gnorm(1-0.05/2)

[1] 1.959964

rnorm(n, m, o) simule un échantillon de taille n de la loi N'(m, o?).

> rnorm(10, 20, 1)

[1] 21.63128 20.16724 17.21667 18.76593 20.48102 20.46236 20.41822
[8] 19.91344 21.19312 19.89164

dbinom(k, n, p) donne P(K = k) quand K est de loi binomiale B(n, p).

> dbinom(3,5,0.2)
[1] 0.0512

rpois(n, A) simule un échantillon de taille n de la loi de Poisson P(\).

> rpois(15,4)
[1] 832166753344611

qchisq(p,n) donne le quantile d’ordre p de la loi du chi 2 2. On retrouve la table
de la loi du chi 2 en prenant p =1 — a.

> qgchisq(1-0.05,20)

[1] 31.41043

qt (p,n) donne le quantile d’ordre p de la loi de Student St(n). On retrouve la table
de la loi de Student en prenant p =1 — «a/2.

> qt(1-0.3/2,12)

[1] 1.083211

qf (p,v1,1) donne le quantile d’ordre p de la loi de Fisher-Snedecor F'(vy,5). On
retrouve la table de la loi de Fisher-Snedecor en prenant p =1 — a.

> qf(1-0.05,8,22)

[1] 2.396503
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4.5 Les principaux tests d’hypotheses en R

t.test(x,...)
binom.test ()

var.test(x,y,...)

t.test(x,y,...)

prop.test()

chisq.test(x,...)

ks.test(x,...)

wilcox.test(x,...)

test de Student sur l'espérance d’une loi normale
test sur une proportion

test de Fisher sur la variance de 2 échantillons
gaussiens indépendants

test de Student sur I'espérance de 2 échantillons
gaussiens indépendants

test de comparaison de proportions

test du x? sur les probabilités d’éveénements
et tables de contingence

test de Kolmogorov-Smirnov sur un ou deux échantillons

test de Wilcoxon-Mann-Whitney sur un ou deux échantillons
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4.6 Les graphiques dans R

4.6.1 Graphique simple

Le script suivant en R permet de tracer un nuage de 100 points dont les coordonnées
sont des variables aléatoires indépendantes et de méme loi normale centrée-réduite NV(0, 1),

et de le sauvegarder au format postscript dans le fichier “rnorm.ps”.

postscript("rnorm.ps")
plot (rnorm(100) ,rnorm(100))
dev.off ()

Les instructions suivantes permettent d’insérer cette figure dans un document Latex

et de pouvoir la référencer sous le nom de figure 4.1.

\begin{figure} [htbp]

\begin{center}
% Requires \usepackage{graphicx}
\includegraphics[width=8 cm, angle=270]{rnorm.ps}\\
\caption{{\it Utilisation de rnorm}}\label{rnorm}
\end{center}

\end{figure}

rnorm(100)
o

rnorm(100)

F1G. 4.1 — Utilisation de rmorm
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4.6.2 Paramétrage de la commande plot

Le script suivant :

postscript("graphesR.ps")

x<- seq(-2#*pi,2*pi,0.05)

y <= sin(x)

par (mfrow=c(2,2))

plot(x,y,xlab="x",ylab="Sinus de x")

plot(x,y,type="1", main="trait continu")
plot(x[seq(5,1000,by=5)],y[seq(5,1000,by=5)], type="b",axes=F)
plot(x,y,type="n", ylim=c(-2,1))

text(0,0.05,"Divers paramétrages de la fonction plot")
dev.off ()

permet d’obtenir la figure 4.2.

trait continu

o o
— -
n |
o o
x
3
o o
2 o 7] > o 7
£
n
0 n
o T o
] I
o o
— —
I ! T T T T T T T
-6 -4 -2 0 2 4 6
X X
o
H M < 7]
o o o © o
& ° o o © S
I ! o . . .
= ? ci IO \ © _| Divers paramétrages de la fonction plot
- o o ) o
o © \
S \ / o - _
9{ O\ ] \ (]
- 1 ! o
) o o ° o o
5 ) ! o ! :
2, e o o
> o o ° 4 n
o o ° o o
® Qo N
! T T T T T T T
-6 -4 -2 0 2 4 6
x[seq(5, 1000, by = 5)] X

FiG. 4.2 — R permet de créer plusieurs types de graphiques
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4.6.3 Autres fonctions graphiques

abline (h=u)

abline(v=u)
legend(x,y,legend,...)
text(x,y,labels,...)
axis(side,at, labels..)
arrows (x0,y0,x1,y1,...)
symbols(x,y,....)
box(...)

polygon(x,y)

voir aussi image (), pairs(), persp(),...

ajoute une droite d’équation y=u.

ajoute une droite d’équation x=u.

ajoute une légende d’utilisation tres flexible
ajoute du texte dans un graphe

ajoute un axe au graphique

dessine des fleches

dessine des cercles, des carrés, ...

ajoute une boite

ajoute un polygone
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Chapitre 5

Lois de probabilités usuelles

VARIABLES ALEATOIRES REELLES DISCRETES

Dans le tableau ci dessous, on suppose n € N* | p €]0,1[ et A € R7.

Loi et Symbole Probabilités E(X) Var(X) Fonction
caractéristique
X ~ Dy (t) = E(ez‘tX)
Bernouilli PX=0)=1-—p P p(1—p) 1 —p+ pet
B(p) PX=1)=p
Binomiale P(X =k) = Ckp*(1 — p)"*1yo, _ny(k) | np np(1 —p) (1—p+pet)”
B(n,p)
Binomiale négative | P(X = k) = Cp—p"(1 — p)¥ "1y, (k) - n(;ﬁ_p) <%>
BN (n, p)
Poisson P(X =k)= e’“k—T]IN(k:) A A eMe' 1)
P
Géométrique P(X = k) = p(1 — p)* (k) % “p}p) 1_(]1’e_i;)eit
g(p)
7 7 . Clﬂncni}fn nm nm —n —m
Hypergéométrique | P(X =k) = C—g]l 0,....min(m,n)} (k) N %

H(N,m,n)
(m,n) € {1,...,N}?

27
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VARIABLES ALEATOIRES REELLES CONTINUES

La fonction Gamma est définie pour a > 0 par I'(a)

Ona:Vn € N,

['(n)=(n-1)",

r(1) =

0

Va €]l,+o0[, I'(a) = (a — 1)I'(a — 1) .

+oco _
f e Tt ldx

Dans le tableau ci dessous, [a,b] CR, m € R, 0 € R}, A € R}, 0 € R}, n € N*

Loi et Symbole Densité Espérance | Var(X) Fonction
caractéristique
X ~ Ox(t) = E(eX)
; 3 a —a)? eith _gita
Loi Uniforme fx(@) = =1 y(x) ath (bm) l.t?b_a)
Ula, b]
z—m)2 X o242
Loi Normale fx(z) = U\}Ee_( s () m o? etm="
N (m,c?)
Loi Exponentielle Ix(x) =xe™1,, (z) 3 3z (1- %)_1
Exp(N) = G(1, N
Loi Gamma fx(z) = F’\(Z)e"\’”ata_l]lR»jr () & % (1- %)_a
G, A)
Loi du Chi-deux Ifx(z) = I%E;)e_%x%_l]lﬂh (z) n 2n (1—2it)"2
Xn=G(5,3)
Premiere loi de Laplace fx(z) = 1e "M, (2) 0 2 L
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La fonction Beta est définie pour a > 0 et b > 0 par
I'(a)L'(b) /1 -1 b—1
a,b) = ——= = (1l —=x dx
Bad) = jmpd = [ =)
Dans le tableau suivant, on suppose a € R, b € R} et n € R}, 8 € R}
Loi et Symbole Densité E(X) Var(X)
X ~>
Loi Beta de 1€ espece | fx(z) = mxa_l(l — )" g 1y(z) = m
ﬁl ((I, b)
Loi Beta de 2'*™€ espece fx(z) = mﬁﬂm(@ T %
Ba(a,b) sib>1 sib>2
2\8
Loi de Weibull fx(x) = SGalle (%) 1. (x) nC(L+5) | 7? [T(1+2) —T(1+ g>2]
W(n, )

VECTEURS ALEATOIRES DANS N? ET DANS R

Dans le tableau suivant, on a :

n € N p=(pi,ps,...

d
7pd) 6]071[d7 sz =lethk= (klvk%"'

i=1

meRdetEGMd,d.

d
kq) € NU Sk =n.

=1

Loi et Symbole Probabilités ou Densité E(X) Matrice Fonction
X~ de covariance Caractéristique
Loi Multinomiale | P(X = k) = ﬁpflp? okl (k) | np cii = npi(1 —p;) [Z?Zl pizi]
My(n,p) Cij = —NnpiP;, L F J
. — LYY (z—m itmi—1t
Loi normale fx(z) = me 3 (z=m)E~ ! (z—m) m » pitmt—3" 5t
Nd(m, Z)
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Relations entre lois de probabilité

Les variables aléatoires X et Y sont supposées indépendantes

Si X ~ N(0,1), alors X? ~ x5

Si X ~ Gla,N) et Y ~ G(B,\), alors X +Y ~» Gla+ [, A) .

Loi de Fisher F(n,m) : X ~» x5, Y ~» x5" alors 4 ~» F(n,m) .

3|3 I

X
Loi de Student St(n) : X ~» N(0,1), Y ~ x5 alors — ~» St(n) .

\/g
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| Table 1 de la loi normale centrée réduite]

U étant une variable aléatoire de loi (0, 1), la table donne la valeur de
O(u) =P(U < u).
En R, la commande correspondante est pnorm(u).

. Hu)
s u
: : J : :
u 0.00 001 002 003 004 005 006 007 008 009

0.0 0.5000 0.5040  0.5080 0.5120 0.5160 0.5199 0.5239 0.5279 0.5319 0.5359
0.1 0.5398 0.5438  0.5478 0.5517 0.5557 0.5596 0.5636 0.5675 0.5714 0.5753
0.2 0.5793 0.5832  0.5871 0.5910 0.5948 0.5987 0.6026 0.6064 0.6103 0.6141
0.3 0.6179 0.6217  0.6255 0.6293 0.6331 0.6368 0.6406 0.6443 0.6480 0.6517
0.4 0.6554 0.6591  0.6628 0.6664 0.6700 0.6736 0.6772 0.6808 0.6844 0.6879

0.5 0.6915 0.6950  0.6985 0.7019 0.7054 0.7088 0.7123 0.7157 0.7190 0.7224
0.6 0.7257 0.7291  0.7324 0.7357 0.7389 0.7422 0.7454 0.7486 0.7517 0.7549
0.7 0.7580 0.7611  0.7642 0.7673 0.7704 0.7734 0.7764 0.7794 0.7823 0.7852
0.8 0.7881 0.7910  0.7939 0.7967 0.7995 0.8023 0.8051 0.8078 0.8106 0.8133
0.9 0.8159 0.8186  0.8212 0.8238 0.8264 0.8289 0.8315 0.8340 0.8365 0.8389

1.0 0.8413 0.8438 0.8461 0.8485 0.8508 0.8531 0.8554 0.8577 0.8599 0.8621
1.1 0.8643 0.8665 0.8686 0.8708 0.8729 0.8749 0.8770 0.8790 0.8810 0.8830
1.2 0.8849 0.8869  0.8888 0.8907 0.8925 0.8944 0.8962 0.8980 0.8997 0.9015
1.3 0.9032 0.9049  0.9066 0.9082 0.9099 09115 09131 0.9147 09162 09177
1.4 0.9192 0.9207 09222 0.9236 0.9251 0.9265 0.9279 0.9292 0.9306 0.9319

1.5 0.9332 0.9345 09357 0.9370 0.9382 0.9394 0.9406 0.9418 0.9429 0.9441
1.6 0.9452 0.9463  0.9474 0.9484 0.9495 0.9505 0.9515 0.9525 0.9535 0.9545
1.7 0.9554 0.9564  0.9573 0.9582 0.9591 0.9599 0.9608 0.9616 0.9625 0.9633
1.8 0.9641 0.9649  0.9656 0.9664 0.9671 0.9678 0.9686 0.9693 0.9699 0.9706
1.9 0.9713 09719 09726 0.9732 0.9738 0.9744 0.9750 0.9756 0.9761 0.9767

2.0 0.9772 0.9778 0.9783 0.9788 0.9793 0.9798 0.9803 0.9808 0.9812 0.9817
2.1 0.9821 0.9826  0.9830 0.9834 0.9838 0.9842 0.9846 0.9850 0.9854 0.9857
22 0.9861 0.9864 0.9868 0.9871 0.9875 0.9878 0.9881 0.9884 0.9887 0.9890
2.3 0.9893 0.9896  0.9898 0.9901 0.9904 0.9906 0.9909 0.9911 0.9913 0.9916
2.4 0.9918 0.9920  0.9922 0.9925 0.9927 0.9929 0.9931 0.9932 0.9934 0.9936

2.5 0.9938 0.9940  0.9941 0.9943 0.9945 0.9946 0.9948 0.9949 0.9951 0.9952
2.6 0.9953 0.9955 0.9956 0.9957 0.9959 0.9960 0.9961 0.9962 0.9963 0.9964
2.7 0.9965 0.9966  0.9967 0.9968 0.9969 0.9970 0.9971 0.9972 0.9973 0.9974
2.8 0.9974 0.9975  0.9976 0.9977 0.9977 0.9978 0.9979 0.9979 0.9980 0.9981
2.9 0.9981 0.9982  0.9982 0.9983 0.9984 0.9984 0.9985 0.9985 0.9986 0.9986

Grandes valeurs de u

u 3.0 35 4.0 4.5

D(u) 0.9987 0.99977 0.999968 0.999997




| Table 2 de la loi normale centrée réduite]

U étant une variable aléatoire de loi N'(0,1) et « un réel de [0, 1], la table donne la

valeur de
Uy = P71 <1 — %) telle que P(|U| > u,) = .

En R, la commande correspondante est gnorm(1-alpha/2).

£, I
§° a2 o2
) Uy Uy
a 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
0.0 Too 25758 23263 21701  2.0537 19600  1.8808  1.8119 17507  1.6954
0.1 16449  1.5982  1.5548  1.5141 14758 14395 14051 13722 13408 13106
02 12816 12536 12265 12004 11750  1.1503  1.1264  1.1031  1.0803  1.0581

0.3 1.0364 1.0152 0.9945 0.9741 0.9542 0.9346 0.9154 0.8965 0.8779 0.8596
0.4 0.8416 0.8239 0.8064 0.7892 0.7722 0.7554 0.7388 0.7225 0.7063 0.6903
0.5 0.6745 0.6588 0.6433 0.6280 0.6128 0.5978 0.5828 0.5681 0.5534 0.5388
0.6 0.5244 0.5101 0.4959 0.4817 0.4677 0.4538 0.4399 0.4261 0.4125 0.3989
0.7 0.3853 0.3719 0.3585 0.3451 0.3319 0.3186 0.3055 0.2924 0.2793 0.2663
0.8 0.2533 0.2404 0.2275 0.2147 0.2019 0.1891 0.1764 0.1637 0.1510 0.1383
0.9 0.1257 0.1130 0.1004 0.0878 0.0753 0.0627 0.0502 0.0376 0.0251 0.0125

Petites valeurs de o

a 0.002 0.001 10 10° 10° 107 108 10°

Uy 3.0902 3.2905 3.8906 4.4171 4.8916 5.3267 5.7307 6.1094

1 -1
Pour p<57 D (p)=—u2p

1 _
Pour pZE, 03] l(p)zuz(l_p)



ENSIMAG 2A, Principes et méthodes statistiques

Table de la loi du x?

X étant une variable aléatoire de loi du x? a n degrés de libertés et o un réel de [0, 1], la
table donne la valeur de

Zna = FXEl (1 —a) telle que P(X > 2z,4) = .

n

En R, la commande correspondante est qchisq(1-alpha, n).

dehisq(x, 8)

0.995 0.990 0975 0.95 0.9 0.8 0.7 0.5 0.3 0.2 0.1 0.05 0.025 0.01 0.005 0.001

n

1 [0.00004 0.0002 0.001 0.004 0.02 006 0.15 046 107 164 271 384 502 663 7.88 10.80
2 0.01 0.02 0.05 0.10 021 045 0.71 1.39 241 322 461 599 738 921 10.60 13.82
3 0.07 0.11 022 035 058 1.01 142 237 366 464 625 781 935 1134 1284 16.27
4

5

021 030 048 071 1.06 1.65 219 336 488 599 7.78 949 11.14 1328 14.86 1847
041 055 083 1.15 1.61 234 3.00 435 6.06 729 924 11.07 1283 15.09 16.75 20.52

6 0.68 0.87 124 164 220 307 383 535 723 856 10.64 1259 1445 16.81 1855 2246
7 099 124 169 217 283 382 467 635 838 980 1202 1407 16.01 1848 2028 2432
8 134 165 218 273 349 459 553 734 952 11.03 1336 1551 17.53 20.09 2195 26.12
9 .73 209 270 333 417 538 639 834 1066 1224 1468 1692 19.02 21.67 23.59 27.88
10 216 256 325 394 487 618 727 934 1178 1344 1599 1831 2048 2321 2519 2959

11 260 3.05 382 457 558 699 815 1034 1290 14.63 17.28 19.68 21.92 24.72 26.76 31.26
12 307 357 440 523 630 781 9.03 11.34 1401 1581 1855 21.03 2334 26.22 2830 3291
13 357 411 501 58 704 863 993 1234 1512 1698 19.81 2236 24.74 27.69 29.82 3453
14 407 466 563 657 779 947 1082 1334 1622 18.15 21.06 23.68 26.12 29.14 31.32 36.12
15 460 523 626 726 855 1031 11.72 1434 1732 1931 2231 25.00 2749 30.58 32.80 37.70

16 514 581 691 796 931 1115 12,62 1534 1842 2047 2354 2630 28.85 32.00 3427 39.25
17 570 641 756 867 10.09 12.00 13.53 16.34 1951 21.61 2477 2759 30.19 3341 3572 40.79
18 626 7.01 823 939 10.86 12.86 1444 1734 20.60 2276 2599 28.87 3153 3481 37.16 4231
19 684 7.63 891 10.12 11.65 13.72 1535 1834 21.69 2390 2720 30.14 3285 36.19 38.58 43.82
20 743 826 959 10.85 1244 1458 1627 1934 2277 2504 2841 3141 34.17 37.57 40.00 4531

21 8.03 890 1028 11.59 13.24 1544 17.18 2034 23.86 26.17 29.62 32.67 3548 3893 41.40 46.80
22 8.64 954 1098 1234 14.04 1631 18.10 21.34 2494 2730 30.81 3392 36.78 4029 42.80 48.27
23 926 1020 11.69 13.09 14.85 17.19 19.02 2234 26.02 2843 32.01 35.17 38.08 41.64 44.18 49.73
24 9.89 10.86 1240 13.85 15.66 18.06 19.94 2334 27.10 29.55 3320 3642 39.36 4298 4556 51.18
25 1052 11.52 13.12 14.61 16.47 1894 20.87 24.34 28.17 30.68 3438 37.65 40.65 4431 4693 52.62

26 | 11.16 1220 13.84 1538 17.29 19.82 21.79 2534 2925 31.79 3556 38.89 4192 4564 4829 54.05
27 11.81 12.88 1457 16.15 18.11 20.70 2272 26.34 30.32 3291 36.74 40.11 43.19 46.96 49.64 55.48
28 12.46 13.56 1531 1693 1894 21.59 23.65 27.34 3139 3403 3792 4134 4446 4828 5099 56.89
29 1312 1426 16.05 17.71 19.77 2248 2458 2834 3246 35.14 39.09 4256 4572 49.59 5234 5830
30 | 13779 1495 1679 18.49 20.60 2336 2551 2934 33.53 36.25 40.26 43.77 4698 50.89 53.67 59.70

2
Pour n>30, on admet que : z,l,az%(u2a+\/2n71) si 0{<%

1 2 . |
Zn,a=5(\/2n—1—u2(1_a)) S1 CZZE
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| Table de la loi de Student |

X étant une variable aléatoire de loi St(n) et a un réel de [0, 1], la table donne la valeur
de

tno = FSTt%n) <1 - %) telle que P(|X| > tha) = .

En R, la commande correspondante est gt (1-alpha/2). Pour n = +00, 10 o = Uq-

difx, 3)

a
n 0.90 0.80 0.70 0.60 0.50 0.40 0.30 0.20 0.10 0.05 0.02 0.01  0.001
1 0.158 0.325 0.510 0.727 1.000 1.376 1963 3.078 6.314 12706 31.821 63.657 636.62
2 0.142 0289 0.445 0.617 0.816 1.061 1386 1.886 2920 4303 6.965 9.925 31.599
3 0.137 0277 0.424 0.584 0.765 0.978 1.250 1.638 2353 3.182 4.541 5.841 12924
4 0.134 0271 0414 0.569 0.741 0941 1.190 1.533 2132 2776 3.747 4.604 8.610
5 0.132 0267 0.408 0.559 0.727 0.920 1.156 1.476 2.015 2571 3.365 4.032 6.869
6 0.131 0265 0.404 0.553 0.718 0906 1.134 1.440 1.943 2447 3.143 37707 5.959
7 0.130 0263 0.402 0.549 0.711 0.896 1.119 1415 1.895 2365 2998 3.499 5408
8 0.130 0262 0399 0.546 0.706 0.889 1.108 1.397 1.860 2306 2.896 3.355 5.041

9 0.129 0261 0398 0.543 0.703 0.883 1.100 1.383 1.833 2262 2.821 3.250 4.781
10 0.129 0260 0.397 0.542 0.700 0.879 1.093 1372 1.812 2.228 2764 3.169 4.587

11 0.129 0260 0.396 0.540 0.697 0.876 1.088 1363 1.796 2201 2718 3.106 4.437
12 0.128 0259 0395 0.539 0.695 0.873 1.083 1356 1.782 2.179 2.681 3.055 4318
13 0.128 0259 0.394 0.538 0.694 0.870 1.079 1350 1.771 2.160 2.650 3.012 4.221
14 0.128 0258 0.393 0.537 0.692 0.868 1.076 1345 1.761 2.145 2.624 2977 4.140
15 0.128 0258 0.393 0.536 0.691 0.866 1.074 1341 1.753 2.131 2.602 2947 4.073

16 0.128 0258 0392 0.535 0.690 0.865 1.071 1337 1.746 2120 2583 2921 4015
17 0.128 0257 0.392 0.534 0.689 0.863 1.069 1333 1.740 2.110 2567 2.898 3.965
18 0.127 0257 0392 0534 0.688 0.862 1.067 1330 1.734 2101 2552 2878 3922
19 0.127 0257 0391 0.533 0.688 0.861 1.066 1328 1.729 2.093 2539 2861 3.883
20 0.127 0257 0391 0533 0.687 0.860 1.064 1325 1.725 2.086 2.528 2.845 3.850

21 0.127 0257 0391 0.532 0.686 0.859 1.063 1323 1.721 2.080 2518 2831 3.819
22 0.127 0256 0390 0.532 0.686 0.858 1.061 1321 1.717 2074 2508 2819 3.792
23 0.127 0256 0390 0.532 0.685 0.858 1.060 1319 1.714 2.069 2500 2807 3.768
24 0.127 0256 0390 0.531 0.685 0.857 1.059 1318 1.711 2064 2492 2797 3.745
25 0.127 0256 0390 0.531 0.684 0.856 1.058 1316 1.708 2.060 2485 2787 3.725

26 0.127 0256 0390 0.531 0.684 0.856 1.058 1315 1.706 2.056 2479 2779 3.707
27 0.127 0256 0.389 0.531 0.684 0.855 1.057 1314 1.703 2.052 2473 2771 3.690
28 0.127 0256 0389 0.530 0.683 0.855 1.056 1313 1.701 2.048 2467 2763 3.674
29 0.127 0256 0.389 0.530 0.683 0.854 1.055 1311 1.699 2.045 2462 2756 3.659
30 0.127 0256 0389 0530 0.683 0.854 1.055 1310 1.697 2042 2457 2750 3.646

40 0.126 0255 0.388 0.529 0.681 0.851 1.050 1.303 1.684 2.021 2423 2704 3.551
80 0.126 0254 0.387 0.527 0.678 0.846 1.043 1292 1.664 1.990 2374 2.639 3416
120 | 0.126 0254 0386 0.526 0.677 0.845 1.041 1289 1.658 1980 2358 2617 3.373
4+ | 0.126 0.253 0385 0.524 0.674 0842 1.036 1282 1.645 1960 2326 2576 3.291
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| Tables de la loi de Fisher-Snedecor |

X étant une variable aléatoire de loi F'(v, 1), les tables donnent les valeurs de

forwna = F;(lywz) (1 —a) telles que P(X > fi, 1pa) =@ pour a =5% et a = 1% .

En R, la commande correspondante est qf (1-alpha, nul, nu2). f,,,, o = f+
vy,vg,l—a

Table 1 :a=5%

"y 2 3 4 5 6 7 8 10 12 16 20 24 40 60 100 +o

161.5 199.5 215.7 224.6 230.2 234.0 236.8 238.9 241.9 2439 246.5 248.0 249.1 251.1 252.2 253.0 254.2
18.51 19.00 19.16 19.25 19.30 19.33 19.35 19.37 19.40 19.41 19.43 19.45 19.45 19.47 19.48 19.49 19.49
10.13 955 9.28 9.12 9.01 894 889 885 879 874 869 866 864 859 857 855 853
771 694 659 639 626 6.16 609 604 596 591 584 580 577 572 5.69 566 5.63
6.61 579 541 519 505 495 483 482 474 468 460 456 453 446 443 441 437

599 514 476 453 439 428 421 415 406 400 392 387 384 377 374 371 3.67
559 474 435 412 397 387 379 373 3.64 357 349 344 341 334 330 327 323
532 446 4.07 384 3.69 358 350 344 335 328 320 3.15 3.12 3.04 3.01 297 293
512 426 386 3.63 348 337 329 323 314 307 299 294 290 283 279 276 271
10 | 496 4.10 3.71 348 333 322 314 3.07 298 291 283 277 274 266 262 259 254

11 | 484 398 359 336 320 309 301 295 285 279 270 265 261 253 249 246 240
12 | 475 389 349 326 3.11 300 291 285 275 269 260 254 251 243 238 235 230
13 | 467 381 341 3.18 3.03 292 283 277 267 260 251 246 242 234 230 226 221
14 | 460 374 334 3.11 296 285 276 270 260 253 244 239 235 227 222 219 213
15 | 454 368 329 3.06 290 279 271 264 254 248 238 233 229 220 216 212 207

16 | 449 363 324 301 285 274 266 259 249 242 233 228 224 215 211 207 201
17 | 445 359 320 296 281 270 261 255 245 238 229 223 219 210 206 202 1.96
18 | 441 355 3.16 293 277 266 258 251 241 234 225 219 215 206 202 198 192
19 | 438 352 313 290 274 263 254 248 238 231 221 216 211 203 198 194 1.88
20 | 435 349 310 287 271 260 251 245 235 228 218 212 208 199 195 191 184

21 | 432 347 3.07 284 268 257 249 242 232 225 216 210 205 196 192 1.88 1.81
22 | 430 344 3.05 282 266 255 246 240 230 223 213 207 203 194 189 185 178
23 | 428 342 303 280 2.64 253 244 237 227 220 211 205 201 191 186 182 1.76
24 | 426 340 3.001 278 262 251 242 236 225 218 209 203 198 189 184 180 1.73
25 | 424 339 299 276 260 249 240 234 224 216 207 201 196 187 182 178 1.71

30 | 417 332 292 269 253 242 233 227 216 209 199 193 189 179 174 170 1.62
40 | 4.08 323 284 261 245 234 225 218 208 200 190 1.8 179 1.69 1.64 159 151
50 | 4.03 318 279 256 240 229 220 213 203 195 185 178 174 1.63 158 152 144
60 |4.00 315 276 253 237 225 217 210 199 192 182 175 170 159 153 148 139
80 [396 3.11 272 249 233 221 213 206 195 188 177 1.70 165 154 148 143 132
100 | 3.94 3.09 270 246 231 219 210 203 193 185 175 1.68 163 152 145 139 128
+e | 384 3.00 2.60 237 221 210 201 194 183 1.75 1.64 157 152 139 132 124 1.00

N I I N N N e &
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| Tables de la loi de Fisher-Snedecor |

Table 2 : a = 1%.

y I 2 3 4 5 6 7 8 10 12 16 20 24 40 60 100 +oo
2
1 4052 4999 5403 5624 5764 5859 5928 5981 6056 6106 6170 6209 6235 6287 6313 6334 6368
2 985 99.0 992 992 993 993 994 994 994 994 994 994 995 995 995 995 995
3 341 309 295 287 282 279 277 275 272 27.1 268 267 266 264 263 262 26.1
4 212 180 167 160 155 152 150 148 146 144 142 140 139 138 13.7 136 135
5 163 133 121 114 11.0 107 105 103 100 9.89 9.68 955 947 929 920 9.13 9.02
6 13.8 109 9.78 9.15 875 847 826 810 7.87 7.72 752 740 731 7.14 7.06 699 6.88
7 123 955 845 7.85 746 7.9 699 6.84 6.62 647 628 6.16 6.07 591 582 575 5.65
8 11.3 865 759 701 663 637 618 6.03 581 567 548 536 528 512 503 496 4.86
9 106 8.02 699 642 606 580 561 547 526 5.11 492 481 473 457 448 441 431
10 | 10.0 7.56 6.55 599 5.64 539 520 506 485 471 452 441 433 417 4.08 4.01 3091
11 |9.65 721 622 567 532 507 489 474 454 440 421 410 4.02 386 3.78 3.71 3.60
12 1933 693 595 541 506 482 464 450 430 416 397 386 378 3.62 354 347 336
13 19.07 670 574 521 486 4.62 444 430 410 396 378 3.66 3.59 343 334 327 3.7
14 | 886 6.51 556 504 4.69 446 428 414 394 380 3.62 351 343 327 3.18 3.11 3.00
15 | 8.68 636 542 489 456 432 414 400 380 3.67 349 337 329 313 3.05 298 287
16 | 853 623 529 477 444 420 403 389 3.69 355 337 326 3.18 3.02 293 286 275
17 | 840 6.11 5.18 4.67 434 410 393 379 359 346 327 3.16 3.08 292 283 276 2.65
18 | 829 6.01 5.09 458 425 401 3.84 371 351 337 3.19 308 3.00 284 275 268 257
19 | 818 593 5.01 450 4.17 394 377 363 343 330 3.12 300 292 276 267 260 249
20 | 810 585 494 443 410 387 370 356 337 323 3.05 294 286 2.69 261 254 242
21 8.02 578 487 437 4.04 381 3.64 351 331 3.17 299 288 280 2.64 255 248 236
22 | 795 572 482 431 399 376 359 345 326 3.12 294 283 275 258 250 242 231
23 | 788 566 476 426 394 371 354 341 321 307 289 278 270 254 245 237 226
24 | 7.82 561 472 422 390 3.67 3.50 336 3.17 3.03 285 274 2.66 249 240 233 221
25 | 777 557 4.68 4.18 385 3.63 346 332 3.13 299 281 270 2.62 245 236 229 2.17
30 | 7.56 539 451 402 370 347 330 3.17 298 284 2,66 255 247 230 221 213 201
40 | 731 518 431 383 351 329 312 299 280 266 248 237 229 211 202 194 1.80
50 | 7.17 506 420 372 341 3.19 3.02 289 270 256 238 227 218 201 191 182 1.68
60 | 7.08 498 4.13 365 334 312 295 282 263 250 231 220 212 194 184 175 1.60
80 | 696 488 4.04 356 326 3.04 287 274 255 242 223 212 203 185 1.75 1.65 149
100 | 690 4.82 398 3.51 321 299 282 2.69 250 237 219 207 198 180 1.69 1.60 1.43
+e | 6.63 4.61 378 332 3.02 280 264 251 232 218 200 188 179 159 147 136 1.00




