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Généralités —

Représentation des courbes et surfaces

Courbes Surfaces de R’
fila,)) cR — R’ fiIxJCcR — R
Lip x1 = fi(t x = fi(u,v
Paramétrique fos f(f) = < ()) () o fluv) = (y fiu,v%)
xa = fu(?) 2= f3(u,v)
C = f(la,]) S=f(IxJ)
ordre sur la courbe ordre partiel sur la surface
tracé naturel de la courbe tracé naturel de la surface
dans le plan : dans I’espace :
F:R* 5 R F:R* 5 R
Implicite C ={(x,y), F(x,y) =0} S={(x,y,2), F(x,y,2) = 0}
ex:x’y —2xy’ —=3x* =2 =0 | exde lasphere: x+y +72-R*=0
pas d’ordre sur la courbe pas d’ordre sur la surface
tracé difficile tracé difficile
C = graphe d’une fonction : S = graphe d’une fonction :
Explicite R >R, x—fkx) R 5 R (xy) = fxy)
C={(xy), y=f(x} SZ{@J&LZZN&M}

Passage au paramétrique :

t— (x:t,y:f(t))

Passage a I'implicite :

y—flx) =

Passage au paramétrique :
(M,V) — (x =u,y=vz :f(uav))
Passage a I’'implicite :

—f(x,y)=0 2/26



Généralités —
Etude locale des courbes planes paramétrées
On considére une courbe plane définie par la paramétrisation f de classe C"
f:la,b) — R?
Soit ty €]a, b| et p, g les deux plus petits entiers tels que
0<p<g et det(f7n), fV 1)) #0

ce qui signifie que

© £ (1) # 0etf (1) # 0

@ les vecteurs ) (1) et £ (1)) forment une base du plan R*

On écrit ensuite le développement de Taylor au voisinage du point 7

f(t)=f(to)+( o 0 ) 1 £ ) =0 (1) 1 o( (¢ — 10)7)
soit
T 7@ = L0V g0 gy 1 E 0 03 4o 1)

ce qui permet de déduire le comportement local de la courbe au voisinage du point f(z)
selon la parité de p et de ¢
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Généralités —

Etude locale des courbes planes paramétrées

p impair

q impair

@D (o)

f@(to)

f (to)

point d’inflexion

F®(ty)

point de rebroussement de 1ére espéce

q pair

£@D (o)

f (to)

point « régulier »

fP(to)

f@(to)

f®(to)

point de rebroussement de 2éme espéce

Fo) (@) = (t"") =) o) 4y) 4 ¢

Tto)qf(q)(m) +o((t — 10)7)
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Courbes paramétrées de R —

Changement de paramétrisation

@ Une courbe paramétrée de classe C* est définie par un couple (1, 1)
f:ICcR—RY f de classe C*

(I,f) est une paramétrisation de la courbe f(I) C R
@ Deux paramétrisations (I, f) et (J, g) de classe C* sont équivalentes
1

s’il existe un C*-difféomorphisme @ : I — J

(¢ est bijective, ¢ et ¢! sont de classe C*) R

S

—

hS)

A/

telqueg =fop ! 3
J

@ Les deux paramétrisations (/,f) et (J, g) définissent la méme courbe f(I) = g(J)

@ Une courbe paramétrée de classe C* est une classe d’équivalence pour la relation
définie ci-dessus.

@ Exemple
¢ est bijective, o et ' sont dérivables. 9e]—mul
11 est préférable de vérifierque f = gop: ' R \i £(8) = (cos6, sin)
4 g = (cos 6, sin
6 1—(tan§)>  2tan$ ¢ o™t * R ,
tan —) = , | g = (L, 2
s anz) <1+(tang)2 l+(tang)2> ] g(t) (Ht"'mz)

= (cos 6, sin 6)
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Courbes paramétrées de R —

Paramétrisation normale
@ Dorénavant on considere des paramétrisations (I = [a, b], f)
— de classe au moins C? (et C? si besoin)
— ettelle que f'(1) # 0, Vt € I : la paramétrisation est alors dite réguliere
@ On considere le changement de paramétrisation suivant

f& =96

f(a)r\/

t €[a,b]

b
\H

\h

Q

qI
[

=
a

o

«Q
Il
\ﬁ
S
Q
L
Q
%
o
=)
Qa
[%,)
1]
Q
~
o~
p—
—

s=0o(t) €[0,L]
avec
o(t) = /t [ (w)|| du et L = longueur de la courbe f([a, b])

Nous vérifions ensuite que o définit un changement de paramétrisation C' : ¢ bijective,
oeto ! de classe C!
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Courbes paramétrées de R —

Paramétrisation normale
@ 0 est bijective
L’application u — || f'(u)|| est strictement positive car f est réguliere.
ot [1||f'(u)||du est strictement croissante et donc bijective de [a, b] dans [0, ]
@ o est dérivable
Vi€ a,b]. o' (1) = |If (1]
o’ est continue car f’ et la norme le sont = ¢ est de classe C'
@ Calcul de o' (s)

%(0 OO'_I(S)) =a'(c7'(s)) (67 (s) =1

=5

—1y\/ _ 1 — ! = :
R o) R IV IO R VO]

donc (0™")" est continue = o' est de classe C"

@ On notera désormais g =

et on a obtenu :

dO=lF| e <0">'(”:\|f’1W
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Courbes paramétrées de R —

Paramétrisation normale

Notations

@ [ =f oo ! estappelée la paramétrisation normale de la courbe

@ s est appelé ’abscisse curviligne F(s)
Proposition Fs)
LVs, (IFOI=
2. Vs, fl'(s) Lf"(s ) 70)
Preuve de 1.
f=foo™! J |
= f'(s) = a(foa_l)(S):f'(U_](S)) (07 (s) =f (07 (s)) TNl

= [If )l =1

Preuve de 2. ~

17 ()| = (f/(S%f/[(iS)) =1
= on dérive : %(f'(s),f'(s» =2("(s),f"(s)) =0
= f'(s) L (s)
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Géométrie différentielle des courbes planes —
Repere de Serret-Frenet

@ Cas d’une paramétrisation quelconque
fiI = R it f@1)
courbe plane régulidre C2
!
[ ()l

N(r) = Rot, »(T(t)) : vecteur normal

: vecteur tangent

(f (1), T(¢),N (t)) définit un repere orthonormé de sens direct : le repére mobile de
Serret-Frenet

@ Cas d’une paramétrisation normale

fil = R, s—f(s)
T(s) = f'(s) : vecteur tangent

N(s) = Roty/, (T(s)) : vecteur normal
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Géométrie différentielle des courbes planes —

Courbure
@ Cas d’une paramétrisation normale

Courbure en 7(s) : | K(s) = (F(s), N(s)) = £ [[7"(s)]

K(Sl):’Hf”(Sl)H K(Sz):Hf”(sz)H
@ Cas d’une paramétrisation quelconque

det (f’(t),f”(f))
Courbure enf(1) :| K(1) = —— gy 5

@ Cas d’une courbe explicite
¢:R—=R, x5 y=p(x) paramétré par 1 — f(t) = (¢, (1))
©"(1)

[1+¢' (2]

Courbure au point d’abscisse ¢t : | K(¢) =
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Géométrie différentielle des courbes planes —

Courbure

On montre que la courbure pour une paramétrisation quelconque f s’écrit

~det (£, £7())
B LI
@ Par définition, on a

K(s) = (f"(s), N(s))
avec

P =270 =2 (o) 07))

=" ) [0y E)] 7 6) (07 ()

L N(s)

@ Ainsi

_; ! 1 7fy‘l(t) 1 e Y "
= 7 O g () = s e (F0.0)
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Géométrie différentielle des courbes planes —

Cercle osculateur et centre de courbure

En tout point f(¢) tel que K(¢) # 0 on définit :

1
@ p(r) = X0 est le rayon de courbure en f(7)

@ C(t) = f(t) + p(t)N(z) est le centre de courbure en f(r)
@ Le lieu des centres de courbure est la courbe développée de f (evolute en anglais)
@ Le cercle de centre C(7) et de rayon p(r) est le cercle osculateur en f(r)

£(t)=C().-
T
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Géométrie différentielle des courbes planes —

Formules de Serret-Frenet

11 s’agit ici d’étudier les variations du repere de Serret-Frenet en fonction du parametre s ou ¢

@ Cas d’une paramétrisation normale

2 ()= (e ") (30)

ds 4 d
avec o = <$N(s)7 T(s))
Or SLAN(S), T(5)) = { S N(s), T(s)) + (N(5), & T(s)) = 0

= 0= ~(N(s), £ T(s) = (7" (s), Ns)) = ~K(5)

@ Cas d’une paramétrisation quelconque

& (v) =ron (L 50 (W)
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Géométrie différentielle des courbes planes —

Formules de Serret-Frenet
Preuve de la formule de Serret-Frenet en paramétrisation quelconque

i (o) = (ke ) ()

@ T(f) unitaire = T'(r1) LT(t) = T'(t) = AN(r)
avec

@ Le raisonnement est similaire pour N’ (1) = —||f'(¢)|| K(¢) T(¢)
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Géométrie différentielle des courbes planes —
Variation angulaire et courbure totale

On considere une paramétrisation normale
f:[0,L] — R? de classe C*
et on identifie le plan R? avec le plan complexe.

T(s) unitaire = T(s) = ¢

ot 6 est continue C', avec 6(0) € [0, 2|

Alors
@ 0'(s) = K(s))
La variation angulaire du vecteur tangent définit la courbure
L

@ Kr(f) = / K(s)ds = 6(L) — 6(0)
0
La courbure totale (intégrale de la courbure sur la courbe) ne dépend que des angles du

vecteur tangent aux extrémités de la courbe
En effet
d _ A 06y ey i06) _ gy i (06)FT/2) _ g
T(s)=— (") =i6'(s) e =0(s) e =6(s) N(s)
ds ds
= K(s)N(s) d’apres les formules de Serret-Frenet

Ce qui donne le résultat par identification.
La deuxieme propriété est claire. 17/26
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Géométrie différentielle des courbes gauches de I’espace —
Triedre de Serret-Frenet
@ Cas d’une paramétrisation normale

I =R, s f(s)

courbe 3D (gauche) réguliere C*

sixe z

T(s) = f'(s) : vecteur tangent

/!
N(s) = f7(s) : vecteur normal
s

B(s) = T(s) x N(s) : vecteur binormal

(J_‘(s), T(s),N(s), B(s)) : triedre mobile de Serret-Frenet (orthonormé de sens direct)

@ Cas d’une paramétrisation quelconque
f:I = R, 1 f(r) courbe 3D (gauche) réguliere C*
f(1)
T(1) =
A0l
N() : vecteur normal obtenu par le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt
a partir des vecteurs T(¢) et f” (z).

B(s) = T(s) x N(s) : vecteur binormal

. vecteur tangent
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Géométrie différentielle des courbes gauches de I’espace —

Plans remarquables

° Vect[f(l), T(t),N(t)] : plan osculateur
@ Vect [f(l), N(p), B(l)} : plan normal

° Vect[f(l), T(t),B(t)] : plan rectifiant

Axe polaire

N(P) et N(Q) : plans normaux en 2 points proches
de la courbe 3D

Dans le cas général ces 2 plans se coupent selon
une droite A(PQ)

On fait tendre Q vers P : dans le cas général
A(PQ) tend vers une droite appelée I’axe polaire

L’axe polaire est perpendiculaire au plan oscula-
teur en un point appelé centre de courbure

N(Q)

L.Q=fl+h
LNy

I~

20/26



Géométrie différentielle des courbes gauches de I’espace —

Courbure
@ Cas d’une paramétrisation normale

Courbure en f(s) : ‘ K(s) = ||f"(5)]] ‘ £ (s) est appelé le vecteur courbure

La courbure n’est donc pas signée

@ Cas d’une paramétrisation quelconque

(1) < £ (]|

Courbure enf(¢) :| K(t) =

ILF (D[P
Preuve
) =f(07(s)). (o~ )()
') =" () - L™ P +£ (7 ())- (671" (s)

colinéaire a f’
K(s) =" =1F(s) xf" ()] car|[f||=Tet f Lf"
donc

K(s) = If (07 () - (o) (s) x f" (0 () . [(o ™) )]

1 —1 1, —1
:WW(” () <@ @)

soit. K(o (1)) = ()||3 IVAORSMOI|
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Géométrie différentielle des courbes gauches de I’espace —

Torsion

La torsion 7(s) mesure le défaut planéité d’une courbe gauche au point f(s) par les variations
du vecteur binormal B(s)

@ Premiere définition : 7(s) = £ ||%B(s)|\
@ Montrons que %B(x) est colinéaire a N(s)

o B(s) unitaire = %B(s) 1 B(s)

o Bls) LT(s) = = (B(5),T(s)) = (SBGLTW) +  (B6), ST() =0
—————

= 0 car B(s) Lf"(s)

etdonc(%B(s),T(s)):O = %B(S)LT(S)

o Ce qui prouve que %B(s) est colinéaire a N(s)

@ Définition de la torsion : | 7(s) = — ( %B(s),N(s))

et donc %B(s) — r(s)N(s)
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Géométrie différentielle des courbes gauches de I’espace —

Torsion

Expression analytique de la torsion :

(f(8) x f"(), /" ()

@ en paramétrisation normale : | 7(s) =

TEOIE
Preuve
r(s) = — ( 5B(s). N(5)
d
— (B(). LN ()
! s i‘/l(s) .fll/(s) ol s i 1
S TEon Fwn ™ Vs e
L B(s)

(f'(s) x f"(s), f"(9))
P ()1

(1) x 7 (1), £ (1))
|IF" () < f"(D)II?

@ en paramétrisation quelconque : | 7(¢) =

On admet le résultat [il faut remplacer f par f o 0, calculer les dérivées jusqu’d

’ordre 3, et substituer)
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Géométrie différentielle des courbes gauches de I’espace —

Formules de Serret-Frenet
Il s’agit ici d’étudier les variations du triedre de Serret-Frenet en fonction du parametre s

L (T 0 K(s) 0O T(s)
% N(s) = —K(S) 0 7—(5) N(S)
B(s) 0 =70 0/ \B()

4 s)=f"(s)=|If"(s j:f”(s) =K(s)N(s
1) =77(s) W()”Hf”(s)ﬂ K(s)N(s)

@ ligne 2

diN(S) =aT(s) + bB(s) carN(s) unitaire
s

Preuve

@ ligne 1

a= <%N(S), T(S)> = _<N(S), %T(s» — _(N(S),J?//(S» _ —K(s)
— <%N(S), B(s)) = —(N(s), %B(s)} = (s)

@ ligne 3

Par définition de la torsion on a %B(s) = —7(s) N(s)
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Suite ...

Etude des surfaces
essentiellement basée sur 1’étude des courbes gauches tracées sur la surface

Méme surface avec deux paramétrisations différentes
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