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Axiomes de Peano (2nd ordre)

Lensemble des entiers naturels est un ensemble (noté N)
avec un élément (noté 0)
et une fonction de N vers N (notée sug,
qui vérifient :
1. ¥x € N, sudx) # 0.
2. ¥,y € N,sudx) =sudy) = x =Y.
3. VP CN,
Initialisation. si0 € P
Hérédité. et sivVx € N (x € P = suqx) € P)
Conclusion. alors P =N
Laxiome (3) est 'axiome de récurrence.

Dans le cours 1 on a exprimé les axiomes de Peano
comme une condition d'initialité.



RECURRENCE = initialité pour les naturels

La signature des naturels ¥ pa:
z S

1 N N

Le modeéle des naturels Mpat :
{*} 0 N suc N

Le modele Mpat de st est initial :

Pour tout ensemble X avecac X etb: X — X,
il existe une unique fonction f : N — X telle que
f(0) = aetf(sudn)) = b(f(n)) pour tout n € N.

{*} 0 N suc N

o

{x} —




INDUCTION structurelle = initialité pour une signature

Théoreme d'initialité Soit X une signature :

X f

Y

La signature ¥ a un modele initial Mg,
il est unique a iso pres,
et c’est le modele des termes clos engendrés par X.

Pour tout modéle M de ©
il existe un unique morphisme m : Mg — M.

Mo(f)

Mo(Y)
m(X)l - lm(v)



INDUCTION structurelle : exemples

» Modéle initial d’'une signature.
Ex. Naturels. Ex. Syntaxe d’'un langage.

» Modeéle initial d’'une signature paramétrée.
Ex. Listes sur A.

{3} — T pr <O a

P

{*} 2 E AXxXE
Ex. Arbres binaires sur A.
T
{*} empty T consT A x T2

I
<—><
=
X
o
N

]

{*} 2 E > A x E2




INITIALITE pour une spécification équationnelle

» Modele initial d’'une signature avec des équations.
Ex. “Récurrence” (sic...) sur les entiers relatifs.

Spécification équationnelle Xy :

z S/Z

Modele initial My :

71— Z‘yz
\

pred 7,

Pour tout ensemble X avecac X,b: X — Xetc: X — X

‘tels que b(c(n)) =netc(b(n)) = n pour toutn € Z‘
il existe une unique fonction f : Z — X telle que

f(0) = aetf(suqn)) = b(f(n)) et f(predn)) = c(f(n))
pour tout n € Z.




INITIALITE pour une spécification équationnelle

Ex. Monoides
Le monoide initial est {x} avec (x, x) — .

Ex. Anneaux (unitaires)
Lanneau initial est Z avec + et x.

Ex. Anneaux avec k éléments
Le modele initial est Z[Xg, ..., Xk] avec + et x.
Applications au calcul formel :
Z[X1, X5 — Q(i,v2) € C
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Listes : construction

Une liste sur A est une liste finie d’éléments de A :
(X1,X2,...,Xy) pourunn >0

Notation : A*

Construction des listes :
empty: {x} — A* telle que x — ()

cons: A x A* — A* telle que (X, (X1,...,X%n)) — (X,Xq,...
{x} empty A* cons o ax
a b




Listes : destruction

Destruction ou observation des listes : (B = {0,1})
empty’ : A* — B telleque () — 1, (X,...) — 0

head: A* — {()} — A telle que (X1,X2,...,Xn) — X1
tail : A* — {()} — A* telle que (X1,X2,...,Xn) — (X2, ...
A emp‘)ty? B
Ar <0 pxrp B A

Pour simplifier on peut considérer les flots...



Flots

Un flot (“stream”) sur A est une liste infinie d’éléments de A :
(X17X27 <o Xn, Xngd, e )
Notation : A
head: AY — A telle que (Xo, X1,X2,...) — Xo
tail : AY — A“ telle que (X, X1,X2,...) — (X1,X2,...)
Les fonctions headet tail servent a observer des flots :
head tail

A A¥ AY

head —7 7 head —~
tail tail

(ade)l—>(de)|—>(cd) ................ -

a b



Symmeétrie ?

Rappel.
Les listes forment le modéle initial de Xjgt :

e [
1 L PxL
d’ou un raisonnement par induction sur les listes

Théoreme.
Les flots forment le modéle terminal de Xt :

p—" —F—'—F

d’ou un raisonnement par coinduction sur les flots




Coinduction sur les flots

Pour tout ensemble X aveca: X — Aeth: X — X,
il existe une unique fonction F : X — A% telle que Vx € X

| headF (x)) = a(x) et tail(F (x)) = F (b(x))]
a b

A X X
lid - lF - lF
A head AW tail A®

Soit x € X, on cherche F(x) = (y1,Y2,...) € A“.
headF (x)) = a(x)
doncy; = a(x)
tail(F (x)) = F(b(x)) d’ou
headtail(F (x)) = headF (b(x))) = a(b(x))
doncy, = a(b(x))
...etc... (récurrence sur n...)
donc y, = a(b"(x)) pour toutn > 1.
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Induction et coinduction

» Linduction considére
le modele initial d’'une signature.

» La coinduction considére
le modele terminal d’une signature.



Modele terminal

Définition. Un modele Mg de X est terminal si
pour tout modele M de &
il existe un unigue morphisme m : M — Mo.

M(f)

M (X ) M(Y)
m(X)l = lm(Y)
Mo(X) —=E0 Mo(Y)




Théoreme de terminalité

Le “dual” du théoréme d'initialité pour les signatures
est tres (trop) simple :

Théoreme de terminalité (pour les signatures).
Toute signature a un modele terminal,
c’est le modele “des singletons”.

Le “dual” du théoréme d'initialité pour les signatures
paramétrées est plus intéressant.

Théoreme de terminalité (pour les signatures paramétrées).
Une signature paramétrée a un modele terminal
si toutes ses opérations sont de la forme

fi - X — P; x X' avec P; paramétres eti ¢ N



Exemple : flots

Signature Xt

P F F

P est le type des parametres
Soit A 'ensemble des arguments

Le modele Myt des flots sur A
est terminal parmi les modeles de ot OU P vaut A.

A head AY tail AY




Un exercice (listes)
La signature X5t et son modele initial :

e Cc

1 L P xL

() — T g O op

Question. Soit un ensemble A et une fonction ¢ : A — A.
Définir & : A* — A* telle que

®(x0, X1, -+, %n) = (¢(X0), p(X1), - - ¢(Xn))
Réponse. Par induction.

‘CD(empt)o = emptyet ®(congx, I)) = congp(x), ®(1)). ‘

(o) = g0 oA

lid = Ld) = lidx¢
{*} empty A* cons:(goxid)A o AF




Un exercice (flots)
La signature X0 €t son modele terminal :

h t

head tail
A Av

Aa}

Question. Soit un ensemble A et une fonction ¢ : A — A
Définir & : A¥ — A¥ telle que
D(Xy X1y -y Xny - -+ ) = (©(X0), o(X1), -+, 0(Xn), - - )

Réponse. Par coinduction.

head®(s)) = ¢(heads)) et tail(d(s)) = @(tail(s)). |

pohead

A AW tail AY
lid - l“’ - l“’
A head AW tail

Aa}



Un exemple de coinduction

pair (Xo,Xz,...)
) \ zip

/ — (X0, X1, X2, - - .

(X1,X3,...)

(X0, X1, X2, . ..

impair

1. Définir les fonctions pair et impair.
2. Prouver deux lemmes : pair(tail(s)) = impair(s)
puis impair(tail(s)) = tail(pair(s)) pour tout s € A“.
3. Définir la fonction zip.
4. Prouver que zip(pair(s),impair(s)) = s pour tout s € A¥.

A terminer...
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La mémoire comme “boite noire”

Dans le langage impératif IMP
toutes les variables sont de type entier
On note V 'ensemble des variables (ou identificateurs)

Pour définir la sémantique de IMP on introduit
'ensemble S des états de la mémoire avec

» une fonction lookup: S x V — Z
pour observer la valeur d’'une variable

» une fonction update: S x VxZ — S
pour modifier la valeur d’une variable.

On a choisi S = Z" avec
lookup(s, X) = s(X)
updatés, X,n) = s[n/X]
Pourquoi ce chaix ?
A priori, la mémoire est une “boite noire” : S est inconnu.



Un modele terminal pour observer la mémoire

XeV

ses?|——nez

Signature X mem:
S xV

z

avec V et Z parametres, a interpréter par V et Z.
“Notre” modeéle Mmem:

(s,X)—s(X)

zZV xV Z
Proposition. Le modeéele Mmem de X mem est terminal

“Donc” le choix de S = Z" avec lookup(s, X) = s(X) est optimal
pour observer |'état.



Preuve de terminalité

Proposition. Le modele Mmem de Xmem est terminal

Preuve. Soit M :

lookup
SxV Z
On cherche f : S — ZV tel que :
lookup
SxV Z

lfxm lm
X)—s(X
zV x v a7

c’est-a-dire f(s)(X) = lookup(s, X) pourtouss € Set X € V.
Il existe un unique f, c’estf : s — (X — lookup(s, X)).



Le modele terminal pour modifier la mémoire

La signature ¥~ mem et son modele terminal Mmem:

SxV——
lookup

SXV———=7Z
ol S = Z" et lookup(s, X) = s(X).

Proposition. Il existe une unigque fonction
update: S x V x Z — S telle que

lookup(updatés,X,n),Y) = si (Y=X) alors n sinon lookup(s,Y )
et c'est la fonction updatégs, X, n) = s[n/X].
“Donc” le choix de S = 7"

avec lookup(s, X) = s(X) et updatés, X, n) = s[n/X]
est optimal pour observer et pour modifier I'état.



Preuve par coinduction
Proposition. Il existe une unique fonction
update: S x V x Z — S telle que

lookup(updatés,X,n),Y) = si (Y=X) alors n sinon lookup(s,Y )

Preuve. Soit M’ :

S %V lookup 7

ouS =SxVxZetlookug : S’ xV — Z:
lookug(s, X, n,Y) = si (Y=X) alors n sinon lookup(s, Y)
Par terminalité, il existe un unique f : 8’ — S tel que :

S« lookup/
lfxid lid

lookup
SXV———=7Z

c'est-a-dire
lookup(f(s, X,n),Y) = si (Y=X) alors n sinon lookup(s,Y)
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