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Chapitre 1

Déterminants

1.1 Intérét du déterminant
Définition (Développement par lignes). Soit A = (a;;)1<ij<n € Mp(R). On appelle déterminant de A, et
on note det(A), le nombre donné par la relation de récurrence :
e sin=1,det(A) =det(ai1) = a1,
o sin>1,det(4d) =37, a;j(—1)"7 det(M;;),
olt M;; désigne la matrice obtenue & partir de A en retirant la ligne i et la colonne j !.

Il n’aura pas échappé au lecteur attentif qu'on a le choix de la ligne quand on calcule le déterminant.
Pour que cette définition soit cohérente, on a besoin de la propriété suivante :

Proposition (Admis). Soit A = (a;;) € M,(R). Le nombre det(A) ne dépend pas de la ligne choisie pour
le calcul.

La formule de développement par colonnes fixe arbitrairement une ligne avant d’effectuer le calcul. Que
se passe-t-il si, au lieu de fixer une ligne, on fixe une colonne ? On obtient aussi le déterminant.

Théoréme (Développement par colonnes, admis). Soit A € M, (R). Pour toute colonne j fixée, on a :
det(A) = a;;(—1)"" det(M;).
i=1

Cette entrée en matiére peut paraitre un peu rude : la formule semble tomber de nulle part. On peut
définir le déterminant de maniere plus directe, mais plus abstraite. On ne le fait pas, par manque de temps,
et on se contente de donner une version édulcorée du déterminant. D’ailleurs, on ne prouvera pas certains
théoremes, qui découlent de la définition plus abstraite. Le lecteur curieux peut aller voir [BouquinAlgébre].

Quel est l'intérét du déterminant 7 Il vérifie de belles propriétés, qui le rendent pratique a utiliser. Par
exemple :

Proposition (Admis). Soit A,B € M,(R). On a :
det(AB) = det(A) det(B).

Proposition. Soit A € M,(R). On a :
det(A") = det(A).

Démonstration. Cela découle simplement du fait qu’on peut développer le déterminant par ligne ou par
colonne, au choix. O]

Il permet également de savoir si une matrice est inversible :

Proposition (Admis). Une matrice carrée est inversible si et seulement si son déterminant est non nul.

!Dans la littérature, on dit que det(M;;) est le mineur de a;j, et (—1)¥+7 det(M;;) le cofacteur de a;;.



1.2 Calculs simples

Essayons de calculer certains déterminants :

, . . 2 4 ,
e Commengons par le déterminant d’une matrice 2 x 2, et calculons det <5 1). On va développer par

rapport a la premiere ligne. On aura besoin de M et de M.

My = (1),  My=(5).

On a donc det (2 4

5 1>=2><1—4><5:—18.

e On peut méme donner une formule pour le déterminant de matrices 2 x 2 :

a a
det 11 12) _
a21 A22

= a11G22 — G21012-

a1l a2

a a (on note fréquemment le déterminant avec des barres verticales)
21 (22

e On peut aussi facilement calculer le déterminant d’une matrice triangulaire. Pour une matrice trian-
gulaire supérieure, il suffit de développer n fois par rapport & la premiére colonne :

aip a2 ... A1n a22 Q23 ... agn

0 a2 ... a2n 0 ass ... a3n
= a1

0o ... 0  ann 0o ... 0 ann

n
= [T
i=1

et je vous laisse montrer la méme formule pour les matrices triangulaires inférieures.

e (Calculons maintenant le déterminant des matrices des trois opérations élémentaires. On commence par
la matrice élémentaire L;(«) qui multiplie la i-éme ligne par «. On rappelle I'expression de L;(«) :

1

grace au calcul précédent, on a det(L;(a)) = a.

o On continue par la matrice L;;(\), qui rajoute a la i-éme ligne X\ fois la j-éme ligne. On rappelle
Vexpression de L;;(A) :

Lij(A\) =1, + AE;;
1

= sii <,




et

LU()‘): sii > j.

Gréace au calcul précédent, on a det(L;;(\)) = 1.

o Calculons le déterminant de la matrice élémentaire L;; qui échange les lignes ¢ et j. On rappelle
P’expression de L;; :
1

1

On suppose ici i < j!. En développement successivement par rapport a la i-eme puis (j — 1)-éme ligne,
ona:

det(Lyj) = (—1)"*7 det(M;;)
(=127 det(Miyi-1)))
(1)~ det(I,_2)
—1.

1.3 Propriétés du déterminant

On va avoir besoin de résultats théoriques supplémentaires pour faire des calculs plus compliqués.

Proposition (Application multi-linéaire). Soit A € M, (R). On note A = (Ay,...,A,) les colonnes® de A.
Soit encore B € R™ un vecteur colonne et A € R un scalaire. On a :

det(Al, - ,Ak_l,Ak —+ )\B,A]H_l, .. ,An) = det(Al, . ,Ak—laAkaAk—o—la .. ,An)
+)\det(A1, .. '7Ak—17B7Ak'+17' .. ,An)

Démonstration. Cette formule découle directement du développement par la k-éme colonne. On a :

n

det(Ay,..., Ax_1, Ax + AB, Agp, .o, An) = D (aik + Abg)(—1)"F det (M)

=1
= au(=1)""* det(Niy,)
=1
FAD bi(—1)"F det(Oy)
=1

= det(A) + /\det(Al, .. .,Ak_l,B,Ak+1, . 7An),

1je vous laisse chercher pourquoi on suppose ¢a, et pourquoi le résultat reste valable si i > j.
20n peut, bien évidement, énoncer le théoréme sur les lignes de A.



avec M;r , Nii et O;i les matrices obtenues en enlevant la i-eme ligne et la k-éme colonne, respectivement a
A, (A, ..., Ar+AB,...,Ap) et (A1,...,B,..., 4,). O

Proposition (Application alternée). Le déterminant est une application alternée, c’est-a-dire que si deux
de ses colonnes sont égales, il est nul.

Démonstration. Commengons par prouver le résultat sur un cas particulier. Soit A € M, (R) une matrice.
On note (Ay,...,Ay) ses colonnes, et on suppose que deux colonnes consécutives k et k 4+ 1 sont égales. On
développe par rapport a la k-éme colonne :

det(A) =Y am(—1)"* det(M;),
i=1

ou 'on a noté Mj; la matrice obtenue a partir de A en enlevant la i-éme ligne et la k-éme colonne. On
remarque que My, = M;(;41), et on écrit :

det(A) = zn: age(—1)"* det(Miy,)

— Z aik(—l)i+k+1 det(Mik)
i=1

= - Z aigesy (1) T det(Miria))
i=1
= —det(A).

On peut facilement étendre ce cas particulier au cas ou la différence k—k’ des indices deux colonnes identiques
k et k' est impaire.

Comment s’en sortir dans le cas ou k — k' est pair ? On développe par rapport a une colonne k”, comprise
entre k et k’. Ce faisant, les matrices M,z ont deux colonnes identiques, dont la différence des indices est
impaire, et on applique le résultat précédent. O

Proposition (Application antisymétrique). Le déterminant est une application antisymétrique, c’est-a-dire
que pour toute famille (A1 ,..., A,) de vecteurs de R™, on a :

det(Ar, ..., As ... Aj, . Ay) = —det(Aq, ... Ay, . AL AL,
ou encore avec les notations des matrices d’opérations élémentaires :
det(L;;A) = det(A).
Démonstration. C’est une conséquence immédiate du caracteére alternant du déterminant. On a :
det(Aq,..., 4 +A;,..., A +A4,,...,4,)=0
=det(Ar,..., A;...,Ai+Aj,... A,)
+det(Ar,...,Aj,..., A+ A4,,... A)

:det(Al,...,Ai,...,Aj,...,An)
+det(A1,...,Aj,...,Ai,...,An),

det(Al,...,Ai,...,Aj,...,An):—det(Al,...,Aj,...,Ai,...,An).
O

Ces propriétés sont fondamentales!, et facilitent grandement le calcul de déterminant. On peut les réécrire
en termes d’opérations sur les matrices élémentaires :

1En fait, on définit classiquement le déterminant comme 'unique application multilinéaire antisymétrique sur R”, et on
dérive les formules de développement par lignes et colonnes



Proposition (Opérations sur les matrices élémentaires). Soit A € M,,(R) une matrice, et o« € R un scalaire.
Avec nos notations sur les matrices d’opérations élémentaires, on a :

1. det(L”A) = — det(A),
2. det(L;(a)A) = aedet(A),
3. det(L;;j(a)A) = det(A).

Démonstration. C’est simplement une réécriture des propriétés précédentes. On en profite pour donner une
autre preuve. On peut utiliser le fait que le déterminant est un morphisme :

det(AB) = det(A) det(B),

VA, B € M,(R).
On a par exemple :

det(L”A) = det(L”) det(A)
Or, d’apres les calculs de la section précédente, det(L;;) = —1, d’ou le résultat. O
1.4 Calcul classiques de déterminants

Calculer un déterminant plus grand que 2 X 2 avec la formule de développement est fastidieux. De plus
le résultat obtenu, lorsqu’on n’a pas fait d’erreurs de calculs, est inutilisable. La formule de développement
nous donne un résultat sous forme développée, alors qu’on voudrait un résultat sous forme factorisée.

La stratégie générale est la suivante. On utilise au choix!

o les trois propriétés du déterminant (anti-symétrie, caractére alternant, multilinéarité),
¢ les opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes,

pour se ramener au déterminant d’une matrice facile & calculer, c’est a dire :

e au déterminant d’une matrice triangulaire,

o au déterminant d’une matrice avec une ligne (ou colonne) qui ne comporte qu’un coefficient non-nul.

On applique maintenant cette stratégie sur des exemples qui peuvent sembler artificiels, mais qui nous
permettent de manipuler.

e On veut calculer :

a b c
a? b 2.
a® b

On commence par utiliser trois fois de suite le caractére multilinéaire du déterminant, pour faire sortir
les facteurs a,b et c.

a b c 1 b ¢
a® v Al=ala b
a® b A a2 ¥ A
1 1 ¢
=abla b
a2 ¥ A
1 1 1
=abcla b ¢
a2 b2 2
Ipourquoi est-ce la méme chose ?



Puis, on utilise le caractere alternant, pour enlever a-fois la premiere ligne successivement aux deuxiéme

et troisieme lignes.

a b ¢ 1 1
a® v Al=abcla b ¢
a v A a® b
1 1 1
=abc|0 b—a c—a
a? b? 2
1 1 1
=abc|l0 b—a c—a
0 b —a?® —a?

Enfin, on développe par rapport & la premiére colonne, qui est presque vide, et on obtient :

a b ¢
a? v | =abe((b—a)(c® —a®) — (b® —a®)(c—a))
a® v A
= abe(b—a)(c—a)(c—D).
¢ On calcule ensuite :
a+b b+c c+a a b+c c+a b b+c¢ c+a
a2+ P+ A+add|=a? P+ A+ad?|+ B P+ 2 +d?| (multilindarité)
a4+ B+ AF4dd a® P+ A+dd B B+E S+dd
a b+c c b ¢ c+a
=la? b+ A+ 2 2+ a?| (caractére alternant)
a® B4+ A8 P A+dd
a b ¢ b ¢ a
=la%? b? 2|+ |b® * a?| (caractére alternant)
a® b A SN
a b ¢ b a ¢
=la® b A -1 a® 2| (antisymétrie)
a® b B a® &
a b ¢
=2{a? b* 2| (antisymétrie)
a® v A

= 2abc(b — a)(c — a)(c —b).

e On termine cette série d’exemples et on re-calcule :

a b ¢
a®> b 2,
a® b A

en utilisant cette fois ci les opérations élémentaires sur les lignes. On note :

a b c
M=|a ¥ 2],
a® b A
et on a:
1 1
M=1|a b c | Li(a)la(b)Ls(c),
a2 v A2



puis :
1 1 1
Lgyl(—a)Lgvl(—a)M = 0 b—a c—a Ll(a)LQ(b)Lg(C)
0 b —a? c%—a?

En utilisant la formule de morphisme, on a alors :
1 1

1
det(Lz1(—a)Lei(—a))det(M) =10 b—a c—a |det(Lq(a)La2(b)Ls(c)).
0 2 —a2 2—a2

¢ —a
Or, d’apres les calculs de déterminants de matrices élémentaires, on a :

det(Lgyl(—a)LQ,l(—a)) = det(L371(—a)) det(Lg,l(—a))

=1,
et :
det(L1(a)L2(b)Ls(c)) = det(L1(a)) det(La(b)) det(Ls(c))
= abc.
On a donc :
1 1 1

det(M) =abc|0 b—a c—a
0 b2—a® ?—a?

= abc(b—a)(c—a)(c—0).

1.5 Déterminant et rang

Proposition. Soit A € M,(R). A est inversible si et seulement si :
det(A) # 0.

Dans ce cas, on a :

_ 1
~ det(A)

det(A™1) .
Démonstration. Sion admet que, lorsqu'une matrice A est inversible, det(A) est non-nul, la deuxiéme partie
de la propriété découle directement du fait que le déterminant est un morphisme :

det(A™tA) = det(I,) = 1
= det(A™1) det(A),

donc : )
det(A™Y) = ———.
(47) det(A)

11 nous reste & prouver que A est inversible si et seulement si det(A4) # 0. On rappelle qu’une matrice est
inversible si et seulement si sa L.r.e.! est la matrice identité I,,. On rappelle également qu’on obtient la lL.r.e.
d’une matrice par un nombre fini d’opérations élémentaires.

On commence par prouver que si A est inversible, det(A) # 0. Il existe donc L ,...L; des matrices

d’opérations élémentaires telles que :
k
I, = (H Lk> A.
i=1

Imatrice ligne réduite échelonnée.



On a donc : i
1= (H det(Lk)> det(A),
i=1

et on en déduit que det(A) est non-nul.
On prouve maintenant la réciproque, et on suppose que det(A) est non nul. On note B la matrice Lr.e.
de A. Il existe donc L1, ... Ly des matrices d’opérations élémentaires telles que :

5= (HL> A

Or, si L est une matrice d’opération élémentaire, det(L) # 0. Comme le déterminant est un morphisme
multiplicatif, on en déduit que det(B) # 0. La seule matrice l.r.e. dont le déterminant est non-nul est
I'identité. Donc B = I,, et A est inversible. O

On peut méme étre plus précis :

Proposition. Soit A € M,(R). Le rang de A est le plus grand entier r tel qu’il existe un mineur de A
d’ordre r non nul.

1.6 Déterminants et systémes linéaires

Le déterminant permet de donner une formule exacte pour I'inverse d’une matrice.

Définition (Comatrice). Soit A € M,R. On appelle comatrice de A, et on note Com A la matrice des
cofacteurs de A : o
COIHAZ'J' = (71)Z+j det(Mij)a

ou M;; désigne la matrice obtenue & partir de A en retirant la ligne i et la colonne j.

Proposition. Soit A € M,(R). On a :

AT = (Com A)".

det(A)
Démonstration. On calcule le produit :
(A Com At)ij = Z aik(Com At)kj

k=1

= Xn: Qi Com Ajk

k=1
= ai(—=1)F7 det(Mjy).
k=1
On a donc, sur la diagonale :

(A COI’IIA)“‘ = Zaik(—l)kH det(Mik) = det(A)
k=1

De plus, hors de la diagonale, on a 7 # j, et on est en train de calculer le déterminant de la matrice :
(Ap, . Ay Asy o A,
qui est nul car le déterminant est alternant. On a donc :
ACom A" = det(A)I,,

d’ou le résultat. O



De cette formule, on déduit une formule pour la solution d’un systéme linéaire :

Proposition. Soit A € M,(R) une matrice inversible, et K € R™ un vecteur. Le systéme linéaire :

AX = K,
admet une unique solution, donnée par :
det(A®)
X = (z), v 1<i<n,
(1) T det(A) v 1<n

ou AW est obtenue en remplacant la i-éme colonne de A par le vecteur colonne K.
Démonstration. On sait déja que si A est inversible, le systéme admet une unique solution :
X=A"K

1 t
= det(4) (Com A" K.

On calcule (Com A" K :
((Com AYK); = > " k; Com Ay;
k=1
= Z ki(=1)"+" det(My,)
k=1
= det(AW).
Le résultat suit. 0

On note que cette formule est principalement utilisée pour démontrer des résultats théoriques, ou pour
faire rapidement des calculs a la main, sur des matrices 2 X 2 ou 3 x 3. On ne 'utilise pas en informatique,
car sa complexité algorithmique est rédhibitoire. Elle est en O(n!), alors que l'algorithme basé sur la l.r.e.
est en O(n3).
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Chapitre 2

Espaces vectoriels

La notion d’espace vectoriel, et son caractere abstrait, peuvent rebuter. C’est pourtant la bonne maniere
de donner une structure commune a plusieurs ensembles, comme :

e le plan complexe : C,

e l’ensemble des vecteurs colonnes : R™,

o lespace des matrices carrées de taille n sur R : M, (R),
 D'ensemble des fonctions continues de R dans R : CY(R, R).

Ainsi, si on démontre un théoréme sur les espaces vectoriels, on aura en fait démontré des théorémes sur
C,R™... en méme temps.

Dans un espace vectoriel, on veut :
e pouvoir additionner deux éléments, avec une loi : '+,
e pouvoir multiplier un élément par un nombre réel ou complexe, grace & une loi externe notée '-',
e que ces deux lois interagissent correctement ensemble.
Voyons la définition :
Définition. Soit F un ensemble non vide. On dit que c’est un espace vectoriel sur R si :
1. F est muni d’une loi +: F x E— E, telle que (E,+) est un groupe commutatif,

2. F est muni d’une loi externe -: R x F — F telle que :

(a) Va,B eR,Vz € E, a-(B-z)=(af) =z,
(b) Ve e E, 1 -z ==z,

3. les deux lois vérifient :

(a) Va,peR,Vz e E,(a+f) 2 =a-z+ 5z,
(b) Ve eR,Vz,ye E,a-(z+y)=a-z+a-y.

On admet que les ensembles suivants sont des espaces vectoriels :

Théoréme. Soit n > 1 un entier. Les ensembles R™, M, (R) et R, [X] sont des espaces vectoriels.

11



2.1 Sous espaces vectoriels

De maniére générale, quand on enléve des éléments a un espace vectoriel, on casse sa structure. L’ensemble
obtenu n’est généralement pas un espace vectoriel.

Exemple. On considére I’espace vectoriel R?, puis on lui enléve le point (1,0) :
F=R*\{(1,0)}.

L’ensemble F' n’est pas un espace vectoriel. En effet, il contient le point (—1,0) mais pas son opposé.
Autrement dit, F' n’est pas stable par 'opération de multiplication par un scalaire '-'.

Cependant, dans certains cas particuliers, on peut enlever des éléments a un espace vectoriel, tout en
préservant sa structure. On parle alors de sous-espaces vectoriels. Par exemple, I’ensemble des fonctions
dérivables C1(R,R) est un sous espace vectoriel de C°(R,R). En fait, on a méme la chaine d’inclusions
suivante :

C*[R,R)C ---C C"(R,R) C --- € C°(R,R),

ou chaque ensemble est un sous-espace vectoriel des espaces a sa droite.

Définition (Sous-espace vectoriel). Soit E un espace vectoriel, soit F' C F un sous ensemble non vide de
E. On dit que F est un sous espace vectoriel de E si c’est un espace vectoriel.

Techniquement, pour que F' C E soit un sous-espace vectoriel de E, il faudrait vérifier la longue liste
d’axiomes. Cependant, en pratique, il suffit de vérifier :

Proposition (Caractérisation d’un sous-espace vectoriel). Soit E un espace vectoriel sur R, et F C E un
sous-ensemble de E non vide. On muni F des lois '+|r’ et '-|p’, qui sont les restrictions & F des lois sur E :

+lp: FxF > E
(z,y) =2 +y

i RxF—E
Ay) = Ay
Muni de ces lois restreintes, F' est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si :
1. F est stable par addition : V(x,y) € FX F,x+y € F,
2. F est stable par multiplication scalaire : V(a,z) ERX F,a-xz € F.

Démonstration. Si F est un espace vectoriel, il est stable par les opérations '+|r'et '-|p'. Cela vient directe-
ment de la définition des opérations dans un espace vectoriel :

+: FxF—F,

et
< Rx F — F.

On suppose maintenant que F' C F est stable par addition et par multiplication par un scalaire. Montrons
que c’est un espace vectoriel.
Notons que I'on peut remplacer E par F' dans ’espace d’arrivée des opération :

tlp: FxF—>F
(z,y) =2 +y

i RxF— F
Ny) = Ay

12



On a fait le plus important. On vérifie maintenant que (F,+) est un groupe commutatif (point 1). Soit
f € F un élément de F. On a :
0-f=0€F,

par stabilité de '-'. On a aussi :
—1-f€F,

et
fH=1f=1-f4-1-f=(01=1)-f=0,
donc f admet un opposé par + dans F. Les propriétés d’associativité et de commutativité découlent direc-
tement de la restriction de + a F. (F',+) est donc un groupe commutatif.
On laisse maintenant le lecteur vérifier que F' satisfait les axiomes 2 . et 3 . de la définition d’un espace
vectoriel. O

Exemple. On souhaite prouver que ’ensemble :
E= {(:r,y) € R? ’ 2x+y=0}

est un espace vectoriel. Au lieu de montrer que E vérifie tous les axiomes de la définition d’espace vectoriel,
on se contente de montrer que c’est un sous-espace vectoriel de R%. On a :

« ECR?,
« E#0,

o FE est stable par addition : si a,b € F, avec
()
a =
Y1
- ()
Y2
1+ o
a+b= ,
<yl + y2>
2(x1 4+ 22) + (y1 +y2) = (221 + Y1) + (222 + y2)

=0+0
=0,

alors

et

donc a + b € E et E est stable par addition,

e F est stable par multiplication scalaire : si a € E et A € R, avec :

()
-3

2\ + Ay = A2z + y)
=X-0
=0

alors

et

donc A\ - a € F et E est stable par multiplication scalaire.
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Donc E est un sous espace vectoriel de R2, donc E est un espace vectoriel.
On va maintenant rechercher les opérations ensemblistes qui préservent la structure d’espace vectoriel.

Proposition. Soient F' et G des sous-espaces vectoriels de E. Les ensembles suivants sont encore des sous-
espaces vectoriels de F :

1. la somme F+ G={x+vy, avecx € F ety € G},
2. Uintersection F'NG.

Démonstration. On commence par montrer que F' + G est un sev de E. Soit a,b € F + G, et soit a € R. 1l
existe (f1,01) € FF x G et (fa,92) € F x G tels que :

a= f1+ g, b= fa+ go.

Il est stable par addition, car :

a+b=(fi+g)+ (f2+g2)
=(fi+fa)+(g1+92) € F+G.

De plus, il est stable par multiplication scalaire, car :

aa = o(f1 + g1)
=afitag € F+G

On montre maintenant que F'N G est un sev de E. Soit a,b € FNG, et « € R. On a a,b € F donc, comme
F est un sev, il est stable par addition et a +b € F. De meme a,b € G, donc a+b € G. Donca+b € FNG.
Je laisse le lecteur montrer que F' N G est stable par multiplication scalaire. O

Remarque. Notons que 'union F U G ne donne généralement pas un sous-espace vectoriel de E. Voyons
ca sur un exemple. Les deux ensembles suivants sont des sous-espaces vectoriels de CO(R) :

F ={z— Xexp(z), ) € R}
G = {x — Acos(z), A € R},

cependant leur union ne contient pas la fonction x 1— exp(x)+-cos(z). Elle n’est donc pas stable par addition !

2.2 Familles libres, familles génératrices

On déduit facilement de la caractérisation d’un sous-espace vectoriel que le plus petit sous espace vectoriel
de C°(R) qui contient la fonction exponentielle est :

{z — Xexp(z),\ € R}.

Le plus petit sous-espace vectoriel de E qui contient la famille de vecteurs (eq,...,e,), doit contenir au
moins I’ensemble des combinaisons linéaires :

)\161 +---+ )\nen;

avec Aj,..., A\, des scalaires. On note usuellement cet ensemble vect(es,...,e,). Comme la notation le
suggere, c’est suffisant. On énonce la propriété :

Proposition. Soit (e1,...,e,) une famille de vecteurs de E. L’ensemble des combinaisons linéaires
n
vect(eq,...,en) = {u ceFE| d\,.... \p, R u= Z)\iel}
i=1

est un sous espace vectoriel de E. C’est méme le plus petit sous-espace vectoriel de E qui contient les vecteurs

€1,...,€Ep.
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Démonstration. Soit E un espace vectoriel, et eq , ..., e, des vecteurs de E. On commence par prouver que
vect(ey ,...,e,) est un sous espace vectoriel de E.

Montrons que vect(eq , ..., e,) est stable par addition. Soient a,b € vect(ey ,...,e,). Il existe des scalaires
ALy ooy Ap et pg, ..., py tels que:

a = zn: )\iei
i=1
=1

On a alors :

n n

at+b= Z)\iei +ZH¢6¢
i=1 i=1
n
=3 (Nt ) e,

i=1
donc le vecteur a + b s’écrit comme une combinaison linéaire des (e ,...,e,). Donc a+b € vect(ey,...,en),
et vect(ey,...,e,) est stable par addition.

Montrons que vect(eq, ..., e,) est stable par multiplication scalaire. Soient a € vect(es ,...,e,) et p un
scalaire. Il existe des scalaires A1, ..., A, tels que :

n
a = Z )\iei.
i=1
On a donc :
n
H-a=p- (Z/\iei>
i=1
n
= - (Nes)
i=1
n
=Y phes,
i=1
donc p - a € vect(ey,...,ey,), et vect(er,...,e,) est stable par multiplication scalaire.

Comme vect(eq , ..., e,) est stable par addition et par multiplication scalaire, ¢’est un sous espace vectoriel
de F.

Montrons maintenant que vect(ey ,...,e,) est le plus petit sous espace vectoriel de E qui contient les
vecteurs eq ,...,e,. Cela revient a montrer que si I’ est un sous espace vectoriel de E qui contient les vecteurs
€1,...,en, alors nécessairement :

vect(eq,...,e,) C F.
Soit donc F' un sous espace vectoriel de E qui contient les vecteurs e, ..., ey, et soit a € vect(ey,...,e,).
Il existe des scalaires A1 ,...,\, tels que :

n
a = Z )\161
i=1
Or, comme F' est stable par multiplication scalaire, on a :
V1<i<n,\e; €F,

et comme F’ est stable par addition, on a :

zn: A;e; € F,
i=1
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On en déduit :
vect(ey,...,en) C F,

et on a montré que vect(ey ,...,e,) est le plus petit sev de E qui contient les vecteurs eq ,...,e,.
O

Exemple. Soit e; = (1,0,0) et e; = (1,1,0) deux vecteurs de R3. L’ensemble vect(e ,ez) est un sous
espace vectoriel de R3. De plus :

A1+ Ao
Vect(el, 62) = Ao )\1, A €R
0
A1
= Ao )\1, A2 € R
0

Quand on travaille dans un espace vectoriel, posséder une bonne famille est primordial. On peut ainsi
contréler I'espace engendré par cette famille, en écrivant chacun de ses éléments comme combinaison linéaire
des éléments de la famille. Il serait intéressant de pouvoir controler ’espace E en entier. On définit donc :

Définition (Famille génératrice). Soit (eq,...,e,) une famille (finie) de vecteurs de E. On dit que c¢’est une
famille génératrice si :
vect(er,...,en) = E,

ou encore Si :

n

Ve € B,A\1,... .\ €ERe= > Nei.
i=1
Une famille génératrice est une famille qui, par combinaisons linéaires, engendre tous les vecteurs de E.

Intuitivement, une famille génératrice est une famille suffisamment grande, suffisamment variée. Ainsi, si on
rajoute des vecteurs a une famille génératrice, elle reste génératrice.

Proposition. Toute sur-famille d’une famille génératrice est génératrice.

Démonstration. Soit (eq,...,e,) une famille génératrice de E. Soit encore e € E. On a :
vect(ey,...,e,) C vect(er,...,en,e),
donc :
E = vect(ey,...,e,) C vect(er,...,e,,e) CE,
puis :
vect(er,...,en,e) = E.

On en déduit que (eq,..., e, ,e) est une famille génératrice de E. O
Exemple. On considere ’espace vectoriel E = {(amy,z) eR3 | rT—y = O}. On en cherche une famille

génératrice. Soit u = (x,y,2) € E un vecteur quelconque de E. Comme u € E, on a :

=Y,
et donc :

Y

u= |y
z
Y 0
0 z
1 0

=y|1l]+2]|0
0 1

On pose e; = (1,1,0) et e = (0,0,1). On en conclut que E = vect(eq ,ea).
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On a maintenant envie de caractériser la redondance d’informations dans les familles.

Définition (Famille libre). Soit (ey,...,ey,) une famille de vecteurs de E. On dit que c’est une famille libre
si elle vérifie I'une de ces trois conditions équivalentes :

1. pour tout ¢ dans [1,n] :
vect(er,...,€i—1,€i41,...,6n) & vect(er,...,en),

2. la seule combinaison linéaire nulle est la combinaison triviale :

YA, An €R, Y e =0= Vi€ [1,n],\ =0,

=1

3. chaque élément de vect(ey,...,e,) admet une unique décomposition en combinaison linéaire :

n
Ve € vect(er,...,en), I\, ..., \p ERje = Zx\iei.

=1

Démonstration. On vérifie que ces trois conditions sont bien équivalentes. Pour ce faire, on montre que
1=2=3=1

Commencons par montrer que 1 = 2. Soit A;,...,\, € R tels que Y., A\;e; = 0. On suppose par
Pabsurde qu’il existe un i € [1,n] tel que A\; #0. On a alors :

1TL
=Y A

j=1
J#i
>
= —ej7
=N
J#i
et donc e; € vect(eq,...,€;-1,€i41,...,€n). C'est absurde, donc 1 = 2.
Montrons maintenant que 2 = 3. Soient A1,..., A\, € Ret p1,...,un, € R deux familles de scalaires,
telles que :
n n
Z )\iei = Z i€ .
i=1 i=1
On a alors :

n

i=1
Donc, d’apres le point 2 :
Vie [1,n], A —u; =0,

ou encore :
Vi € [[1 ,TLH,)\Z‘ = M.

Donc 2 = 3.
Montrons enfin que 3 = 1. Soit ¢ € [1,n]. D’apreés le point 3, la seule décomposition de e; en combinaison
linéaire des (eq,...,e,) est la combinaison triviale :

n
€; = €; -+ E Oej.
Jj=1
J#i
On ne peut donc pas décomposer e; sur la famille (e1,...,e;—1,€;41,..

., ep). Autrement dit :

€; ¢ Vect(el, ey €i—15€654 1, - ,en),
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ou encore :

vect(er,...,€-1,€i41,...,6n) G vect(er, ..., en).
Et donc 3 = 1. O
Exemple. Soit E = {(z,y,2) € R® | x —y = 0}. Soit encore deux vecteurs de E: e; = (1,1,0) et ey =
(0,0,1). On veut montrer que la famille (e;,e3) est une famille libre. On cherche les scalaires A1, Ay tels

que :
Are1 + Ages = 0.

Cela revient a résoudre le systeme :

)\1:0
A1=0
A2 =10

La seule solution du systéme est la solution triviale A\; = 0, Ay = 0. La famille (e; ,es) est donc libre.
On a évidement la propriété suivante :

Proposition. Toute sous famille d’une famille libre est libre.

Démonstration. Soit E un espace vectoriel, n > 2 un entier, et (eq,...,e,) une famille libre de vecteurs de
E. Pour prouver la propriété, il suffit de montrer que la famille (e; ,...,e,_1) est libre!. Comme la famille
(e1,...,€,) est libre, on a :

Vi € [1,n],vect(er,...,€i—1,€i41,..-,€n) & vect(er, ..., en),

donc en particulier :

Vie[l,n—1],e; & vect(er,...,€_1,€i415.--,€n).
Donc :
Vie[l,n—1],e; & vect(er,...,€-1,€i41s--)€n—1),
et donc :
Vie[l,n—1],vect(er,...,€i—1,€i41,--€n—1) & vect(er,...,en_1),
et la famille (e ,...,e,—1) est libre. O

Intuitivement, les familles libres sont des petites familles, et les familles génératrices sont des grandes
familles. On a le résultat suivant.

Lemme (Admis). Soit E un espace vectoriel, et (vy,...,v,) une famille de vecteurs qui engendre E. Soit
encore (wy ,...,wy) une famille libre de vecteurs de E. On a m < n.

2.3 Base et dimension

On veut représenter un vecteur x quelconque de E comme une somme de vecteurs de base. Si une
famille génératrice assure I’existence d’une telle décomposition, une famille libre assure I'unicité. Une famille
qui vérifie ces deux criteres assure donc l'existence et 'unicité de la décomposition. On peut en faire une
définition :

Définition. Soit (eq,...,e,) une famille de E. On dit que c’est une base si c’est en méme temps une famille
libre et génératrice.

Cette définition prend son sens avec le théoréme suivant :

Théoréme. Soit E un espace vectoriel, qui posséde une base B de taille finie. Alors toutes les bases de E
sont de la méme taille.

Ipourquoi ?
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Démonstration. On note B = (ey,...,e,) la base de taille finie de E. Soit B’ une base de E. On montre
que B’ est de méme taille que B. On note n la taille de B, et m la taille de B’. Comme B est une base,
¢’est une famille génératrice. Comme B’ est une base, ¢’est une famille libre. D’apres le lemme, on a m < n.
En inversant les roles de B et B’, on montre que n < m. On en déduit que m = n. Autrement dit, les deux
familles sont de la méme taille.

O

On appelle un tel espace vectoriel un espace de dimension finie. La longueur d’une base ne dépend donc
pas de la base considérée, mais est un nombre intrinseque a ’espace vectoriel considéré.

Définition. Soit E un espace vectoriel, qui possede une base de longueur n. On dit qu’il est de dimension
n.

Si on a une famille qui est seulement libre, ou seulement génératrice, peut-on se débrouiller pour obtenir
une base ?

Théoréme (Base incompléte, admis). Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Alors toute famille
libre peut-étre complétée en une base de E.

Théoréme (admis). Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Alors de toute famille génératrice on
peut extraire une sous famille qui soit une base de E.

Obtenir des bases peut étre difficile. On peut s’épargner une partie du travail avec la proposition suivante :
Proposition. Soit E un espace vectoriel de dimension finie. On note n sa dimension.

o toute famille libre (e1,...,e,) de n vecteurs est une base de E,

o toute famille génératrice (e1,...,e,) de n vecteurs est une base de E.

Démonstration. Soit B une famille libre de taille n. On suppose par ’absurde qu’elle n’est pas une base. On
la compleéte en une famille B’ qui est une base de E. On note |-| le nombre de vecteurs d’une famille. On a :

|B|=n<|B.

Or E admet une base de taille n, et toutes les bases ont la méme taille. C’est absurde. Donc B est une base
de F.

On laisse le lecteur faire le méme raisonnement pour les familles génératrices de taille n. O

2.4 Espaces supplémentaires

Définition. Soit E un espace vectoriel, et F', G deux sous espaces de E. On dit que F et G sont supplé-
mentaires si on a :

1. E=F+ G,
2. FNnG =0}
On note E=F & G.

Proposition. Soit E un espace vectoriel de dimension finie, et F', G deux sous espaces supplémentaires de
E. Tout vecteur e € E admet une unique décomposition

e=f+y,

avec f € I, et g €@G.
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Démonstration. L’existence de la décomposition provient de la définition. On a : E = F + G, donc pour tout
e€ FE, il existe f € F, g € G tels que :

e=f+g.

Montrons maintenant I'unicité de la décomposition. Soit e € F un vecteur, et f, f' € F, et g, ¢’ € G tels
que :

e=f+g (2.1)
_ f/+g/~
On a alors :
0=(f-f)+(g—9)

et donc :

f=f=d-g
On a donc :

f—-fernG, g-4¢geFnAG.

Or:

FnG={0},
donc f = f’ et g = ¢’ et la décomposition e = f + ¢ est unique. O

Proposition. Soit E un espace vectoriel de dimension finie, et F', G deux sous espaces supplémentaires de
E. Soit B une base de F, et B" une base de G. Alors BU B’ est une base de E = F @& G.

Démonstration. Soit e € E un vecteur. Il existe un unique couple (f,g) € F x G tel que :

e=f+g.

Il existe une unique décomposition de f sur la base B, et il existe une unique décomposition de g sur la base
B’. La somme des deux décomposition est donc I'unique décomposition de e sur la famille BU B’. La famille
B U B’ est donc une base de E. O

Corollaire. Soit E un espace vectoriel de dimension finie, et F', G deuzr sous espaces supplémentaires de
E. Ona:

dim(E) = dim(F) + dim(G).
2.5 Sous-espace vectoriel de dimension finie et rang

On a déja vu la notion de rang d’une matrice dans le cas d’'une matrice. On peut définir une notion
similaire dans le cas d’une famille de vecteur.

Définition (Rang d’une famille de vecteurs). Soit E un espace vectoriel, et (uj,...,u,) une famille de
vecteur de E. On appelle rang de cette famille la dimension de I'espace engendré :

rang(uq, ..., up) = dimvect(ug, ..., up).
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Chapitre 3

Applications Linéaires

Comme on I'a vu, C et R? sont deux espaces vectoriels. Ils se ressemblent de trés prés : ils sont tous deux
la donnée d’un couple de deux réels. On peut passer de 'un a 'autre en définissant deux fonctions ® et W :

¢: R*=C £ C — R?
(z,y) — x + 1y, x4 iy = (x,y).
On voudrait avoir une notion de similarité entre espaces vectoriels.

Définition. Soit E et F' deux espaces vectoriels sur R. On dit qu’il sont isomorphes s’il existe une fonction
®: E— F telle que :

1. ® est bijective,
2. ® préserve la structure d’espace vectoriel :

(a) Vo,y € B, ®(z +y) = () + (y),
(b) VAeR,Vx € E,®(A\x) = AD(x).
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Annexe A

Rappels du cours du premier semestre

Loi de composition interne.
Produit cartésien
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