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Principle of the evaluation-interpolation codes

Theorem (Interpolation)

For all distinct xy, . .. ,x; and all y, . . ., y, there is a unique polynomial
f=fo+fix+.. ficix¥"! with degree < k such that :

flxj) =y, foralll <j <k.



Principle of the evaluation-interpolation codes

Theorem (Interpolation)

For all distinct xy, . .. ,x; and all y, . . ., y, there is a unique polynomial
f=fo+fix+.. ficix¥"! with degree < k such that :

flxj) =y, foralll <j <k.

Corollary

For fixed x;’s
» equivalent representation : (yi,...,yk) < (fo,- - -, fk—1)-
> Over-Samp/ing . (yla <o Yo Yh+1s - - 7yn) = (fov ° o0 7fk71)-

=redundancy added



Reed-Solomon codes

Definition (Reed-Solomon codes)

Over a finite field K, let x1, ..., x, € K distinct elements. The Reed-Solomon code
of length » and dimension & is defined by

Cln k) = {(F(x1), . ...f(xa)).f € K[X]; degf < k}
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Definition (Reed-Solomon codes)

Over a finite field K, let x1, ..., x, € K distinct elements. The Reed-Solomon code
of length n and dimension & is defined by

Cln k) = {(F(x1), . ...f(xa)).f € K[X]; degf < k}

Example

(n,k) = (5,3) over Z/19Z. (xy,x2,x3,x4,x5) = (1,5,8,10,12)

Message : (1,2,1) € (Z/19Z)* — f(X) = 1 + 2x + x?
Eval

(1,2,1) — (f(1),£(5),/(8),/(10),£(12)) = (4,17,5,7,17)
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Reed-Solomon codes

Definition (Reed-Solomon codes)

Over a finite field K, let x1, ..., x, € K distinct elements. The Reed-Solomon code
of length n and dimension & is defined by

Cln k) = {(F(x1), . ...f(xa)).f € K[X]; degf < k}

Example

(n,k) = (5,3) over Z/19Z. (xy,x2,x3,x4,x5) = (1,5,8,10,12)

Message : (1,2,1) € (Z/19Z)* — f(X) = 1 + 2x + x?

(1,2, 1) 29 (£(1),£(5),£(8).£(10),£(12)) = (4,17,5,7,17)

(4,17,5,7,17) 2 (1,2, 1,0,0) 24241

(4,17,13,7,17) RN (12,8,11,10,1) x4+ 10x% + 11x% + 8x + 12
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0 =n—k+ 1 (Maximum Distance Separable codes)
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Proprerty

0 =n—k+ 1 (Maximum Distance Separable codes)

Démonstration.

Singleton bound : § <n—k+ 1

Let Wf, Wg € C,3f,g€ K[X]<k s.t. Wi = (f(xi))iawg = (g(xl))l

If f(xi) # g(xi) ford < n— k + 1 values x;,

Then f(x;) — g(x;) = 0 for at least n — d > k — 1 values x;.

Now deg(f — g) < k, hence f = g. O



Minimum distance of Reed-Solomon codes

Proprerty

0 =n—k+ 1 (Maximum Distance Separable codes)

Démonstration.

Singleton bound : § <n—k+ 1

Let Wf, Wg € C,3f,g€ K[X]<k s.t. Wi = (f(xi))iawg = (g(xl))l

If f(xi) # g(xi) ford < n— k + 1 values x;,

Then f(x;) — g(x;) = 0 for at least n — d > k — 1 values x;.

Now deg(f — g) < k, hence f = g. O

=-detect up to n — k errors.
=correct up to “5* errors.



Decoding with the key equation

Let P be the interpolant : P(x;) =y forall1 <i<n.

f(xi) = P(x;)



Decoding with the key equation

Let P be the interpolant : P(x;) = y; foralll <i<n.

=-Equivalence evaluation/linear remainder

P(X) mod X —3

P(X) avec (X —3=0)
P(X) avec (X = 3)
P(3)



Decoding with the key equation

Let P be the interpolant : P(x;) = y; forall1 <i<n.

f=P mod H(x — Xi)

i=1



Decoding with the key equation

Let P be the erroneous interpolant : P(x;) = y; +e; forall 1 <i <n.

f =P mod H(x—x,-)

i|le;/=0



Decoding with the key equation

Let P be the erroneous interpolant : P(x;) = y; +e; forall 1 <i <n.

Af = AP mod H(x — Xi)
i=1

and A = [, 0(x — xi)



Decoding with the key equation

Let P be the erroneous interpolant : P(x;) = y; +e; forall 1 <i <n.

N =AP mod H(x —X)
i=1

and A = [, 0(x — xi) (Linearization)



Berlekamp-Welch decoding
Find N of degree < k + ¢t and A of degree < ¢ such that

N = AP mod H(x—x,-)

i=1



Berlekamp-Welch decoding
Find N of degree < k + ¢t and A of degree < ¢ such that

N =AP mod H(x—xi)

i=1

Linear system resolution

NX)=no+ ... mpu X TetAX)=Lly+ -+ 41 X1 + X,
Unknowns : no, .. .11, Lo, - - -, 4—1 (k + 2t unknowns)
Equations : each evaluation in x; (n equations)

no
1x 3 ... N _p(ay) Lxp ... A :
1 2 }(-H—l . 0
3B 3] ooo 2 = A - Metr—1| _ |.
83 EeS R N E s I I I
1 xp xﬁ xf,'H_l £y



Rational fraction reconstruction
Problem (RFR : Rational Fraction Reconstruction)

Given A, B € K[X]| with degB < degA = n, findf, g € K[X], with
degf < dp, degg<n—dr—1et

f=gB modA.
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6. f(X) = g(X) - B(X) + v(X) - A(X)



Rational fraction reconstruction
Problem (RFR : Rational Fraction Reconstruction)

Given A, B € K[X]| with degB < degA = n, findf, g € K[X], with
degf < dp, degg<n—dr—1et

f=gB modA.
6. F(X) = g(X) - B(X) + v(X) - A(X)

Theorem

Let (fo = A,fi = B,...,f;) be the sequence of remainders in a run of the Extended
Euclidean Algorithm applied to (A, B) and u;, v; the coefficients s.t. f; = uifo + vifi.
Then, at iteration j s.t. degf; < dr < degf;_1,

1. (f;,v;) is a solution of the RFR problem.
2. it is minimal minimal : any other solution (f, g) is of the form

f=4qf;, g=qv; forqe K[X].



Reed-Solomon decoding by the Extended Euclidean Algorithm

Berlekamp-Welch by the Extended Euclidean Algorihtm

» Erroneous interpolant : P = Interp((y;, x;))
> Error locator polynomial : A = [T, ic erroneous (X — i)

Find f with deg f < dF s.t. f and P coincide on > n — ¢ evaluations x;.
=Extended Euclidean Alg. on P and [ [, (X — x;) :

n

Af = A P mod l_Il(Xxi)
fi & -

and (fi = Af, A = g;) is minimal
=-one only has to divide :

f(X) = fi(X)/;(X).



Codes cycliques

Un code est cyclique s’il est stable par rotation circulaire :
c=(co,...cn=1) € C = p(c) = (cp—1,c05...,cn—2) €C
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Codes cycliques

Un code est cyclique s’il est stable par rotation circulaire :

¢ =(co,...cn1) €C = p(c) = (ca—1,¢0,--,Cn2) €C
Interprétation polynomiale
fi(x) = cp+cX+ - +cp X+
fo(®) = cimi+eX+aX 4+ X =Xf(X) mod X" — 1

Tout code cyclique

> estisomorphe & un sous ensemble de F,[X]/(X" — 1) stable par multiplication
par X
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Codes cycliques

Un code est cyclique s’il est stable par rotation circulaire :

¢ =(co,...cn1) €C = p(c) = (ca—1,¢0,--,Cn2) €C
Interprétation polynomiale
fi(x) = cp+cX+ - +cp X+
fo(®) = cimi+eX+aX 4+ X =Xf(X) mod X" — 1

Tout code cyclique

> estisomorphe & un sous ensemble de F,[X]/(X" — 1) stable par multiplication
par X

» est un ideal de F,[X]/(X" — 1)
» est enaendré par un diviseur de X" — 1.



Construction des codes cycliques

Theorem

Soit g(X) = go + g1X + - - - + ga— X"~ un diviseur unitaire de X" — 1 dans F,[X].
Soitm = (g(), ey 8ni—1,1,0,. .. ,0) S FZ

Alors (m, p(m), . .., pt(m)) forme une base d’un code cyclique longueur n et
dimension k.

Tout code cyclique s’obtient par une telle construction.



Construction des codes cycliques

Theorem

Soit g(X) = go + g1X + - - - + ga— X"~ un diviseur unitaire de X" — 1 dans F,[X].
Soitm = (g(), ey 8ni—1,1,0,. .. ,0) S FZ

Alors (m, p(m), . .., pt(m)) forme une base d’un code cyclique longueur n et
dimension k.

Tout code cyclique s’obtient par une telle construction.

Interprétation polynomiale

» C et 'ensemble de combinaisons linéaires des p'(m).

» tout mot de C correspond a un f(X) = Zle a;X'g(X).

» tout mot de C correspond & un f(X) = g(X)h(X) pour h € F,[X]<.
Détection d’erreur : f € C ssi g divise f.



Construction des codes cycliques
Comment trouver un bon diviseur de X" — 17

n—1
x"—1=]]x-d)
i=0
pour « une racine primitive néme de l'unité.
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Construction des codes cycliques
Comment trouver un bon diviseur de X" — 17

n—1

x"—1=]]x-d)
i=0
pour « une racine primitive néme de l'unité.

Cas facile : « € I,

Tout sous-ensemble de o' convient

Cas difficile : o ¢ F,

Classes cyclotomiques :
[Ties (X — o) € F,4[X] ssi ¥ est stable par mult. par ¢ modulo n.

» Ainsi, si on prend o/, on doit prendre tous les éléments de 3; = {jg*
mod n,k € Z}

> On prend donc des unions | J; %;



Construction des codes cycliques

Theorem (BCH)

Si¥ c {0,...,n— 1} contient s entiers consécultifs, alors

gx) = [[(x—a)

i€ex

génere un code cyclique de distance minimale > s + 1.



Example

g =2,n="7.0n prend o une racine primitive 7éme de l'unité dans (Fs)*. £, = {0},
Y ={1,2,4} =%, =%, %3 ={3,6,12=5 mod 7} = X5 = ¥

X —1=X-1)(X-a)X - o)X —a") (X = o) (X = a®)(X — &)

1+X+X3 1+Xx2+X3

Pour g(X) = 1 + X + X3, la matrice génératrice est

1101000
G_0110100
10011010
000 1T1O01

équivalente au code de Hamming (7,4, 3).



Codes de Reed-Solomon cycliques

Cas particulier :n=¢ — 1
» (F,)* est cyclique, donc il existe o générateur, racine primitive néme de l'unité
dans F,.
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Cas particulier :n=¢ — 1
» (F,)* est cyclique, donc il existe o générateur, racine primitive néme de l'unité
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» Cas facile : on peut choisir les racines de g arbitrairement.



Codes de Reed-Solomon cycliques

Cas particulier :n=¢ — 1
» (F,)* est cyclique, donc il existe o générateur, racine primitive néme de l'unité
dans F,.
» Cas facile : on peut choisir les racines de g arbitrairement.
> o(X) =" "(x — o) € F,[x] garantit une distance minimale de d + 1.

i=t



Codes de Reed-Solomon cycliques

Cas particulier :n=¢ — 1

» (F,)* est cyclique, donc il existe o générateur, racine primitive néme de l'unité
dans F,.

» Cas facile : on peut choisir les racines de g arbitrairement.
> o(X) =" "(x — o) € F,[x] garantit une distance minimale de d + 1.
» maximise la dimension pour une distance et une longueur donnée (MDS).



Décodage en liste de Sudan

Trouver la liste de tous les mots de code qui correspondent en au moins t points.
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Décodage en liste de Sudan

Trouver la liste de tous les mots de code qui correspondent en au moins t points.

Theorem (Sudan’97)
On peut calculer en temps polynomial cette liste de taille \/§ pourt > ~/2kn.

Généralise Berlekamp-Welsh : Q(X,Y) = N(X) —YA(X) = 0 avec deg, > 1
A
1. Trouver Q(X,Y) € F[X, Y] t.q. O(x;,y;) = 0 pour tout i
2. Trouver ses facteurs linéairesen Y : Y — f(X)
3. Retourner la liste de ces f(X) t.q. f(x;) = y; en au moins ¢ points



Power decoding

Idée : générer /¢ relation indépendantes en élevant a la puissance.

Ax)f (i) = i)
Ax)f(6)* = yiA(x)

A (). = YEA()



Power decoding

Idée : générer /¢ relation indépendantes en élevant a la puissance.

A)f (i) = yil(x)
Ax)f(xi)* = yiA(x)

A(Xi).f (xi)e : )’fA-(xi)

> ¢+ > %, ik inconnues

» nl equations

W“)k

Solution unique (si généricité) si +e=nd.

Pour ¢ = \/k/n etn — e ~ \/2kn.



Power decoding

Idée : générer /¢ relation indépendantes en élevant a la puissance.

A)f (i) = yil(x)
A()Ci)f(xi)2 = Y%A(Xi)

A ) = YA

> ¢+ > %, ik inconnues
» nl equations

E(Hl)k + e = nl.

Solution unique (si généricité) si

Pour ¢ ~ \/k/n et n — e = \/2kn.
» capacité de correction identique a Sudan.
> mais pas de liste

» peut échouer
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