Algorithmique TD 1: Introduction

Exercice 1. Analyse asymptotique

a. Pour chacune des fonctions suivantes, indiquer (et justifier) si elle est O(n), O(n?),0(nlogn),
Q(n), Qn?),Q(nlogn), O(n), O(n?),0(nlogn) :

1. f(n) = (2n 4+ 3)?,

2. g(n) =2n+logn

3. h(n) = (3n + 1)log®n,

4. i(n) = 20=n5,

b. Un algorithme A s’exécute en temps O(f(m)) sur une entrée de taille m.

1. Quelle est le colit d’un algorithme B faisant une boucle de taille n et un appel & A sur un
instance de taille m a chaque itération ?

2. Plus généralement, quelle est le cotit d’un algorithme faisant, au coeur de k boucles imbriquées
de longueur n, un appel a 'algorithme A sur une entrée de taille n.

c. Quelle est le colit d’un algorithme faisant une boucle Pour i=1..n et dont chaque itération
effectue

1. ©(i) operations ?
2

2. ©(i®) operations ?

Exercice 2. Algorithmes sur des tableaux

Pour chaque probleme suivant, donner un algorithme le résolvant, puis le prouver et donner son
cott (en précisant le modele de cott choisi).

a. Calculer I’élément maximum d’un tableau d’entiers. Trouver une borne inférieure sur le cott.

b. Calculer les éléments maximum et minimum d’un tableau d’entiers. Peut-on faire mieux que
deux fois la colt du calcul du maximum ?

c. Calculer I’élément médian d’un tableau d’entiers.
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Exercice 3. Exponentiation modulaire

Etant donnés un entier positif n et un élément a € Z/pZ avec p fixé, on veut calculer a™.
a. Proposer un premier algorithme (naif).
b. Faire sa preuve.

c. Analyser son cout. En considérant la taille des entrées/sorties, expliquer pourquoi ce cotut
doit pouvoir étre amélioré.

d. Proposer un algorithme asymptotiquement plus rapide. Le prouver et analyser son coft.

e. Pour les deux algorithmes étudiés, dire s’ils sont de cout logarithmique, polynomial, ou
exponentiel.

f. Si a est désormais un nombre entier a € Z, quel modele de cotit est le plus pertinent 7 Que
deviennent les cotits de ces deux algorithmes ?

Exercice 4. Suite de Fibonacci

On définit la suite de Fibonacci par

Upt2 = Uptl + Uy VR >0
ug = 1
Uy = 1

a. Ecrire un algorithme récursif calculant le n-iéme terme de la suite de Fibonacci
b. Prouver cet algorithme
c. Quelle son coiit en temps (en nombre d’opérations arithmétiques).

d. Proposer un algorithme itératif résolvant le méme probléme et pouvant utiliser un tableau
de taille n.

e. Prouver cet algorithme et donner son cofit

On considere désormais la suite de vecteurs v,, = [
Un

Un+1:|

f. Donner une relation entre v,41 et v,.
g. En déduire un algorithme de calcul de v,, de meilleur cott (qu’on calculera).

h. Est-ce que ces couts refletent réellement le temps de calcul 7
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