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Chapitre 1

Théorie élémentaire des distributions

1.1 Motivations

La théorie des distributions a été introduite pour élargir la notion de fonction et pour étendre
la notion de dérivation dans le cas de fonctions discontinues. Elle permet d’unifier I’étude des
phénomenes discrets et des phénomenes continus, entre autres en mécanique, en électronique et en
probabilités.

Pour modéliser des impulsions, le physicien Paul Dirac a I'idée dans les années 1920 d’utiliser une
pseudo-fonction, déja introduite par Oliver Heaviside, connue maintenant sous le nom de distribu-
tion de Dirac et supposée vérifier :

5a($) _ {—i—oo& r=a

0 sinon

et, pour toute fonction continue ¢

Cet objet d, n’est sirement pas une fonction mais il faudra attendre les années 1945-1950 et les
travaux de Laurent Schwartz pour qu’un sens mathématique précis soit donné a ce concept et pour
que des regles précises d’utilisation soient rigoureusement établies. L’idée fondamentale consiste a
remarquer que pour connaitre une fonction f il suffit de connaitre les valeurs de [, f(z)p(z)dz pour
un ensemble bien choisi et assez grand de fonctions ¢. Cet ensemble de fonctions est appelé 'en-
semble des fonctions tests. Pour pouvoir intégrer par parties sans probleme, les ¢ seront supposées
indéfiniment dérivables. Pour que l'intégrale existe pour toute fonction f localement sommable, on
supposera qu’il existe, pour chaque fonction ¢, un intervalle borné en dehors duquel ¢ s’annule.
La théorie des distributions va permettre en outre de dériver des fonctions qui n’ont pas de dérivée
au sens classique. C’est 'outil de base pour ’étude des équations aux dérivées partielles.

1.2 L’espace des fonctions test

1.2.1 Notations

Q désigne un ouvert de RY. Un point de RV est noté x = (x1,...,zy).
Pour tout N-uplet d’entiers a = (a1, ..., ay) on définit |a| = a1 + -+ ay et ol = 1!+ - ay!

7
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Pour tout h € RN et o € NV on note : h® = h{t - hRY

P, . (o 0% _ 9Y1 92 O“N olel
Toute dérivée partielle sera notée : 0% = 55 = 7T aTF T 0N e 0a

1.2.2 Support d’une fonction

Dans ce chapitre nous allons nous intéresser aux fonctions & support compact :

Définition 1 Soit ¢ une fonction continue définie sur 2. On appelle support de ¢ et on note
Supp (¢) l'adhérence (dans Q) de l’ensemble des points ot ¢ est non nulle.

Une définition équivalente : le complémentaire (dans €2) du support d’une fonction ¢ est le plus
grand ouvert (dans Q) sur lequel ¢ est nulle.

1.2.3 Définition des fonctions test D((2)

Définition 2 On note D(2) (ou encore C3°(2)) l'ensemble des fonctions définies sur Q et a valeurs
dans C, indéfiniment dérivables et a support compact inclus dans €.

D(2) est un espace vectoriel.

Remarque 1 Soit ¢ € D(2). Supp (¢) est compact et Supp (p) C .

N si z € RV \ Supp (¢)
Posons = 9(¥) = o(2) si 2 € Supp ()

alors ¢ € D(RY).

expﬁ siflz]] <1

Exemple 1 ¢(x) = { 0 sillzf > 1

¢ € D(RY), Supp (¢) = B(0,1)

Théoréme 1

Pour tout € > 0, il existe p € D(RY) tel que :
p(x) =1pour ||z <1,0<p <1let p(xr)=0pour ||z| >1+e.

Démonstration Considérons f I'indicatrice de B(0, 1), et une fonction ¢ € D(RY), telle que
Jan ¥(z)dx = 1 et Supp (v) = B(0,¢), alors ¢ = f * ¢ satisfait la propriété ( Supp (f x1) C

B(0,1 +¢)). On peut obtenir une telle fonction ¢ simplement & partir de I’exemple 1.

1.2.4 Convergence dans D((2)

Définition 3 Soient ¢, et ¢ € D(Q2). On dit que p,, converge vers ¢ dans D(2) si :
— 3K compact, K C Q tel que ¥ n, Supp (¢,) C K
— YaeNVN, 9%, — 0% uniformément.

Théoréme 2

’ D(Q) est dense dans LP(Q2), 1 < p < 4o0.
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1.3 Définition des distributions

Définition 4 Une distribution T sur Q est une forme linéaire continue sur D(RY), c’est-a-dire :

(1) V1,02 € D(Q), VA € C, T(p1 + Apa) = T(1) + AT(i02)
(ii) Si pn — ¢ dans D(Q), alors T(¢n) — T(p) dans C

On note (T, ) ou T'(¢p).

Remarque 2 Notion équivalente pour le point ii) : Pour tout compact K C €, il existe Cy, > 0

et k € N tels que pour tout ¢ € D(2) avec Supp () C K, on ait (T,¢) < Ckll¢llcky, avec
= max ||0% .

leller k) \04|S)]§” Plloo, i

On note D'(2) 'ensemble des distributions sur ; ¢’est un espace vectoriel.

Exemples

1. On note L}OC(Q) I’ensemble des fonctions mesurables sur €2, intégrables sur tout compact de
Q.
Par exemple, —— € L} (R).

\/m loc
Soit f € L},.(Q2). Pour ¢ € D(2) on pose :

(Ty.0) = /Q f(@)p(x) d

Ty € D(Q) :
— T est bien définie puisque
F@)p(@)] < 6]l Tsuppie @) f (@) € LYR)
— T est linéaire (linéarité de I'intégrale).
— Ty est continue sur D() :
Soit ¢, € D(Q) telle que ¢, — 0 dans D(Q).

(T o)) = /Q f(@)on(z)dz| < / F@)] (@) dz < [lonllo /K f ()| da
2. Soit a € RY. Pour ¢ € D(RY) on pose :
(0a» @) = @(a)
§a € D'(RY) .
— Linéarité :
(0as o1+ Ap2) = (1 + Ap2)(a) = @1(a) + Ap2(a) = (da, 1) + A(da, @2)
— Continuité :

Si ¢n — 0 dans D(RY) = [(3a, on)| = l@n(a)| < llenlle — 0
Quand a = 0, on note = dy.

3. Soit f € L}, (). Pour ¢ € D(Q) et j € {1,..., N}, posons :
dy
T, o) = —

(T, ) /Q f(@) gy (@) da

Si ¢, — 0 dans D(Q) : soit K compact tel que Vn, Supp (¢,,) C K.

Ovn
< || —=
(Tl < | 52

/ |f(x)|de —— 0
o K n—oo
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Proposition 1

1

1oc(€2) dans D'(Q2) qui & f associe Ty est linéaire et injective.

H L’application de L

Démonstration
— Vfi,fo€ Llloc<Q)7 VAeC, Tf1+)\f2 = Tfl + )‘Tf2
En effet, soit ¢ € D(),

<Tf1+/\f2790>_/Q(fl"i_)‘fQ)(P_/Qfl@_'_A/QfQSO_<Tf1790>+)‘<Tf2790>

— Si Ve € D(Q),(Ty,p) = / f(z)p(x)dx = 0, alors f = 0. En effet, nous avons D(2) dense
Q

dans L*(€), donc soit ¢y, une suite tendant vers f dans L? alors [, f(2)¢n(x) = 0 tend vers
S~ |f(@)[* =0 donc f est nulle presque partout.

Remarque 3 L’application définie dans la proposition 1 n’est pas surjective. Elle permet d’identi-
fier L} () a un sous espace vectoriel de D'(Q) qu’on appelle les distributions réguliéres.

1.4 Convergence des distributions

Définition 5 On dit que la suite de distributions T,, € D'(?) converge vers la distribution T €
D'(Q) si pour toute € D(Q), (Tn, ) — (T, ).

p
On dit qu’une série E T, converge et a pour somme T si la suite S, = E T, converge vers T.
n>0 n=0

Exemples 2
1. Soit fo(z) = cos(nz), f, € L}, (R). Ty, € D'(R).
lim Ty, =0 (car V¢ € D(R), (T},,¢) = [ cos(nz)p(x)de —— 0).

n—-+o0 n—0o0
2. Soitn € N, 6, — 0 dans D'(R).
Soit ¢ € D(R), (0n, ) = ¢(n) =0 pour n grand (car ¢ a support compact).

Théoréme 3

Soit T;, € D'(2), n € N.
Si pour toute ¢ € D(Q), (Ty,, ) a une limite dans C, alors T, a une limite dans D’'(2).

Démonstration
— ¢ € D(Q) entraine limy,—, o0 (T, ¢) existe.
v1,02 € D(Q) et A € C.

wifeo{ T P14 2020 = T ¢

linéarité.

T’ru (101> + )\<Tn7 ¢2> = HETOO<TH’ ()01> +A nll)g_loo<Tn7 ¢2>7 d’ou la
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— La continuité de lim T}, est une conséquence du théoréeme de Banach Steinhaus (admis)

Exemple 3 Vn, T, = Zép € D'(R). En effet, soit p € D(R), In, € N tqg Supp (¢) C [—no, no)-
p=0

no o
(Th,p) = ng(p) e Z(p(p), donc il existe T € D(R) tel que T,, — T dans D'(R) : T =
p

p=0
> 6.

p=0

1.5 Opérations sur les distributions

Le but : étendre aux distributions certaines opérations définies sur les fonctions.

Les conditions :
1. La nouvelle définition doit coincider avec ’ancienne pour les fonctions.

2. Continuité au sens des distributions des opérations définies.

1.5.1 Dérivation des distributions

Soit f € C1(Q) (donc € L} (Q)) et soit 1 < j < N. Pour ¢ € D(Q) :

loc

of

O
[ a2 Dete)ir=- /Q )5t

_ Iy

J

Pour les distributions on a :
Définition 6 Soit T € D'(Q), 1 <j < N et ¢ € D(Q), on définit % par :
J

or  \def _p 09

J

Proposition 2

Soit T € D'().

or 0T 0*T
1. Pour1<j <N, — cD'(Q). Powr 1 <j k<N : =
our 1 < j <N, 6acj eD(Q). Pour 1 <j k< Nona D00y~ Dwrd,

2. T est indéfiniment dérivable et on a : V¢ € D(Q), (9°T, ¢) = (—1)l*N(T, %)
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Démonstration (du 1.)
)s A

— Soit p et ¢ € D(N eC
oT
(5pet M) = (T, r 3 (P X))
Ty
B 8 @@ZJ
= (5 g
0y 81/}
= T _—
oT oT
= (5,9 M)
T
— Soit ¢, — 0 dans D(2), alors C?;Pn — 0 dans D(Q).
x
J
0T 0n
On a: <8 7(pn>__<Tvaxj>—>0
— Soit ¢ € D(Q)
( 0*T ) = <8T 8<p>
8@8:%’@ N o O
(T s ) = (T, s ————) d’apres le théoreme de Schwarz, car ¢ est réguliere
T et d2,00n pr rem warz, car ¢ est régulier
B <8T 84,0> B 0T >
N ax ox,, N axkﬁxfso

Proposition 3

La dérivation est continue sur D’'(1).
Si T,,, T € D'(Q) et T,, — T dans D'(Q2), alors V o € NV, 99T, — 9°T dans D'(1Q).

Démonstration

Soit ¢ € D(Q), (9T, ) = (~)oNT,, %) — (~1)/o1(T, 8%%) = (9T, )

Remarque 4 Toute fonction continue et méme localement intégrable a des dérivées de tous les

ordres (en tant que distribution) : ces dérivées ne sont pas en général des fonctions?!.

0

Exemple 4 Si f € C1(Q) : a—(Tf) Tos , la dérivée est encore une distribution réguliére.
&€ dac

Exemples 5

1 six>0

1. On considére Ty, ou Y est la fonction d’Heaviside définie par : Y (x) = { 0 siz<0

Y € L, .(R), donc Y définit une distribution Ty € D'(R) (elle est dérivable).
Soit p € D'(R)

+oo
Ty 0) = —(Ty, ') = — /0 o (x)dz = p(0) = (50, )
Donc Ty, = do.

1. i.e : des distributions de la forme T
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2. Posons f(x) =In|z| pour  # 0.
f € LL.(R) donc f définit une distribution de D'(R).

Soit p € D(R).

(Tt o) = —(T1,¢) /f = — lim f(x)¢' (x)dx par convergente do-
0% J|z|>e

minée.

Pour M suffisamment grand, on a que Supp (¢) C [-M, M|, donc on peut écrire :

—&

M
/ @@ = / f@)d @z + [ fo)g (@)de

-M
M X —£ T
= s@e@ - [ ars e, - [

= —p(e)In(e) + ¢(—¢)In(e) —

—0

En effet : (p(e)—¢(—¢))In(e) = 2e¢'(0) In(e) ou 0 €] —¢, e[, par théoréme des accroissements
finis, d’ou : |(p(e) — p(—€))In(e)| < 2|¢l leln(e)] — 0. On a donc, T} est bien une
distribution et on définit vp (%) =T}

Définition 7 Soit a = ap < a1 < ... < ap < apy1 = b des points de R. Soit f une application
définie sur |a,b[\{a1,...,ap}.

On dit que f est de classe C* par morceaus si ¥V j € {1,...,p}, f a des dérivées jusqu’a l'ordre k
sur laj,aj+1] et si ces dérivées se prolongent continiment sur]a,a1], [aj, aj41] pour 1 < j<p-—1
(sip>2) et sur[ap,b[. On note f(a; £0) les limites a droite et a gauche en a;,i =1,...,p.

Théoréme 4 Formule des sauts

Soit f de classe C'! par morceaux sur Ja,b[. On a :
P
Tp =Ty + Z(f(ai +0) — f(a; — 0))dq,
i=1

ou T]’c désigne la dérivée de f au sens des distributions et T’ désigne la distribution définie par
la dérivée de f en dehors des points a;, 1 <1i < p.

Exemple 6 Ty =Ty + dp = do
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Démonstration Pour p =1 : Soit ¢ € D(]a,b|).

(flo) = —(f,¢¥)

al b
= / fo'— | f¢
a al

ai—1/n b

= — lim fo' — lim f¢' par convergence dominée
n—+oo J, n—+oo a1+1/n

a1—1/n
= — lim [f <a1 — i) @ <a1 - ;) - /a f’@]
. 1 1 o
_ngg-loo [—f <a1 + n) ) (al + n) - /a1+1/nf 80]

al b
- w(al)(f(a1+0)—f(a1—0))+/ f/so+/f/s0

e

On peut étendre la formule des sauts en dimension supérieure (avant de lire cette partie, veuillez

jeter un coup d’oeil aux rappels de calcul différentiel du chapitre 7).

Théoréme 5 Formule des sauts dans RY

Soit Q un ouvert régulier de classe C* de RY. On note 99 son bord et f une fonction de classe
C! sur RV \ Q telle que
— la restriction de f & Q se prolonge en une fonction de classe C! sur un voisinage ouvert
de Q et
— la restriction de f a RV \ Q est une fonction de classe C' sur un voisinage ouvert de
RN\ Q.
Alors la fonction f est localement intégrable sur RY et on a :

0r; Ty = {amjf} + [flagnjo dans D'RM) pour j=1,--- N

Dans cette formule, on a noté {@;j f }, la fonction continue par morceaux sur RY définie par la
formule {c%jf} = Oz, f pour tout = € RN\ 09 et [f]oq est le saut & travers I’hypersurface 09
dans la direction n :

[floa(x) = lim (f(z +tn(x)) — f(x — tn(x))), x€Q

t—0t

Enfin o est la distribution définie par, pour toute fonction g définie sur Of2 :

(go, ) = / geds
o0

ou ds est la mesure de surface sur 0f).
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Démonstration Soit ¢ € D(RY), la formule de Green montre que :
- / (@)0, p(z)de = — / Os, (f)(x)dz + / (@)D, f(2)da
Q Q Q
= [ F@e@n@)ds + / o(@)0, f(2)de
o0 Q

et que
_Agmf@ﬁ%wmmm——-1émgagﬂg@mm+/‘ 0 ()0y, f(x)da

RN\Q

— fH(@)p(z)nj(z)ds + / ()0, f(x)dx
BY) RN\Q

ol l'on a noté f*(x) = lir(J)rl+ flz+tn(z)) et f~(z) = lirél+ f(z —tn(z)). En additionnant membre
t—s t—
a membre ces deux égalités, on trouve que :
- [ @t = [ (@) @)e@ns (s + [ p@a, fads, j =1, .
RN o) RN

Le premier terme du membre de droite est ([f]aan;o, ¢), le second est ({9x, f} ,¢).

Théoréme 6 Dérivation sous le crochet de dualité

Soit T € D'(Q) et une fonction test ¢(x,y) € C°(Q x RY) & support dans K x RV avec K
compact. Alors la fonction :

y = (T, e(,y)) € C(RY)

et I'on a :
Oy (T, (., y)) = (T, 0y ¢(..y))

Démonstration Lorsque f € L} (), il s’agit d’une simple dérivation sous le signe intégral.

Dans le cas général, commencons par écrire la formule de Taylor & l'ordre 1 en yg pour la fonction

Y= p(x,y)
N

oz, y0 +h) = @(x,90) + Y _ Oy, yo)hi + (4o, )
i=1

avec

he 1

r(z,yo, h) =2 Z 04!/0 (1 =)0y p(,yo + th)dt.
|ar|=2

On remarque que la fonction x +— r(z, yo, h) est & support compact. Par ailleurs, pour ||| < 1, on
a que

00T (2 y0, W) < > RIIP sup (090 o(x,y)
|8|=2 ze K, ||ly—yoll<1

n(n+1)
< ———||h||* max sup |8§ay6@(x’y)"
2 161=2 ze K |ly—yo| <1
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On en déduit donc :

N

<T> Qp(wyo + h)> = <T7 So(wy()» + Z<T> ayzSO(ayo»hz + <T7 r(wyOa h)>
=1

ou :

(T, (.90, 1)) < Cic||h||*  max sup 070, ¢(x,y)| = O(h?)
Ia‘SPK7‘6|:2xeK,Hy—ngSl

Ceci montre que la fonction
y = (T, ¢(,y))

est differentiable sur RY et que ses dérivées partielles sont :

ayi <T7 gp(., y)> = <T> 6%90('7 y)>

En itérant I’argument par récurrence sur 'ordre de la différentiation, on obtient le résultat de la
proposition.

1.5.2 Multiplication par les fonctions C'*°
— La multiplication de deux distributions quelconques n’est pas possible en général.
Contre-exemple : f(z) = g(x) = ﬁ;f,g € L} (R). Donc T¢, T, € D'(R) mais (fg)(z) =
71 & Lioe(®)-
— Soit T' € D'(Q) et soit f € C®(Q).

Cas particulier :

SiT=Ty g€ L,.(0):YoeDQ), (fg,0) = Jo fop = (g, f¥)
Cas général :

On pose : (fT, ) = (T, fe),p € D(Q). La formule a un sens, car fp € D(Q).

Proposition 4

H Avec les notations ci-dessus : fT € D'(2).

Démonstration
— Linéarité :
<fT7 ©1 + )\QP2> <T7 f(gpl + AS02)> = <T7 f%ol + )\f(p2>

= (T, fo1) + MT, fo2) = (fT,01)+ N[T,p2)

— Continuité :
D’apres la formule de Leibniz RY :

> (fg) = ( p )aﬁfaaﬁg

BLla

a!
geC®@;aeNVet [ )= ————:al=alay!...ay! Linégalité 8 <
avec f,g (Q); « e <5> Blla—3)! ol = ailag!. . ay inégalité 8 < «
signifie : Vi =1,... N, 5; < «;.
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Soit ¢, € D(2),0p, — 0. On a : fy, — 0 dans D(Q).
En effet, 3K compact, K C Q tel que Vn, Supp (¢,) C K. Alors Supp (f¢,) C K.

Soit av € NV,
el = | (4) e (G ) s o) ot o0
B<a B<a ek e
Exemples 7
1. Soita €, feC>®(Q), on a féqg = f(a)d, :
Soit ¢ € D(Q), (£, 0) < (00, fi0) = Fla)p(a) = F(a)(0ar )
2. xvp (%) =1:

Soit ¢ € D(R),
(zvp (i) sp) = (vp (i) ;o) = lim 0() g

=0t Jigj>e T

= lim p(z)dz
e=0" Jiz|>e (>

= o(z)dx (par le th. de convergence dominée)

= (L)

Proposition 5

1. Soient T,,,T € D'(Q) et f € C®°().
Si T,, — T dans D'(2), alors fT,, — fT dans D'(Q).
2. Soient f,, f € C*°(Q) et T € D'(Q).

SiVa e NV, 9%f, — 0°f uniformément sur tout compact de €, alors f, T — fT dans
D'(Q).

Démonstration
1. Soit ¢ € D(),
(fTn, 0) = (T, fo) 7= (T fo) = ([T, )
2. Soit ¢ € D(Q),
(fuT = fT,0) = (T, (fn = f)p) — 0 car (fu — f)p — 0 dans D(Q2)

Remarque 5 Si T, — T dans D'(Q) et si Vo € NVO* f,, — 0%f uniformément sur tout compact
(avec les notations de la proposition 4) alors f,T,, — [T (preuve laissée en exercice).
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Proposition 6

Soit T € D'(2) et f € C®°(). On a:

ofT  of oT
8@- - 8xiT * fax,

Remarque 6 Ceci est aussi vrai a nimporte quel ordre, et cela se prouve en utilisant la formule
de Leibniz

Démonstration soit ¢ € D(Q).

(UL, o) = —(fT.52) = —(T,f52)
(BLT+ 8, 0) = (BT, o)+ (F 9L, 0) = (T, 2Le) + (2L, fo)
= (T3 - (Y8 = (T8o) - (T 5o+ 1E2)
—(T, f52)

1.5.3 Convolution d’une fonction et d’une distribution : D’'(Q) x D(Q)

Définition 8 Soit T € D'(Q) et ¢ € D(Q). Alors

Vo € Q,(Tx¢) (@) & (T, p(x—.)) oupl@—.):y— plx—y)

La définition est consistante, car a x fixé, y — @(x —y) est C°°, a support compact, c’est donc une
fonction de D(12).

Remarque 7 Encore une fois cette définition découle de la situation lorsque f est une distribution
fonction. En effet, la définition donne dans ce cas :

(Ty e p)(@) = (T ple =) = | fWe(r —y)dy,

et on retrouve donc la définition classique de la convolution de deux fonctions.

Théoreme 7
Soit T € D'(2) et ¢ € D(N).
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Démonstration

Continuité :
(T @)z +h) = (Txp)(@) =(T,p(x+h—-)—p@—"))

0, n(Y)ED(Q)

Ona:p.p W 0 dans D(Q) (pzh et 0%z h W 0 uniformément sur tout compact.
—0 —0

En effet, un développement a l'ordre 1 nous donne ¢, ,(y) = Dyp(x —y+0h).h, avec 6 €]0,1]
(formule de Taylor-Lagrange dans RY), |¢, 4 (y)| < [eller gy IRl done [wq n(y)| tend vers 0
uniformément lorsque ||h|| tend vers 0. De fagon générale, on a 9%p, (y) = (—1)1*10%p(x +
h—y) = (=D)o*p(z — y), Aot [0%. n(y)| < [[@llciari(m) 2]l dot la convergence
uniforme lorsque ||h|| tend vers 0. Enfin, comme T est continue sur D(Q), limp_,o[(T * ) (z +
h) = (T = ¢)(x)] = 0.

Dérivabilité : D’apres le théoreme de dérivation sous le crochet dualité, il vient :

0T, p(x—.)) = (T,0%(x —.)) = (T * 0%)(x).

par ailleurs d’apres les propriétés de la dérivation :

(T,0%p(z — ) = (~D)I*NT, 0%(p(x = .))) = (0°T. ol — ))

Exemples 8
— (B0 x @) (@) = (bo,p(x —.)) = p(x) d'oti : 6o+ o = p.
— (b0 x @) () = (00, p(x = .)) = p(x — a)

Remarque 8 x est une opération régularisante.

1.6 Distributions périodiques

Définition 9 Soit a fizé. On définit (1,T, @) = (T, 7_qp) (on rappelle T,0(x) = p(x —a)). On dit
que T € D'(R) est périodique, de période a, si 7,T =T.

Théoréme 8

Soit (An)nez une suite dans C a croissance lente, c’est-a-dire :

Im e N,Vn € Z,|\,| < C(1 + |n))™
(ou C est une constante indépendante de n).

Alors la série :
! t
§ )\neQMn -

neL

converge au sens des distributions vers une distribution T de période a.

Lemme 1

Soient f,,, f € CY(Q), bornées et telles que || f, — fll., — 0. Alors f, — f dans D'().
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Démonstration (Lemme)
Vo eDQ), (fn,e) = [ fnp — [ fe={(f.¢) (par th. de convergence dominée)

Démonstration (Théoreme)

N
a m+2 .
Pour N € N, posons : Sy(t) = Z An < : ) e2imny
= 2mn

n#0
Sy vérifie les conditions du lemme 1. Donc Sy — S € D'(R) (au sens des distributions).

Alors : (Sy)™*2) — S(m+2) dans D'(R) et on rajoute \g. La limite est évidemment périodique en
tant que limite de suite de fonctions périodiques.

1.7 Distribution a support compact

Définition 10 Soit T € D'(Q). Soit w C Q un ouvert. On dit que T est nulle sur w si pour toute
¢ € D(w), (T, p) = 0.

Exemple 9 Soit a € RY. §, est nulle sur RN\ {a}. Siw C RY ouvert et a ¢ w, 6, est nulle sur w.

Définition 11 Soit T € D'(Q). Le support de T, noté Supp (T'), est le complémentaire (dans )
du plus grand ouvert w sur lequel T est nulle.

On peut montrer que w existe.

Exemples 10
— Supp (da) = {a}
— Pour tout a € RN et tout o € NV, on a Supp (0%6,) = {a}
— Si f € C%Q) et Supp (f) est compact, T € E'(Q).

Théoreme 9  Distributions & support dans un singleton

Soit zp un point de 2 et une distribution 7' € D'(£2). Supposons que Supp (1) C {xo}. Alors il
existe une suite (aq)qeny, de nombre réels (ou complexe) telle que :

T= )" a0,

aeNN

Définition 12 On note E'(QY) Uespace vectoriel des distributions a support compact (dans ).

Théoréme 10

’ E'(Q) est le dual de I'espace des fonctions C*°(€Q) donc &'(2) C D'(Q).
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Démonstration On montre que, pour toute fonction ¢ dans C*°(Q2) et toute fonction y € D(Q2)
telle que x = 1 sur un voisinage ouvert de Supp (T'), (T, x) est indépendante du choix de x et on
définit alors :

(T, ) == (T, xp)

pour une telle fonction .
En effet, soient x; et x2 appartenant a D(2), valant sur deux voisinages ouverts V; et Vi de
Supp (7'), alors

(1 —x2)lvinw, =0

et comme Vi (V2 est un voisinage ouvert de Supp (7') dans €2, pour toute fonction ¢ € D(Q2), la
fonction (x1 — x2)¢ appartient & C*°Q) et vérifie : Supp ((x1 — x2)¢) () Supp (T") = 0. d’on,

(T, (x1 — x2)p) =0

de sorte que (T, x1¢) = (T, x2)p)
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Chapitre 2

Rappel : transformée de Fourier des
fonctions

2.1 Transformation de Fourier dans L'(RY)

2.1.1 Théoremes de densité

Définition 1 On désigne par Co(RY) I’espace vectoriel des fonctions continues sur RN a support
compact.

Définition 2 On appelle suite régularisante . une fonction C®(RN) & support compact inclus

dans B(0,¢) et telle que [pn @e(x) = 1.

Théoréme 1 (Densité de C5°(RY) dans Cy(RY))

’ soit f € Co(RYN) alors ¢, * f converge uniformément vers f

Démonstration Soit f € Co(RY) telle que Supp (f) = B(0, R). On remarque tout d’abord que
Supp (e * f) = B(0, R+ ¢)

pox fla) = fla) = [ oclo)(Fa =)~ fa)dy
On obtient alors, en utilisant les propriétés de ., que :

e * f(x) — f(z)| < sup |f(z —y) — f(2)].

ly|<e

Or f est continue & support compact donc uniformément continue sur RY, d’ott le résultat.
pPp b ,

Théoréme 2  (Densité de Cy(RY) dans LP(RY))
Soit f € LP(RY) avec 1 < p < +o0 :

Ve 3p € CoRY), o = fllramny <€

23



24 CHAPITRE 2. RAPPEL : TRANSFORMEE DE FOURIER DES FONCTIONS
Démonstration Démonstration admise

Théoréme 3  (Théoréme de densité de C5°(RY) dans LP(RY))

Soit f € LP (RN ) avec 1 < p < +o0o. Alors si . est définie comme au théoréeme précédent, on a
pour tout n > 0, il existe une fonction f, € C§°(RY) telle que :

If = anLP(RN) =1

Démonstration Comme Co(R"Y) est dense dans LP(RY), étant donné n > 0, il existe ¢ €
Co(RY), telle que

1
1f = Pllrryy < 57
En utilisant toujours la méme suite régularisante que précédemment, on obtient :

sup |pe *¥(x) —(z)] - 0 quand € — 0
z€RN

D’apres l'inégalité de Holder et en supposant Supp (¢) C B(0, R), il vient que :

[ * P = Pl o@ny < sup e ¥(x) — ()| B0, R+&)['? = 0
S

lorsque ¢ tend vers 0. On choisit alors ¢ suffisamment petit pour que :
n
lpe * v =Pl o@y) <5

et on pose f; = @e * ).

2.1.2 Définition de la transformée de Fourier dans L'(R") et propriétés

Définition 3 (Transformée de Fourier) Soit f € L'(RYN), on lui associe f telle que :

Vv e RY, f(z/) = x f(x)e_%“<”’x>dx

w = 27v : pulsation (rad.s™1 ), v : fréquence (Hz) L application : F : f f est appelée transformée
de Fourier.

Théoreme 4  (Riemann-Lebesgue)

1. F: f — f est une application linéaire, continue de LY(RY) dans L>®(RY).

2. si f € LY(RY), alors f est continue sur RN et lim  f(v) = 0.
lv]|—£o0
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Démonstration

1. — F linéaire (linéarité de [).
— Montrons la continuité de F en 0, autrement dit :

Ve L'®RY), |F(Hllpoo@yy < ClF @y

f(x)e—2i7r<1/,z)
RN

< / 1F @) =] fll g e

donc f € L=(RN) et HfHLOO(]RN) < [ fllzr @y

2. Soit g € C§(RY), supposons que Supp (g) C [~M, M]" et choisissons une direction d’intégration
x;, alors en appliquant le théoreme d’intégration par parties, il vient :

i e~ 2invz +M 89 T 672i7r<11,:1:> 8g T e*?’iﬂ<l/,$>
[owe s — |y | - [, [0y
R —2UTV5 | _azp R Tj —2TVj R T g 1TV
D’ou
2]
19(v) 1 9g(x) T = | g’(”j)HLl(RN) 0 car %9() < 400
27 |vj| Jrnv | Ox; 27 |vj] vj—rEoo I L1(R) .

or C}(RY) est dense dans L*(RY), d’ou :
Vf e L'RY), Ve >0, 3g € Co(RY), [If — gllprmn) <€
Alors, comme R
W< = gllnr@yy +13W)],

on obtient lim f(v) =0.
lv]|—=£o0

Exemple
Fonction “porte” : II = ]1} 1.1

() = [

=

e=2imva gy — S) L Ginus cardinal.

272

=N
3
]

Proposition 1 (du retard)
H f e LYRN), 7 € RN, Posons Vz € RN, g(z) = f(z — 1), alors Vv € RN, §(v) = e~ 2707 f(1)

—2im(v,T)

Remarque 1 e est un facteur de retard ou déphasage. On a ainsi :

v e RY, [90)| = |f(w)] et Arg(g(v) = Arglf(v)) - 2m(w7)
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Démonstration Un changement de variable dans l'intégrale de Fourier donne le résultat.

Proposition 2
H f € LYRY), a € RPosons Vz € RN, g(z) = f(az). Alors Vv € RN, F(g(v)) = Lz f(¥)

Théoréme 5

1. si z — 2% f(z) est dans L'(RY) pour |a| < n alors :

2. Si fe LYRY)NC™(RY) et si 0°f € LY(RN) pour tout |a| < n, alors on a :

. Si f e L*(RN) et si Supp (f) est borné, alors f € C=(RN).

A~

0°f(v) = F ((—=2imz)® f(x)) (v) Vv e RN

o f(v) = (2imv)*f(v) Vv eRN

Démonstration
1. Y@eren (—2imx;) f(z)e= ") est continue pour tout v; et presque tout z, et ap-
) 8Vj - J p 7 b q ) P

partient & L'(R™) donc d’apres théoreme de dérivation d’une intégrale dépendant d’un pa-
rametre g—lf; est dansL! (RN ) et satisfait 1., en considérant les dérivées par rapport aux autres

coordonnées puis les dérivées a tout ordre, on obtient le résultat.

of

. Calculons Ba; - £n posant z' (resp. V') le vecteur z (resp. v) privé de z; ((resp. v;) et en

faisant une intégration par parties il vient que :

(;1];(]/) _ /RN—l e—2i7r<u’7x’) {[f(x)e—%wujxj]ciooo+/Rf($)(2i7ryj)€—2i7wjxjdxj}dw/
= (2imvy) f(v)

En effet si f est intégrable et C1(R), telle que f' € L'(R) est intégrable alors

f@) = @)+ | oL

comme f’ est intégrable, I'intégrale a une limite lorsque = tend vers o0, donc f(x) admet
une limite quand x tend vers l'infini. D’autre part, cette limite est nécessairement nulle car
f est intégrable. Ceci explique pourquoi le terme entre crochet de I'expression précédente
s’annule. On conclut procédant par récurrence sur I’ordre de dérivation.
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Proposition 3

Soient f,g € L*(RN). Alors f§ et fg appartient & L*(RN) et on a :

fa= 1| fg
RN RN

Démonstration Remarquez que le théoreme de Fubini s’applique & la fonction (z, ) — f(z)g(v)e= 2o,

2.1.3 Inversion de la transformée de Fourier dans L!(R")

Définition 4 Pour toute fonction f appartenant & L'(RN) on note :

FN) = [ @)
RN
On a alors le théoréme d’inversion suivant :

Théoréme 6

1. Soit f € L'(RY). On suppose que f est continue au point z € RY fixé et que fe LY (RM).
Alors on a,

Démonstration 1) Nous démontrons d’abord le point 1

2m —~
Pour n € N*, on pose g, (z) = el on a an(v) =11 %Hggyz. Comme g, est dans L'(RY), on
i=1 i

peut écrire :
FW)ga)eX ™ dy = [ f0)Ga(v - 2)dv
RN RN
Le membre de gauche tend vers F f (z) d’apres le théoreme de convergence dominée. Montrons que
le membre de droite tend vers f(z). Comme [pn gn(v)dv =1, on peut écrire

fW)gn(v —x)dv — f(z) = / (f(v +2) = f(2))gn(v)dv
RN RN

Soit € > 0, il existe n = n(e, x) tel que |ly —zll2 < n=|f(y) — f(z)| < e (f continue en x). On peut
alors écrire :

/RN (2 +v) — f(2))ga(v)dv = /

vll<n

(f(x +v) = f(2)gn(v) +/ (f (@ +v) = f(2)gn(v)
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Pour tout n € N*, on a :
[ 1t - f@lao < e [ G —e
lvli<n
De plus,
I/ F@)gnW)ldv < |f(2)| [ ] - gCw“ctcm(nﬂ”b))
lvl=n i=1 T

qui tend vers 0 lorsque n tend vers l'infini. En outre, comme (g,); (fonction uniquement de la
variable v;) est paire et décroissante sur Rt

| » fl@+v)gn@) < gnm) £l
v||Z>n

cette expression tendant vers 0 lorsque n tend vers l'infini. Le point 1. du théoreme est donc
démontré.

. . . R TIE TT 2 202
Nous démontrons ensuite le point 2. On multiplie I'intégrante par h.(v) = e~ "¢ w3 .

Iez/ (/ F(u)e IV im0 @) gy gy
RN JRN

ona (u,v) = ¢(u,v) = f(u)e*m‘?””‘@62““”’(3”*“)> € LY (RN xRM). On va pouvoir appliquer Fubini
pour donner deux expressions de I, :
i) On integre par rapport a u :

I = f(y)e—fre2HVH§€2i7r1/:ch
RN

Or |f(u)e_“2”””§e%”””"| < |f(»)| qui appartient & L'(RN) et lir% e~ Ivl3 = 1. Done par le
e—
théoreme de convergence dominée, on obtient que hII(l) I, = f]RN f(v)e?mvedy,
e—

ii) on integre par rapport a v :

—71'62||V||2 2im (v, (z—u)) 1 _l=—ulp?
I = f(u) e 25T\ dv | du = flu)—e™ < du,
RN RN RN €

en utilisant les propriétés des transformées de Fourier des Gaussiennes et la formule de

IEd]
dilatation. Par ailleurs on sait que la fonction h¢(x) = }Ne_”( 2)?

On peut donc en déduire :

/RN [e(z) — f(z)| = /RN/R!(JC(OG—U)—f(w))hE(u)du

- / / @ — cw) — F(@)|he(u)du
]RN ]RN

/ 17 (x — ew) — f(@)llih(w)du

RN

est d’intégrale égale a 1.

IN

Or, dans L'(RY), nous avons la propriété suivante :

Proposition 4

H Soit f € LY(RN), h € RN. On pose 71, f(x) = f(x — h). Alors }lli”mO lmnf — fll1 = 0.
_>
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Démonstration La démontration utilise la densité des fonctions continues & support com-
pact dans L'(RY). En effet, il existe une suite g, € Co(RY) telle que :

Ve >03INVn >N ||f —gnl1 <e€

Ona:
[ tarn=1@l < [ atn-srnl+ [ luarn-a@l+ [ lo@- 1@

Considérons N tel que || f —gn||; < § puis 7 tel que [[gn(z + 1) — gn(2)[1 < § (Théoreme
de convergence dominée), d’ou le résultat.

Revenons en alors & la démonstration du Théoréme 6. Comme || f(z — eu) — f(x)|1]|h(u)| <
2|l f1l1|~(uw)| qui appartient & L'(RY), on en déduit en appliquant le théoreme de convergence
dominée que :

lim ||Z — f[l1 =0
e—0
Donc I, tend vers f dans L'(R") donc il existe une sous suite Iy convergeant vers f

presque partout (résultat admis), d’ou le résultat.

2.1.4 Produit de convolution dans L!(RY)

Théoréme 7 et définition

fe Ll(]RN), g€ Ll(}RN). On pose : Vz € RV, (fxg)(z) = f]RN fy)g(z —y)dy.
Alors (f * g) est défini presque partout , intégrable et || f * gl 1wy < [1fll 1@y 9]l 12 @)

Démonstration Appliquons le théoréme de Fubini :

/RN (/RN F W)y —y)ldy> do = /RN ) </RN 9z —y)|d:r> dy (2.1)

Et par changement de variable v = x — y. Nous obtenons :

@)= [ 11 ( [ latw)ldu) dy = 15150 loleoy < 0

Donc x — [pn [f(y)g(x — y)|dy est intégrable donc finie presque partout. Donc (f  g) est définie
presque partout, intégrable et :

L 9@l do < 1l gl
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2.1.5 Convolution et transformée de Fourier dans L!(R")

Théoréme 8 Convolution et transformée de Fourier

i) Soient f € LY(RYN), h € L'(RY). Alors Vv € RN, F(f  h)(v) = f(v)h(v).
ii) Soient f € LY(RN), h € Ll(RN) tels que f et h soient aussi dans L'(RN). Alors pour
presque tout v, on a : f % h(v) = F(fh)(v)

Démonstration i) Appliquons le théoréme de Tonelli :

/RN (/RN |f()g(z —y)| dy) ‘6_2”@@)

car ‘e 2im{vz ! = 1. Nous pouvons alors appliquer le théoréeme de Fubini :

e = [ ([ st - ny) e

- /. ( ) P
RN
/ f 7217r (v,y) (/ g(:c _ y)e2i7r<u,(xy)>dx> dy
RN

= [ sween ([ ge i) ay = fo)aw)

RN

dr = HfHLl(RN) HgHLI(RN) < +00,

ii) Comme f et g sont dans LI(RN ) nous avons d’aprés ce qui précede, en remarquant que F a les
mémes propriétés que F :
F(f*g) = F(HFQ)
= fgpp.

comme f = F( f), f est bornée donc on peut considérer la transformée de Fourier de fg pour
finalement obtenir : fxg§ = F(fg).

2.2 Transformée de Fourier dans L?(RY)

Nous avons vu que la transformée de Fourier dans L'(R") présente des inconvénients notant en
terme d’inversion. Dans ce qui suit, nous allons voir comment ’on peut définir la transformée de
Fourier sur L?(RY) comme une application bijective de L?(R") dans L?(R™M).

2.2.1 L’espace L?(R")

Soient f,g € L2(RY), on rappelle que L2(RY) est muni du produit scalaire (f, g) = Jan f( dx
et que la norme sur L2(R¥) est alors définie par |||, = +/(f, f)

Remarque : L?(RY) est un espace de Hilbert (voir chapitre concerné) dans lequel on a le théoréme
de Cauchy-Schwarz :
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Théoréeme 9  (Cauchy-Schwarz)

Soit f et g appartenant & L*(RY), on a la propriété suivante :

[ 1®301 < 171 sl

2.2.2 Convolution dans L?(RY)

On appelle convolution dans L?(R™) I’application définie pour toute fonction f et g de L?(R) par :

F(z) = o flx —y)g(y)dy

On a alors le théoréme suivant :

Théoréme 10

[F € CORM N L=(RY) |

Démonstration F appartient a L™ (RN ) par application directe du théoréme de Cauchy-Schwarz.
Par ailleurs,

Fatn-F@ = | [ (ftn=9)- i) ol
760 ) = F =l loll

IN

On montre que ||f(z+n—.) — f(x — .)||, tend vers 0 avec 7, en utilisant & nouveau la densité des
applications continues & support compact dans L?(R™). Donc f est continue en .

2.2.3 Transformée de Fourier dans L?(R")

Théoréme 11  (Plancherel-Parseval)

Soit, f et h appartenant a L2(R™) () LY(RY), alors on a :

FOR®d = [ F)hv)dv

RN RN

Si f = h, on a la propriété suivante : || f||, = HfH2

Démonstration On commence par démontrer que la transformée de Fourier d’une fonction
LYRN)N L3(RY) est dans L?(R) en montrant que || f||3 = || f||3.
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BTN _ 2 . . A —N/2 _m 2
Pour cela, on considere go (z) = e~@1#ll2 dont la transformée de Fourier est jo (v) = (2) /2 =23,

Par application du théoreme de convergence monotone on a tout d’abord :

/ Go(@f@ = [ 1P < oo

RN a—0 JpN

car go(z)|f(2)|? est positive, appartient & L'(RY) et est croissante lorsque o décroit.
Par ailleurs, comme la fonction (z,u,y) — f(y)f(u)e?™®= ¥ g, (x) est dans L'((RM)?) (en appli-
quant le théoreme de Tonnelli).

[ i@z = [ s [ TG [ e, )iy

= [ 1) [ Tty - wdyau= [ [ i F(+w)F@du galy)dy

_ /RN G(y)galy)dy = /RN G(\/Ey)emﬂdy

= GO) =713

ol G est la correlation de f avec elle méme, la limite s’obtenant en appliquant le théoreme de
convergence dominée.

Nous savons donc que la transformée de Fourier d'une fonction de L'(R™)N L2(RY) est dans
L2(RM).

Nous allons maintenant démontrer la formule de Plancherel. Soit f et h dans L*(RY) (N L2(RYN). fh
appartient & L'(R™) en tant que produit de fonctions de L?(RY). Par ailleurs, si I'on pose h(t) =
h(—t) on a F(fxh) = fh qui appartient & LY(RM), donc d’apres le théoreme d’inversion de la trans-
formée de Fourier et comme f*h est continue en tant que convolution de fonctions de L?(R), on a f*

h(z) = F( fﬁ)(x), pour tout z. En considérant la valeur en « = 0, on obtient I’égalité de Plancherel.

Proposition 5

H L'espace L'(R™Y) (M L2(RY) est dense dans L?(RY).

Démonstration Soit la suite f,(z) = Xx[_pnn(2)f(z) qui appartient a L'RY)N LA(RY), on
vérifie que f,, tend vers f dans L*(R).

Considérons une suite f, de fonctions de LY(RY) N L?(RY) convergeant vers f dans L?(R). Nous
avons vu que f, appartient & L?(R), d’autre part f, est de Cauchy dans L?(R) puisque

an - fp”% = / |fn - fp|2 — 0 quand p tend vers l'infini.
{z,Vi, n>|z;|>p}

On définit foo la limite dans L2(RY) de fp.

Il faut montrer que cette limite est indépendante du choix de la suite f,, tendant vers f. Il est
facile de voir que cela provient de 1’égalité de Parseval. En effet, soit f, et f,, de L*(RN) N L2(RY)
tendant vers f dans L?(R") alors :

1w — Fallz = o — Fallz = 0,
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donc les transformées de Fourier ont la méme limite dans L?(RY).
On a alors la définition suivante :

Définition 5 La transformée de Fourier d’une fonction f de L>(RN) est définie comme la limite
dans L2(RN) de la transformée de Fourier de toute suite f,, de LY(RN) (RN tendant vers f dans
L2(RN).

On notera par la suite F(f) la transformée de Fourier de f quand f est dans L?(RY).
Remarque : comme on a le choix de la suite, on prend f, = X[=n,n]¥ f.

2.2.4 Propriété de la transformée de Fourier dans L?(R")

Théoréme 12

La transformation de Fourier (resp. F) se prolonge en une isométrie de L?>(R™) dans L?(RY).
Désignons toujours par F et F, ces prolongements, on a alors :

— Vf e L2RN) FF(f) = FF(f) = f presque partout.

— Vf.ge LP(RY) [on f(a)g(z)de = [uv F(f)F(9)d€

— Ve L2®RY) [Ifll2 = IF(f)ll2

Démonstration La démonstration découle de la densité de L'(RY) (M L2(RY) dans L?(RY) (les
égalités étant vraies dans L' (RY) (M L%(RY), elles le sont aussi dans L?(R™V)).
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Chapitre 3

Transformée de Fourier des
Distributions

La transformée de Fourier des distributions va étre définie pour un sous-ensemble de D’ (RN ),
appelées distributions tempérées. Celles-ci sont définies comme des formes linéaires continues sur
I’espace de Schwartz que nous introduisons dans un premier temps. Avant d’entamer ce chapitre il
est indispensable de réviser le chapitre sur la transformée de Fourier de premiere année.

3.1 L’espace de Schwartz

Définition 1 On note S(RY) l’ensemble des fonctions ¢ : RN — C telles que :
— o€ C=(RY)
— Ya € NV, n e N, 3C tel que |0%p(z)| < W (décroissance rapide)

Autrement dit, les fonctions de S(RY) sont les fonctions C*°(R™) dont les dérivées de tout ordre
sont a décroissance rapide.
Exemple : ¢(z) = e’

Théoréeme 1

S(R) a les propriétés suivantes :
1. V¢ € S(R), YPeC[X] Poe S(R)
2. Vo € S(RY), 9,6 € S(RY)
3.1<p<oo SERN)c LP(RN)

Théoréme 2

De plus, F (i.e. la transformée de Fourier, F(¢) = ¢) est une bijection (linéaire) de S(RY) sur
lui-méme et d’inverse F.

35
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Démonstration Faisons la démonstration dans R pour simplifier. Soit f appartenant a S(R),
comme pour tout k, ¥ f(z) est dans L'(R), f appartient & C*°(R). Soit n € Nand p € N, on a :

e fP (&) = & F((—2imx)P f(z)) par le théoréme de différentiation sous le signe intégral

1

= 7(2. B F((=2imz)? f (x))(”)) propriétés sur la transformée de Fourier de la dérivée.

iT
En utilisant les propriétés de stabilité de S(R) par produit par un polynéme et par dérivation, on
obtient que la fonction dont on prend la transformée de Fourier est dans S(R), donc sa transformée
de Fourier est bornée, ce qui prouve que f appartient a S(R).
Par ailleurs, comme f et f sont dans L'(R) et que f est continu, on a f(z) = F(f)(z).

La topologie de 'espace S (]RN ) n’est pas définie par une norme mais par une famille dénombrable
de normes :

Vo € SRY), N,(¢) = max sup |z°0°¢(z)], peN

lal,|BI<p zerN

On dit qu'une suite ¢, converge vers ¢ dans S(RY) si :
Np(¢n — @) — 0 pour tout p > 0, lorsque n — oo
Autrement dit, on peut aussi définir la convergence dans S(RY) :

Vo, 8 € NV 2298 ¢, () — £29° ¢(2) uniformément sur RY

3.2 Distributions Tempérées S'(RY)

Nous avons besoin de définir la transformée de Fourier dans un cadre plus général que celui des
fonctions pour donner un sens a la transformée de Fourier de signaux échantillonnés qui sont les
signaux rencontrés en pratique.

L’ensemble des distributions tempérées S’(R™) est défini par :

{T: S(RN)

— C  linéaire, "continue”
) —

(T,¢)
Ici, on entend par continue, la notion suivante :
Im, Cy, tel que Yo € S(RY), [T, ¢)| < CruNin(9)

ou avec les suites :
¢n — ¢ dans S(RY) = (T, ¢,,) — (T, ¢) dans C

Remarque 1 D(RY) c S(RY) et si T est continue pour la topologie sur S(RN) elle l'est aussi
pour la topologie sur D(RY), donc S'(RY) c D'(RYN). Par ailleurs, on peut montrer que D(RY)
est dense dans S(RN) pour la topologie de S(RN). Une conséquence est que pour la continuité dans
S'(RN), il suffit de se restreindre a des fonctions de D(RYN), c’est-a-dire :

Im, Cy, tel que Vo € D(]RN), T, d)| < CruNin(9)

ot avec les suites : ¢, € D(RY), ¢, — ¢ dans S(RY) = (T, ¢,,) — (T, ¢) dans C
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Exemples 1
— feLYR), L*(R) ou L°(R) = Ty € S'(R)
— Dirac 6, € §'(R)
— Peigne de Dirac Y, o, 6n € S'(R)
— &'(RYN) c S/(RN)

37

— L’ensemble des fonctions a croissance lente est dans S'(R). On dit qu’une fonction est a

croissance lente si :

dc>0 3INEN, VzeR|f(z) <c(l+ =)V

— Si la suite (Yn)nez est a croissance lente (i.e. Im € N, ¢ € R tel que |y,| < C(1+n|)™, n €

Z), la distribution

T = Z yn(sna

nez

est tempérée.

Cet exemple est trés important en traitement du signal car & un signal discret (yp)nez, on
peut associer le peigne de Dirac Y, cy YnOna € D'(R). Si la suite est & croissance lente on

peut en prendre la transformée de Fourier comme nous allons le voir par la suite.

Proposition 1
Soit T € §'(R)
1. VkeN, 2T e S'(R)
2. Va e NV 9°T € S'(RV)
3. VE €N, T — zFT et T — T sont continues de S’'(R) dans S'(R)

3.3 Transformée de Fourier dans S'(RY)

Définition 2 Soit T € §'(R). On définit la transformée de Fourier

. ( S(Rst - fCA790> = (T, ) )

Ona:TeSRN)

Remarque 2
— P SRY) = ¢ e S(RY)

— Donc T est bien définie, linéaire par linéarité de T, continue par continuité de T (et du fait

que S(RN) est stable par transformée de Fourier).

Proposition 2

| On dit qu'une suite T,, € S'(RY) converge vers T dans S'(R™), si Vi € S(RY), (Tp,, ) = (T, ).
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Proposition 3

H La transformée de Fourier est une application continue de &’'(R™) dans lui-méme.

Démonstration Soit T}, tendant vers T dans &’(RY) alors pour tout ¢ dans S(RY), on a :

<Tn7()0> = <Tna¢7> - <T7 95> = <T7 ()0>

Théoréme 3

S'RY) = S'(RN)

est inversible, et son inverse est :

11

S'(RY)

Démonstration Soit T € &' (RY)
Vo € SRY), (FF(T), ) = (F(T), Flp)) = (T, FF(p)) = (T, )
(car : FF = Id dans S(RY))

Remarque 3 On a FF(T) =T, avec T, défini par (T, ) = (T, ps) avec pq(x) = p(—x).

Exemples 2
(i) Soit f € L*(RY) ou L2(RY), Alors Ty € S'(RY).

(Tr.0) = (T, 9) = | f)eWw)dy = | f)ely)dy = (T}, )

Donc 7/“; = Tf- En effet si f est dans Ll(RN), le résultat découle de la proposition 8 du
chapitre 2 et du Théoréme 12 chapitre 3, si f est dans L2(RY).

Conclusion : une fonction dont on sait calculer f a pour transformée de Fourier au sens des
distributions Tf~

(i)
Yo € S(R), (3,0) = (6,p) = p(0) = [T p(x)e 2%y
= 23 ela)dr = (Th, )

Donc & = T:.
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(iii) Avec §, = d(x — a)
N +o0 ] )
Vi € S(R), (00, ) = (da, @) = P(a) = / @(l‘)e_mwaxdl‘ = <6_2W‘m, ®)

—0o0

. Donc dg = T,-2inaz. On retrouve la transformée de Fourier de §, mais avec un déphasage.

(i)

Vi € S(R), (Tzinkor, p) = (Teaimkor, §) = / TG (y)dy = p(ko) = (Ory, )

—0oQ
Donc Tﬁm =0, (cas particulier : T, = o).
Puis par linéarité on a :
— Ok, + 0_p
Tcos(QﬂkOx) = %
— Oy — Ok
Tsin(%rkgm) = %

(v)

Proposition 4
Soit T un réel strictement positif et (yn)ncz une suite a croissance lente, alors

1.
}-(Z yn5nT) _ Z yne—QwrnTac
neEL neL
2. )
_ —2imnTx __
F(Y )= St = L5,
nez ne’l nel
La transformée de Fourier d’un peigne de Dirac de période T est un peigne de Dirac de
période %
Démonstration

1. En utilisant la continuité de la transformée de Fourier sur S8'(R), on a :
Z ynénT = Z yngnT = Z yne_%ﬂ—nTx
nez nez nez
La derniére égalité étant obtenue en utilisant FF(T) = T,.

(> bx.0) =Y e(z)

nez neL

2. Par définition du peigne :

Montrons que :

Vo € S(R). (3 dur.e) = 0 6nT) = & 3 o)

nel neZ nez
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On introduit alors ¢ : x — >, 5 7p(x + %) (Uidée étant d’écrire cette fonction en la
développant en séries de Fourier et de finalement prendre sa valeur en 0). On remarque
que @ est périodique de période % On peut montrer que @ admet alors un développement
en série de Fourier et que l'on a ’égalité ponctuelle de la fonction avec sa série de Fourier
(Le cadre général pour lequel cela est vrai est ¢ dans L*(R), continue et la dérivée au sens
des distributions aussi dans L*(R), voir [1] p.282). La série de Fourier de ¢ sécrit :

- 1
o(x) = Z cr(P)e™*  (w = 27T, car la période est T)
keZ
1 1
= T —iwkx T Ny —iwks
avec cp (@) = T/ o(x)e da::T/ Zgo(:c—i-—)e dx
0 0 nez T
T "
n, _ A n
= 3 [Tetar reitan =3 [T pger Dy
nez 0 nez’ T
+oo .
- / p(y)e” ™ Vdy = G(kT)
—00
dot : @(x) = G(kT)e T
keZ

Il 5y a égalité pour tout x car ¢ est Ct (la série et la série des dérivées converge normale-
ment car ¢ et ¢’ sont a décroissance rapide).

. 1 n
Pour z =0, Z G(kT) = T Z ap(f)
keZ nez

Alors ]:(Z onr) = Z e~ 2imnTz — % Z (5%

nel nel neL

Ce dernier exemple est tres important en traitement du signal. Les traiteurs de signaux définissent
la transformée de Fourier & temps discret (TFTD) d’une suite (z,,) sous réserve de convergence de
la maniere suivante :

Définition 3 La transformée de Fourier a temps discret de la séquence (xy,) est définie par :

X(€2i7rw) — Z xne—Ziwnw (31)
neL

lorsqu’elle existe. La transformée TFTD inverse de la fonction 1 périodique X (w) est
1/2 , .
Ty = X (2™ e2imme gy € 7 (3.2)
~1/2

Lorsque la TFTD existe, on note : xy, TgDX(eQ““*’)

Remarque 4 On reconnait dans cette définition la transformée de la distribution >, xp0,. Pour
nez
pouvoir écrire (3.2), il faut que X soit une fonction, cependant la transformée inverse existe toujours

au sens des distributions (a condition que x, soit & croissance lente).
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cadre classique du traitement du signal : Si la suite z,, € I}(Z), alors la TFTD converge normale-
ment et X (™) est continue.
Si maintenant on consideére une suite z,, dans [?(Z), alors X (e*™) appartient LQ([ 1/2,1/2]). E

effet, (e72"%), <7 est une base de cet espace et 'on a I'égalité de Parseval : f 12 | X (e 2“W)|2d(,u =

> nez |Tnl?. Ainsi, Pégalité (3.1) est vraie presque partout.

Remarque 5 On voit que si ’'on sort du cadre des suites de 1*(Z) ou 1%(Z) alors l’approche en
utilisant les distributions prend tout son sens. Prenons par exemple la suite x,, = 1 pour tout n,
alors la transformée de Fourier ), ., xn0n sty e~ 2™ caleul que Uon peut pas mener lorsque
l’on reste dans le cadre classique des suites sommable ou de carré sommable.

3.4 Propriétés de la transformée de Fourier des distributions

Proposition 5

Soit T' € 8'(R), on a les propriétés suivantes
(i) 7" = (~2ima)*T
(i) T®) = (2im€)*T
(iii) 7, — (limaz
(iv) 7.1 = e~ 2masT

Proposition 6

H Soit T € &'(RN), alors T est une fonction C*°(RY) & croissance lente.

3.5 Convolution S'(RY) x S(RY)

Théoreme 4
Soit T € S'(RY) et ¢ € S(RY). Pour tout 2 € RY, on définit :

(T @) () = (T, p(x =)

Alors :
{ T % ¢ € C(RM)a croissance lente ainsi que toutes ses dérivées

Via| > 0,04(T xp) =0T x o =T x 0%

Démonstration On peut montrer que toute distribution T tempérée peut s’écrire comme la
dérivée d’ordre o (au sens des distributions) d’une certaine fonction & croissance lente, c’est-a-dire
T = 0°Ty avec f a croissance lente (théoreme de structure des distributions tempérées). Partant
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de la, on peut donc écrire :
0Ty, p(x —.)) = (T5,0%(x — ) = o fW)o%p(x —y)dy

qui est C*° d’apres le théoreme de dérivation sous le signe intégrale. 0(T x ) = 0T x @ = T« 0%p
découle directement de I’écriture de T * . Par ailleurs, on peut écrire :

I/ fW)0%p(xz —y)dyl = | [ [flz—y)0%(y)dy| S/ |f(z —y)0%p(y)|dy
RN RN RN
= [ etz = yDoewldy
RN
qui est un polyndéme en x, donc est a croissance lente.

Proposition 7
Soit T € S'(RY), p € S(RY)
(i) F(T'* ) = F(p)F(T)
(if) F(eT) = F(T) * F(¥)

Démonstration 1)

car @, ¥, 1/3 et ¢ appartiennent & L'(RY). En utilisant le théoréme de structure des distributions
tempérées, on peut donc écrire :

o) = [ @pple=n)i@ids = [ (T, ole =)o

= [ @ e =@ = [ [ o iy

= 0 [ o ([ et niteds ) dy = (@ o), dle + )

Pour le point ii), on remarque que, si T € S'(RY) et p € S(RY), il en est de méme pour leur
transformée de Fourier, il vient en appliquant le point i) que

—_ A

F(Tx¢)=F(D)F(@) = ¢T

é]‘“(ng)zT*@
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3.6 Convolution &'(R) « D'(R)

Considérons une fonction u € C.(RY) et v € Li, (RY) alors pour tout ¢ € D(RY), on peut écrire,
comme P'application de (z,y) = u(y)v(z — y)p(xr) € LY(RY x RY), en appliquant le théoreme de
Fubini :

/RN wrv(z)p(@)ds = /RN </RN w(y)o(z — y)dy) olx)da — /RN u(y) (/RN o(@)p(x + y)d$> a

= [ ([ et + i) de

Ce que 'on peut récrire au sens des distributions sous la forme :

(Tusws ) = (Tu, (To, (- +9))) = (Tv, (Tu, (- +9)))-

On peut alors généraliser la propriété précédente en utilisant le théoréme suivant portant sur la
transformée de Fourier dans &'(RY) :

Définition 4 Soit S € &'(RY) et T € D'(RY).
— 1l existe une distribution, appelée convolution de S et T et notée S xT telle que pour tout
¢ € D(RYN), on ait :

(S* T, ) = (St, (T, p(x + 1)) = (Tu, (S, p(2 + 1))

— L’application (S,T) — S * T de &'(R) x D'(RY) dans D'(RYN) est continue par rapport d
chaque variable.
— siT € S'(RN) alors S+ T € S'(RY).

Exemples : soit T € D'(RN), 6, xT =T % 5y = 7,T.

Proposition 8

Soit S € &'(RN) et T € S'(RV), on a
S+T =8T

Démonstration S appartient & £ (RY), donc S est C>°(RN) & croissance lente, donc ST € S'(R).
Ona:

<ST> §0> =
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Il est important de faire le lien ici avec les applications en traitement du signal. On définit la
convolution en temps des séquences (hy,) et (z,) par :

Yn = Zl'nfkhk (3.3)

kEZ

Si le support de (hg) est fini, on peut lui associer la distribution & support compact h = Y hydg
kEZ

et si (z,) est & croissance lente, on peut lui associer la distribution tempérée x = > xpdg. En
kEZ
appliquant la définition de la convolution on obtient la distribution tempérée y = > y,d, et on
kEZ

peut donc en prendre la transformée de Fourier.
Cadre classique du traitement du signal : Si (h,) est support fini et si (z,,) est dans I*(Z) ou [>(Z)
alors on peut montrer que (y,) appartient au méme espace et on a :

Proposition 9

Y(eQimu) — X(€2i7rW)H(62i7rw).

ou Y, X et H sont les TFTD des séquences y, x et h respectivement.

L’intérét du cadre des distributions est donc de pouvoir définir la transformée de Fourier de convo-
lutions de signaux discrets, celles-ci n’appartenant pas & [*(Z) ou [?(Z). Dans le cas [1(Z) ou [*(Z) la
formulation a ’aide de suites est suffisante. Nous verrons plus loin comment, grace a la transformée
en Z, les traiteurs de signaux parviennent a contourner ces problemes de convergence du produit
de convolution.



Chapitre 4

Transformée de Fourier Discrete

4.1 Lien entre convolution et convolution circulaire

On rappelle que la convolution de deux suites h et = est définie par lorsqu’elle existe :

Yn = Z hkxn,k (4.1)

kEZ

Définition 1 La convolution circulaire entre les suites h et x de taille N périodisées est définie
par :

(h®x>n = Z Trhn—k mod N

0<k<N-1

= Z L(n—k)mod ~Nhi (42)
0<k<N-1

Remarque 1 Cette suite est elle-méme périodique de période N .

Le lien entre convolution et convolution circulaire est alors le suivant. Définissons

hN,n = Z hn—k:Na (43)
kEZ

qui existe si A € [*(Z). On a alors la propriété suivante :

Proposition 1

Soit = de taille N et périodisé a Z tout entier, alors on a la propriété suivante :

(h*xx), = (hn®x)y (4.4)

Remarque 2 Cette propriété montre que la convolution par h d’une suite x, supposée périodique
de période N, peut se calculer par convolution circulaire.
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4.2 Définition de la TFD et propriété

4.2.1 Definition

Définition 2 Soit X = (xg,x1, -+ ,xn—-1) un vecteur de CN. On appelle transformée de Fourier
discrEte (TFD) de X le vecteur X = (&g, 22, ,&n—-1) dEfini par :

N-1
B o= ) wne ¥R k=0,1--- N -1 (4.5)
n=0
qui admet comme transformée inverse :
1 — o 2rkn
Ty = NZxke Nn=01---,N—-1 (4.6)
k=0
La démonstration est laissée en exercice.

Remarque 3 On peut voir la TFD comme la transformée de Fourier de la distribution ), Tn0p
k

évaluée en -

4.2.2 TFD et convolution circulaire

Théoréme 1

Soient deux suites complexes () et (hg), de période N, et leurs transformées de Fourier discretes
(Zn) et (hy).
i) La suite définie par convolution circulaire
zn = (2@ h)n
a pour TFD
2k = Trhy
ii) La suite produit
Pn = Tphy
a pour tTFD
(Z@h)k

Nous avons de plus une propriété de conservation de la norme :

Théoréme 2  (Formule de Parseval)

On a la relation :

_ 1 L=
Z TnYn = N LYk
n=0 k=0
et par conséquent
N-1 N-1
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4.2.3 Autres propriétés

Proposition 2

En périodisant une suite de longueur N, (z,,) sur tout Z, on périodise aussi (Z). Les suites (z,,)

et (&) sont ici étendues a Z par périodisation de longueur N. Soit (z,,) T£>D(§:k) alors :

>TFD<x k)

Proposition 3

Avec les mémes notations que précédemment, on a :
i) (zp) est paire (resp. impaire) < (Zj) est paire (resp. impaire)
ii) (x,) est réelle & Vk € Z &y, = 3y,
iii) (zy,) est réelle paire < (Zy) est réelle paire
iv) (xy,) est réelle impaire < (Z}) est imaginaire pure, impaire.

4.3 Exemples d’applications

4.3.1 calcul rapide d’une convolution

On peut voir la convolution comme le calcul du produit de deux TFDs suivi d’'une TFD inverse. Si
I'on fait le calcul direct, la convolution nécessite O(N?) opérations, nous allons voir qu’il existe un
algorithme rapide appelé FFT permettant le calcul de la TFD en O(N log2(N)), d’out un gain en
temps de calcul.

4.3.2 Approximation des coefficients de Fourier par TFD

On cherche a calculer de maniere approchée les coefficients de Fourier de f périodique de période
a, soit ¢ = éfoa f(t) _Q“rkadt pour —& <k < N . La méthode des rectangles a gauche conduit a
la valeur approchée suivante :

N—
na 1 N N
m e L IO = LS it Y <k

24T

en posant y, = f(’5) et wy = e~ .

En appelant Y la TFD de y,/N, il vient que ¢ ~ ¢ = Y si 0 < k < % et cp = ¢y = Yian
si —% < k < 0. Donc l'approximation des coefficients de Fourier par la méthode des rectangles
correspond a la transformée de Fourier discréte du signal échantillonné (modulo le passage de Y a

¢, fitshift sous matlab).



48 CHAPITRE 4. TRANSFORMEE DE FOURIER DISCRETE

4.3.3 Relation entre coefficients de Fourier exacts et approchés
Considérons le développement en série de Fourier de f :

n=-+-o00
t

f(t): Z Cn€2i7m5

n=—00
ou 'on suppose pour simplifier que la série est absolument convergente :

n=-+oo

Z len] < +oo,

n=—oo

ce qui est le cas si f est continue et C'' par morceaux. On peut grouper les indices par paquets de
la maniere suivantes :

L om g 1o | N2 =t
_IJn _ k _ k
Ligty =t LIS o Ly (z N) A

m=—00 n=—N/2 \g=—00
On en déduit, par transformée inverse, la formule :

g=+00

Cp = E Cn+qN

g=—0o0

qui conduit a :
Cp — Cp = E Cnt+qN
970

On voit ainsi que 'approximation a N fixé ¢, ~ ¢, pour —% <n< % est d’autant meilleure que

les coefficients de Fourier tendent plus vite vers 0 lorsque n tend vers +o0.

4.4 L’algorithme de la FFT

2im

Cet algorithme est du { Cooley et Tuckey (1965). Supposons que N = 2m. Posons wy = e~ . Dans
I’expression de I regroupons les termes d’indices pairs et d’indices impairs.

T = P + w;/kfk
avec

N-2)k

—(N—2)k

P, = x0+$2w&2k+-~+x]\772w&(
I, = x1+x3w&2k+'~‘+xN_1wN

. —(k _
On remarque que Pyy,, = Py et de méme Iy, = I;. De plus comme wN( tm) —ka, on peut
faire une premiere économie de calcul. Pour £k = 0,--- ,m — 1, on calcule successivement :
1. On calcule P et w;,klk
2. On forme 2 = P, + w;,klk

3. On en déduit Tgqpm = P — wx,kfk
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La premiere partie coute 2(m — 1)2 +m — 1 soit & peu pres %N 2 multiplications contre N2 multi-

plications pour un calcul direct.

Cependant, on remarque que Py et I sont I leur tour des transformées de Fourier, indépendantes
I'une de 'autre. Il ne reste qu’a itérer ’astucieuse décomposition précédente a condition que m soit
encore pair. Le passage d’une étape (vecteur de longueur m) a lautre (vecteur de longueur 2m) se
fait a ’aide des formules

{ Tp P+ w]}kI L
Thom = Pr—wy'I
Evaluation du coiit de l'algorithme :
Pour N = 2P Soit M, le nombre de multiplications utilisées par cet algorithme, et de méme soit A,
le nombre des additions :
— Cout du calcul des Py : [Mp—1, Ap—1]
— Cout du calcul des Iy, : [Mp—1, Ap_1]
— Multiplications par w&k, kE>1:[2r"t—1,0]
— Additions : [0, 27].
D’o” les relations :

M, = 0 A = 2
M, = 2M, 1+2°1-1 A, = 24, 1+2°
On obtient finalement :
M, = (p—2)2r71+1
A, = p2P
ou encore en fonction de N : [N/2(loga(N) — 2) + 1, Nloga(N)].
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Chapitre 5

Théoreme de Shannon

5.1 Formule de Poisson dans S'(R)

5.1.1 Forme duale de la formule de Poisson

Echantillonner un signal f toutes les a secondes consiste a considérer une approximation constante
par morceaux de ce signal en la séquence (na) et a remplacer la valeur de la fonction par celle de

son intégrale sur tout intervalle de longueur na, i.e. afA, =a Y f(na)dng.
nez
Supposons que f est une distribution tempérée dont la transformée au sens des distributions satis-

fait :
Supp (f) C [ Adl,

ie fe E'(R), on a alors, f étant C'™ & croissance lente et appartenant a S'(R) :

afAs = a)  f(na)dn. € S'(R), (5.1)

neL

donc par transformée de Fourier on obtient dans S'(R) :

afD(€) = a) f(na)e H™E, (5.2)

neL

Par ailleurs, par transformée de Fourier de £'(R) * S'(R) (proposition 8 chapitre 3), on a ainsi :

frla=FA,
d’ou :
a f/A\a(f ) = f * A 1 (&)propriétés de la transformée de Fourier d’un peigne de Dirac
= > (). (5.3)

neL

En utilisant les expressions données par (5.1) et (5.3), on obtient la forme duale de la formule de
Poisson (valable dans §'(R)) :

Y omf€) = a)_ f(na)e et (5.4)

nez ne’l
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5.1.2 Forme directe de la formule de Poisson

La forme directe de la formule de Poisson correspond a ’écriture suivante :

n=-+oo n=-4o0o

3 Tmf(t):é S e (5.5)

n=—oo n=—oo

Par analogie avec la formulation duale, supposons que f soit & support compact (f € £'(R)), alors
on peut écrire :

fxAy = F(

5.2 Formule de Poisson dans L!(R)

Théoréme 1

Soit f € LY(R) et F(t) = S%O f(t —na), alors

n=-—o00
1. F € L}(0,a) (périodique de période a) et la série converge dans L'(0, a).
2. La formule (5.5) est vraie dans S'(R).

3. Si de plus f’ (la dérivée étant prise au sens des distributions) est dans L!(R), alors F
+o0
est continue sur R et > f(t — na) converge normalement et (5.5) est vraie pour tout
n=—oo
t (propriété des séries de Fourier).

Remarque 1 Pour montrer la convergence de F vers sa série de Fourier dans S'(R), on a donc
juste besoin de savoir que F appartient o L'(0,a). En revanche, si on se place dans le cadre fonc-
tionnel, il faudrait avoir dans L*(0,a), ce qui est plus restrictif.

5.3 Théoréme de Shannon

Le théoréme de Shannon exprime comment reconstruire une fonction de L?(R) dont la transformée
de Fourier est a support compact a 1’aide de ces échantillons.
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Théoréme 2  (Shannon)

Soit f une fonction de L?(R) dont la transformée de Fourier est & support dans lintervalle
[— Ay Ac). On peut échantillonner f avec un pas d’échantillonnage a sans perte d’information si
1> 2.
Dans ce cas, on a :
. T
x) = na) - sing(—(z — na
f@) =3 fna) o (= na))

ne’l

échantillons base d'interpolation de Shannon

Démonstration { est & croissance lente donc on la forme duale de la formule de Poisson :

f&) =a)_ flna)e ™% =3 "7a f(€).

neL neZ

Comme f dans L2(R) et & support compact, on peut montrer facilement que I’égalité précédente est

. . 2 1 1 P} N . . 2 1 1 .
aussi vraie dans Lz(—3., 5,)- Avec I'hypothese faite sur a, on a ensuite dans Lz(—3,, 5,;) (fonction

périodique de période 1/a et de carré sommable sur une période) :

f©) =a)_ fna)e ™™ x4 1,(9).

" 2a’2a
nel

En utilisant alors la continuité de la transformée de Fourier sur L?(R) (cours 1A), on obtient :

f@) = a¥ fna)Ft (e 2mosy )

neEL

= > f(na)sin.(Z (x — na))

neE”L

Exemple 1 Attention : % > 2. est une inégalité stricte ! En effet, ca ne marche pas toujours pour
l’égalité.

Par exemple, si f(x) = sin(2rkx) et a = 1/2k, les échantillons sont donnés par f, = f(55) =
sin(nw) = 0. On obtient alors des échantillons tous nuls, et il est impossible de reconstruire f a
partir de ses échantillons.
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Chapitre 6

Etude des filtres discrets, transformeée
en /

6.1 Définition des filtres discrets

Nous étudions dans ce chapitre les signaux discrets x définis de la maniere suivante :

n=-4oo

T = Z TnOna

n=—oo
Soit a fixé. On note X, ’ensemble de ces signaux :

n=-o00

X, = {.le S D/(R),.’E = Z $n5na}

n=—oo

Il s’agit d’un espace vectoriel que I’on munit de la notion de convergence induite par celle sur D’ :
(xNg:c) s (WVneZ o -z,
On définit alors les filtres discrets de la maniere suivante :

Définition 1 On appelle filtre discret toute application D : X — X, linéaire, continue et invariante
par les translations Tpq k € Z, ou X est un sous-espace vectoriel de X, contenant §, invariant par
les translations Tiq,i.€. D(Tkat) = T D(x) et muni de la méme notion de convergence que X,.

Proposition 1

Soit : D : X — X, un filtre discret et h = D¢ (h est appelée réponse impulsionnelle du filtre).
Alors D est un systeme de convolution :

Vre X Dr=hx*xx

dans les deux cas suivants :
i) X = X, et h est fini
ii) X est I'ensemble des signaux a support limité & gauche et h appartient aussi a cet en-

semble.
“+o00
Dans ces deux cas, y = Dx = hxx = Y YpOng avec Yyp = Y. hgX,_ OU cette somme est finie.
nel k=—o00
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Remarque 1 Comme nous l’avions vu précédemment pour définir le filtrage dans le cadre des
distributions on n’a pas besoin d’avoir une suite (y,) dans I1(Z) ou I*(Z).

6.2 Stabilité et causalité des filtres discrets

Commencons par la définition la notion de causalité :
Définition 2

( Le filtre D : X — X, est causal ) < ((Vn <0, z,=0)= (¥n<0, (Dx),=0))
Pour la notion de stabilité des filtres, nous avons besoin de I’ensemble :

I°={z= anéna, sup |z, | < +oo}
nez

muni duquel nous pouvons alors écrire la définition de stabilité :
Définition 3
( Le filtre D : X — X, est stable ) < (3A > 0,Ve € X NI°, || Dz|lso < Allz]|co)

Remarque 2 Pour qu’un filtre soit implémentable en temps réel (réalisable), il faut nécessairement
qu’il soit causal, i.e la sortie Dx, ne dépend que des valeurs de x,, pour m < n.

Les filtres stables et causaux qui s’écrivent sous forme de convolution sont alors caractérisés par :

Théoréme 1

i) D est stable & > |h,| < 00
neZ
ii) D est causal & Vn<0 h,=0

Démonstration Dans le cas ou la convolution existe (en particulier si h est fini ou si h et x sont
a support limité a gauche), on peut écrire :

] <> lhillzn—i] < suplan] Y [l
keZ " keZ
D est donc stable. La réciproque est évidente si D est fini. Examinons le cas de h et z a support
limité a gauche (on peut supposer sans perte de généralité que h est a support dans N).
Soit p appartenant a N, et zP défini par :

{ sign(hp,n) si0<n<pethy_, #0

P _
X = }
0 sinon

n

Ces signaux sont finis donc causals et ||2P| o < 1. On a alors

(o, ¢]
yho= ) hsign(hy—nir).
k=0

p 00
Dot yh = Y |hg| < A, pour tout p > 0 done, > |hg| < +o0
k=0 k=0
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6.3 Transformée en 7

+o0
La transformée de Fourier d’un signal discret tempéré z = > 2,04 est la distribution périodique :
n=-—00
“+o00
X(6217raw) — Z l,neszﬂ'awn' (61)

n=—oo

Cependant, comme nous ’avons vu, avoir la convergence de la série au sens des fonctions implique
que (z,,) soit dans ' (Z) ou I[?(Z) ce qui est trés restrictif. Par ailleurs, le fait de savoir que I’on peut
définir le filtrage dans un espace de distributions ne permet pas I’étude pratique des filtres.

En remplacant e?7% dans (6.1) par un complexe z quelconque, on obtient ce qu’on appelle la
transformée en Z du signal x :

Dans ce qui suit, X (z) définit la transformée en z de (z,). Pour se convaincre de I'intérét d’une telle
transformation prenons la suite de Heaviside 2, = 1 si n > 0 et 0 sinon. On voit que X (z) = 17;1
si |z| € [0, 1], alors que la TFTD ne converge pas dans ce cas.

En général, lorsqu’elle existe la transformée en Z converge sur une couronne de convergence r <
|z| < R.

Pour I’étude des signaux discrets, on remplace la transformée de Fourier par la transformée en Z
pour des problemes de convergence, comme nous venons de voir, mais aussi parce que 1’étude des
filtres se raméne comme nous le verrons a étudier des fractions rationnelles en Z.

En revanche, la transformée en Z existe des que la convolution des signaux x et h existent. Nous
avons la propriété essentielle qui va nous servir par la suite :

Théoréme 2

Soient deux signaux discrets h = Y. hyplng €6 © = > z,0p4, satisfaisant les conditions d’exis-
ne”Z nez
tence de la convolution (i.e. h est fini ou h et = sont a support limité a gauche). Alors, leurs

transformées en Z respectives H et X existent dans des couronnes C; et Cy et nous avons alors :

Vze Ch ﬂC’g, Y(z) = H(2)X(2)

Remarque 3 Les couronnes de convergence peuvent étre éventuellement vide.

On peut retrouver x a l’aide de X (z) en inversant la transformée en Z. Cependant, la fonction X (z)
est une fonction holomorphe dont I'inversion se fait par développement en séries de Laurent (comme
les séries entieres mais sur Z) ou par la méthode des résidus (hors programme). Nous n’inverserons
donc la transformée en Z que dans les cas simples ol nous reconnaissons des développements en
séries entieres classiques.
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6.4 Filtre gouverné par une équation aux différences linéaire

On considere la classe important des filtres discrets vérifiant 1’équation aux différences linéaires a

coefficients constants :
p q
Yn = Z AjTp—j — Z brYn—k = Z hTn g
=0 k=1 kez

On considere alors la transformée en z du systéme pour obtenir :

<Z bkz_k> Y(z)= Zajz_j X(z)
k=0 J=0

et on obtient alors :

On peut caractériser la stabilité des filtres a 1’aide de leur fonction de transfert H(z). On appelle
zéros (resp. poles) de H les racines du numérateur (resp. dénominateur).

Théoréme 3

i) Pour que le filtre soit stable, il faut et il suffit que la couronne de convergence contienne
le cercle unité.

ii) Sile filtre est causal, il est stable si et seulement si les poles de H(z) sont situés a l'intérieur
du disque unité.

Sous l'hypothese que le filtre h cherché soit causal, on peut déterminer ses composantes par
récurrence de la maniere suivante :

h():a()
n
hn:an— Zbkhnfk n:1,2,---
k=1

Les coefficients y, étant donnés par :

—+00

VneZ y,= Z Pk,
k=0



Chapitre 7

Espaces de Hilbert

Soit H un espace vectoriel sur K = R ou C.

7.1 Définitions

Définition 1 Un produit scalaire sur H est une application de H x H — K (notée (z,y) — (z,y))
vérifiant :

(i) VN peK, Va,y,z € H (Ax+ py, z) = Nz, z) + ply, 2)

(i) Y,y € H, (z,y) = {y, z)

(iti)) Vo € H, (z,z) >0

(v) Ve e H, (z,2) =0<=2=0

Proposition 1

Ona:
1) L’inEgalitE de Cauchy-Schwarz :

Va,ye H, [(z,9)* < (z,2) - (y,y)

(On a égalité lorsque x et y sont colinéaires.)

2) L’identité du parallélogramme : Si on note ||z|| = /(z,z), on a :

2 2 2 2
2 (Ilel + 1) = llz + yl> + llz — vl

Démonstration Si (z,y) = 0, c’est clair; sinon soit ¢ € C.
0<(z+ty,a+ty) = (w,2)+t(y,x)+1(x,y)+ [t (y,v)

= (z,2) +2Re (t (y,2)) + |1’ (3, 9)

30 c[0,2n[et r>0tq (y,z) =7r-e?

Prenons t = s- e ot s € R.

(z,x) + 2rs + s%(y,y) >0

Le discriminant de ce polynéme en s doit étre négatif.
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Remarque 1 Pour démontrer 1, on n'a pas utilisé (x,x) > 0 pour x # 0.

Proposition 2

H L’application z — +/(x,z) = ||z|| est une norme sur H.

Démonstration
lz+yl* = (,2)+ (x,9) + (v, 2) + (v, )
|1” + 2 Re(z, y) + lly|I?
1 + lyl* + 2 1zl |y
(l[l + llyl)?

[RVAN

Définition 2 Un espace préhibertien est un espace vectoriel H muni d’un produit scalaire. Si cet
espace est complet pour la norme provenant du produit scalaire, on dit que H est un espace de Hilbert.

Exemples 1

1) H=RN, K=R, (z,9) ijy] est un Hilbert.
7j=1

n
2) H=CN,K=C, (z,y) = Z@yyﬁ- est un Hilbert.
j=1

3) Soit @ c RY un ouvert borné.

1. H=C (ﬁ, (C), K=C, (z,y) = / x (t)y (t) dt est un préhilbertien. Il n’est pas complet.
Q

2. H=1%2(Q), K=C, (z,y) = / x (t)y (t) dt est un Hilbert. C’est le complété de l’espace

Q
préhilbertien défini précédemment.

4) H=1EN) ={z=(Tn)pey | VYn 2, €C Z 20|? < 400}, (2,7) anyn est un
n>0 n>0
Hilbert.

Définition 3 Soit H un préhilbertien.

1) z,y € H sont orthogonauz si (x,y) = 0.
2) Soit AC HyA# 0.
On appelle orthogonal de A dans H 1’ensemble noté A+ tel que :

t={zecH | VyeA, (z,y)=0}

Remarque 2 On peut donner la définition 3 dans un espace vectoriel H muni d’une application
vérifiant seulement 1 et 2 de la définition 1.



7.2. PROJECTION SUR UN CONVEXE

Proposition 3

1
2

3

)
)
)
4)

Soit H un préhilbertien.

Soit A C H, A # (. Alors A* est un sous-espace vectoriel fermé de H.
Soit A,BC H,A+# (et AC B. Alors B+ c AL,
Soit A C H, A +#0. Alors A C (AL)™.

Soit A un sous-espace vectoriel de H. Si H est complet alors A = (AL)L.
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Le dernier point est le seul non trivial...

Remarque 3 A" = At et vect(A)L = At

7.2

Projection sur un convexe

Théoréeme 1  Projection sur un convexe fermé

Soit H un espace de Hilbert. Soit C' C H une partie convexe fermée et non vide. Alors pour tout

x € H, il existe un unique a € C tel que :

|z —al| =d(z,C) = inf ||z —y|
yeC

Démonstration

Existence :
Soit (Yn),en une suite d’éléments de C telle que ||z — y,|| — d (z,C).

Yt ym|”
2

1
Vnm, o llyn = yml* =l = gl + 12 = ym* = 2||2

t Yn + Ym

E

€ C car C est convexe.

 Ynt Um
2

Donc ||z

H >d(z,C).
On alalors:
0< = lyn — Ymll® < [l = ynl® + Iz — yml* — 2d (2, C)?

— 0
n,m——+0oo

Donc (yn),,cy est de Cauchy. Comme H est complet, il existe a € H tel que limy, = a.

Comme C est fermé, a € C.

d(@.0) = Tm_[lr— gl = |z ~ a

Unicité :

Supposons qu'’il existe a et b € C tels que ||z —al| = ||z — b|| = d (x,C).

On définit la suite (yn ),y d’éléments de C' par : Yy, = a et yzp41 = b.

On sait que ||z — yy|| — d (z,C), et donc que (yy) est de Cauchy dans H complet.
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Ainsi, a = b par unicité de la limite.

Théoreme 2  Caractérisation de la projection

Soit H un espace de Hilbert. Soit C C H une partie convexe, fermée et non vide. On a
I’équivalence suivante :

(i) a € C est la projection de z sur C
(i) acCetVyeC, Re(r—a,y—a) <0

Démonstration

— i) = i)
Soit y € C et soit ¢ € ]0, 1].
(1—-t)-a+t-yeC car C est convexe.
lz — (1= t)a+ty)|* > ||z — a|®
Or,

lo— (1= Hat )] = Jo—a—tly—a)
=z —all? + |y - a|® = 2 Re (t(x — a,y — a))

Donc YVt €]0,1], 2 Re (t{x — a,y — a)) < t2 ||y — a|?
DoVt €l0,1], 2Re (x —a,y — a) < t|jy — al?
On fait t — 0, d’ou : Re (x —a,y —a) <0.

— i) =)
Soit y € C.
lo— gl =z —a+a—y|? = lz — a2+ |y — al2 — 2 Re(z — a,y — a)
Donc par ii) [z — y|* > [z — a|* + |y — al* > [|lz — a|*
o s o —all = inf 1o~y

Proposition 4

Soit H un espace de Hilbert. Soit C' € H une partie convexe, fermée et non vide. Pour x € H,
on note P.x la projection de x sur C. On a :

Vaxi,x2 € H, |[|[Pex1 — Pexa|| < ||lz1 — 22|

Démonstration

Posons a; = P.xj pour j =1,2.

llar — CL2H2 = (a1 — a2, a1 — ag) = Re{a; — az,a; — ag)

= Re{a; — x1,a1 — ag) +Re(x1 — x2,a1 — az) + Re{xs — ag,a; — az) par le théoreme 2 (page 62)

>0 >0
< Re(z1 — 22, a1 — az)
< ||lz1 — z2|| ||a1 — az2|| d’aprés Cauchy-Schwarz.
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Corollaire 1

Soit H un espace de Hilbert et soit F' un sous-espace vectoriel fermé de H (F est donc convexe).

acF

1) a = Pp x est caractérisé par : { VyeF, (x—a,y) =0

2) Pp est linéaire et continue
3) H=F o Ft

Démonstration

1) a = Pp x est caractérisé par :
Vy e F, Re(x —a,y —a) <0 d’apres le théoreme 2 (page 62)
(1) a€F
Ce qui est équivalent a :

a€F
(2) { VyeF, (x—a,y) =0
En effet :
— 2=1
VyeF, (r—a,y—a)=0cary—a€ F, donc Re(x —a,y—a) <0
— 1=2
Ona:VyeF, Re(x—a,y+a—a)<Ocary+a€F
ie.:Vy€eF, Re(r —a,y) <0
Mais si y € F, alors —y € F', donc Re(z —a,—y) <0
DouVyeF, Re(xr —a,y) =0
Siye F,iye F
Re(x —a,iy) =0 d’ou Im(zx —a,y) =0
2) Soit z, 2’ € H,\, u € C.
On veut savoir si : Pp (Az + pa’) = APpx + pPra’
Or,par 1Vy € F, (Ax + pa’ — Pr (Ax + p2’),y) =0
et Vy € F, (\x + pz’ — \Ppx — uPrz’,y) = Nz — Prz,y) + u{z’ — Ppx,y) =0
3) FNFt ={0}
Vee H, x=FPrr+x— Przx
- ~——

eF crt

Remarque 4 Dans le théoréme 1 (page 61), on peut supposer H préhilbertien avec C' C H une
partie non vide conveze et compléte. Méme remarque pour le corollaire 1 (page 63).

7.3 Représentation de Riesz
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Théoreme 3  Théoréme de représentation de Riesz

Soit L € L (H,K)=H’, H Hilbert.
Il existe a € H unique tel que :

Ve H, L(x)={(x,a)

De plus : [[[L]|| = [[a]

Démonstration
Posons F' = L1 (0).
1. Si F=H,alors L=0"' et on prend a = 0.

2. Sinon, soit z € F+\{0} (base de F* puisque sa dimension est de 1)

— Existence :
=rt

—
VeeH INeKyeFtqr=y+ Xz | H=F & Vect(z)

L(z)=L(y)+A-L L(z)
L

L(z)
0=(y.2) = (v = 7 e

(2) =A-L(z) = \=
D22y = (@,2) — 2D |12

L
L(z) = {5} - (2,2) = {2, {13 - 2)
On prend a = ﬁ(fg -z
z
— Unicité :

VzeH, (r,a) = (z,d)y <= Ve e H (r,a—d)=0<=a=d

D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz :
|L(z)| = Kz, )| < |[=]| - [[all = [[L]]| < [|a]
Or, si L =0, alors | ||L||| = ||la]] = 0.

X a
Sinon, a # 0 et L (HH) — Jlall = [1ILI] =
Remarque 5
— Soit
9:H — H/ 0\ (x)_<$ a)
a — Qg U Pa v

0 est une bijection, et est anti-linéaire :

0(a+b) =04+ 0

O(N-a)=X-0(a)

N.B. : H' dual de H. Ici, il faut H complet car H' ’est forcément et il y a isomorphisme.
— Si H Hilbert sur R, f: H— R différentiable, Vx € H, f'(z) € L(H,R) = H’

Vee H Ja€ H tgVhe H, f(x)(h) = (h,a) = (a,h)

On note :

0=V ()= (gradf) (@)

1. identiquement égal a
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Définition 4 Soit H un espace de Hilbert.
Soit (Hp), ey une suite de sous-espaces vectoriels fermés de H.

On dit que H est somme hilbertienne des H,, notée : H = @Hn St :
n>0

1) Vn#m,Vz e H, Vy € Hy, <x,y) =0
2) L’espace vectoriel F' engendré par les Hy, est dense dans H

(F' est l'ensemble des combinaisons linéaires finies d’éléments des Hyp,m € N).

Théoréme 4

On suppose que H = @Hn Six € H, on note z,, = Py, x.
n>0

Alors, on a :

1)

2 2
2] =D ]

n>0

(Identité de Bessel-Parseval)

Réciproquement, soit (zy,)nen une suite d’éléments de H telle que :
VneN, x, € H,

et telle que :

> llznll® < 400

n>0

Alors la série E Ty converge dans H et si z = ano Zp, alors Vn >0, z, = Py, =
n>0

Démonstration

1) Posons pour N € N,

N
Sn =) Pu,
n=0
Size H,
N
Sy = Zmn
n=0

et on doit montrer que :
lim ||z —Syz|| — 0
Nl H N H
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N N
||SN35H2 = (Snz, Syz) = <Z xn,an> = Z Tn, Tn) Z Han
n=0 n=0 n=0

Ce que l'on pouvait directement obtenir grace au théoreme de Pythagore.
Soit € > 0, comme F est dense dans H, il existe 2* € F tel que ||z —z*|| < ¢/2
dNy e NtqV N > Ny, Syz* =z*

Soit N > N,
[Sne—z| < ||Sva — Sya™| + [|Svz™ — |
= [[Snva = Sna*|| + [z =2
< Hx — z*|| + |]x — 2*|| car Sy opErateur de projection
<

2) (4) = |al|” ZH%H

n>0
Réciproquement Posons
N
unN = E In
n=0

Soit p > ¢ dans N :

2

p p
lap =gl = | 3w = Dl ———0
n=q+1 n=q+1

Donc, la suite u est de Cauchy, et elle converge.
Donc, on peut poser :
=T

Soit z, € Hy, (x — Tp, 2n) = (T, 2n) — (Tn, 2n)

et (x,z,) = lim Z(:Up,zn> = (zp, zn) (dés que N > n).

V2 € Hy, ( —xp,2,) =0

D’apres le corollaire 1 (page 63) (avec z,, € Hy,), on a :

Tn = Pg,x

7.4 Bases hilbertiennes

Définition 5 On appelle base hilbertienne d’un espace de Hilbert H, une suite (ey),~, d’éléments
de H telle que :

1) Vn#m, (en,em) =0 et Vn, (e, e,) =1
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2) L’espace vectoriel engendré par les (en), oy est dense dans H.

Remarque 6 Soit H un Hilbert et (e,)nen une base hilbertienne de H. D’aprés le théoréme 4 avec
H, =Ke,, tout x € H s’écrit de maniere unique :

xr = Z(:c, €n)en
n>0

et

Izl = Kz, en)]

n>0

Les (x,en) sont les cacfficients de Fourier de x par rapport a la base hilbertienne (en),,>-

Réciproquement i A = (\,) € % (N), alors la série Z Anén est convergente vers un élément
n>0
v €H et Vn, A= (z,en) et [lz]” =D [An|?

n>0

1
le : \y = —— >
(exemple ] (n>0))

Remarque 7 Ne pas confondre base Hilbertienne et base algébrique, qui est une famille non forcément
dénombrable d’éléments de l’espace vectoriel qui est libre et telle que tout élément de l’espace vec-
toriel s’écrit comme une combinaison linéaire finie d’éléments de cette base.

Par contre, il s’agit de la méme chose en dimension finie.

Remarque 8 Tout espace de Hilbert séparable admet une base hilbertienne.
Si Uespace de Hilbert n’est pas séparable, on peut faire des choses...

H est séparable s’il existe un sous-ensemble D C H dénombrable et dense dans H.

D = {wp,v1,...,0p,...} avec vj # 0 pour tout j
Fhi1 = Vect(vg,v1,...,0p), U F,, est dense dans H
n>1

Dans Fi, on prend un vecteur e; de norme 1.
Ensuite, on prend F5 tel que dimF> = dimF} + 1 = 2 et on prend un vecteur es de norme 1
orthogonal & ey, etc.

7.5 L’espace L*(I)
7.5.1 DEfinitions

Définition 6 L2(I) est l'espace des fonctions f : I — C telles que |f|* est intégrable.

Définition 7 Produz't scalaz're sur L*(T)
Vf, g€ L3(I = [, f( g(z)dx est un produit scalaire dans L*(I) de norme associée : HfH2 =

Sl @) dfv
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7.5.2 Propriétés

Théoréme 5

’ (L*(I),]||,) est un espace de Hilbert

7.6 Bases hilbertiennes de L*(I)

7.6.1 Définition
Définition 8 Soit B = (¢n),cy »on € L*(I)

B est une base hilbertienne de L*(I) ssi :
1. Vn,m € N, (¢n, ¢m) = Onm

2. Les combinaisons linéaires finies de fonctions @, sont denses dans L*(I)

— Bt ={geL*(I)|VneN,(g,¢n) =0} = {0}
7.6.2 Théoreme de Parseval

Théoréme 6

B = (¢n),cy est une base hilbertienne si B vérifie I'une des deux propriétés suivantes
équivalentes :

1. Convergence de la série dans L?(I) :

Vfe LQ(I)af = Z<f7 (pn>4pn

neN

Vi e LX), fI15 =D 1f o)l

neN

Remarque 9 Si on avait convergence ponctuelle de la série, on écrirait :

Veel, f(x) = Z(fv ©n)en(T)

neN

Dans le cas des bases hilbertiennes, la convergence (et les égalités) sont a prendre au sens de la
norme L2, c’est-a-dire :

=0
2

N
@) =3 enpnla)
n=0

= dans L*(I) < i
f %Cn(pn ans L*(I) N—1>I—r|—loo

N
f - Z Cn¥Pn
n=0

2

< lim dr =20

N——+oo I
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7.7 Séries de Fourier

On considere 'espace suivant :

69

L2(0,T) = {f € L*([0,T]) | f T—périodique}

muni du produit scalaire :
T —_—
)= [ @@

On considere également la famille :
B = (en)nGZ

ou

Théoréme 7

B est une base Hilbertienne de L2([0,T]) donc

1.
f= ch<f)en
nez
2.
T
/O F@Rdz =3 el )P

neL

T o
V€ L20.T), eulf) = (f.en) = / fla)

. 2mx

znT
dx
VT

Pour la démonstration, on va utiliser les deux lemmes suivants :

Lemme 1 B est orthonormEe
Démonstration

Tei(n—m)zw%d 5
<€n,€m> —/0 # T = Om,n

Théoréme 8

Soit p € C*°(0,T), T —périodique. On pose :

T e~ in
Ve Zealo) = [ o) da
0

Alors :

. 2T
e’L’ﬂT

p(z) = ch(‘:@) JT

nel

et la série converge uniformEment sur [0, 7]
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Démonstration

— Convergence uniforme

2

B

in 2L

T

Ainsi, la sErie > ¢, (¢)< NG

N
— Calcul de > ™
n=—N

N
E ezn@
n=—N
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Wi [en(9)]

1

T

1
T

‘_1

2mx

T .
/ o(x)e "™ T dx
0

1 T " —inx
7(71,@)2 ; o' (z)e dx
T

T T
T [, 9@l

—_—
C

IN

N

converge normalement, donc uniformEment.

2N
e—NG Z em@
n=0

gl — ei@NFDA
€ 1— et
i(35H40) (e*"(mg“@) _ e“(QNz“@))
N

i0/2 (67i9/2 _ ei"/?)

sin (N—F%)H
0

Sin 5

La derniEre expression s’appelle le noyau de FEjer

Remarque 10

>

1 271'(
2 0 —

donc

1

2

em0> df =

N

>

n=—N

27 _in@
< / ¢ d9> -1
0 27T

27 sin (N + 1)

i 0
0 Sln§

df =1
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Al ¢nF al T e~ T
p(t) — H_ZN en(p) N o(t) — n:ZN (/0 o(x) 77 dx) 7
— _ ’ @ - ezn27r(t_z) -
_ B Tcp(a:) sin ((N+ %)%(x—t)) .
- /0 T (%(x .

) T sm(T(ac—t)) ’
N ((ThETnT
T

on a
N inZtt
e’ r 2
o(t) — Z en(9) = ) sin < ) — (z —t)dx
nN vT 2) T
S T Suptxhb (
’/T (N —|‘ 5)
— 0
N—~oc0

Démonstration du thEorEme

L. (admis) C;°(0,T) (p pour pEriodique) est dense dans Lg(O,T), c’est-a-dire pour tout f €
L2(0,T), on a la proriété :

Ve > 0,39 € C°(0,T) || f —¢ll2 <e
2. (th. de FEjer-Dirichlet)
@ € C®,e>0,INy,VN > Ny, |l — Sngll < €

,ou Sy est l’opErateur de projection sur les H, définis par les e,. Or

T
lo - Sneollz = /0 lo(@) — Sye(@)?dz < Tle — Syell%, < 2me?

Conclusion :
Vf € L2(0,T),Ve >0, VN > Ny,
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1f = Snfllajo2x = If —e+e—=Sve+Snve—Snflla2n
1+ 1980 = SN flla, 0,27

IN

< 24 VTe,

en utilisant encore le fait que Sy Etant un opErateur de projection sur un convexe, il est
1-Lipschitzien.

Théoreme 9 : Décomposition de Fourier

Soit f € LIQ,(O, T). On définit le ceefficient de Fourier de f :

T e—zn%w
Vi € Z, ca(f) = (f,en) = /0 @)

Alors

F=enh

(convergence de la sErie dans L2)

T
Il = [ 1FOF b= 3 lenl)

neL

(ReprEsentation dans une base Hilbertienne)

7.8 Polynémes orthogonaux

On munit I'espace d’une nouvelle mesure, p(x)dx grace I une fonction poids p : [a,b] — R continue.
Ce qu’on note :

L2([a, 8], p()dz)

(on donne un poids  notre mesure) et tel que :

b
Vn € N,/ |z"| p(x)dx < +00

On munit 'espace du produit scalaire naturel pour cette nouvelle mesure :

b
(f.9) = / f(@)g()p(x)dz

Dans cet espace, on considere la famille de polynomes :

B = (pn)nen,pn € R[X],degp, =n

Théoréme 10

’ Si B est orthonormée pour (-, -), alors B une base Hilbertienne de L?([a, b], p(z)dx)
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Démonstration

73

— Théoreme de Weierstrass : Toute fonction continue est limite uniforme d’une suite de po-

lynémes sur [a, b]
— Les fonctions continues sont denses dans L?([a, b], p(x)dx)

Exemple d’application : les polynémes orthogonaux

Soit (F,),>o une famille de polynomes sur [a, b] telle que

d°P,=n

<PTL7 Pm> = 6n,m

ot (-,-) est un produit scalaire sur L? ([a, b])

(Py)n>0 est une base Hilbertienne de L?([a,b]) (en appliquant Weierstraf)

Exemple

— Polynomes de Legendre :

2nn! dxn

1 dr n
{ pn(x) = - (1‘2 —1)" pourn>1
po(x) = 1

Proposition 5
H a famille (\/ ntl Pn> est une base Hilbertienne de L? ([-1;1])

2

(démonstration en exercice)
— Application : Vibrations de la sphere dans R?
Si u est le déplacement de la membrane sphérique, u vérifie :

u(z) défini pour z € 5? = {z € R3/||z| =1}
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Théoréme 11

Les fonctions de Legendre de premiére espece sont définies pour n > |m| et |z| < 1 par :

(1- xQ)m/2 2"l P\ () pourn > |m)|
P (x) = drtm

2\m/2 2 m
(1) T (02 1)
En coordonnées sphériques dans R? :
xr = rcospsing 0<0<mw
y = rsingpsing  0<p <27
z = rcosf r>0
Les valeurs propres de A sur S? sont données par :
A=-n(n+1)

avec l'ordre de multiplicité (2n + 1)
Les fonctions propres correspondantes s’écrivent en coordonnées sphériques :

u(p, ) = ™ P™(cosf) |m| <n

Remarque 11 Rappelons l’écriture du Laplacien usuel de R® en coordonnées sphériques :

PU_ 20U 1 (2 0 (o oU\ 1 o
or2  ror 1?2 \sinf ol 00 sin? § D2

Le Laplacien A sur S? est appelé opérateur de Laplace-Beltrami sur S? et il s’écrit :

U——2 2 sin@a—U —&-71 827(]
~ sinf 06 00 sin? g \ Op?

("partie angulaire” du laplacien de R3)

AU =

7.9 Base de Haar

Définition 9 La base de Haar
On se place dans lespace L? ([0, 1]) munit du produit scalaire usuel. Soit ¢ la fonction constante 1
et ¥ la fonction définie par :
P(x) = 0(20) — 92z — 1)
On pose :
Yix(x) = 2072 (272 — k)

Théoréme 12

’ (¢, % 1) est une base Hilbertienne de L?(0,1)




Chapitre 8

Quelques rappels de calcul différentiel

Cette note a pour but de généraliser les notions fondamentales du calcul différentiel au cas de
fonctions dépendant de plusieurs variables, qu’elles soient & valeurs réelles (i.e. des fonctions du
type f : R? — R) ou vectorielles (i.e. du type f : R — R").

De nombreux ouvrages traitent de ces résultats fondamentaux de maniere détaillée. On pourra a ce
titre consulter la référence [2].

8.1 Notations

Soit d > 1 un entier. On note (1, ..., #4) les coordonnées d’un point z € R%. De méme, si f : U — R"
est une fonction définie sur un ouvert U C R%, on note f = (f1,.-, fn) les composantes de celle-ci,
qui sont autant de fonctions de d variables, a valeurs réelles.
Soit U un ouvert de R™;
— Le gradient d’une fonction différentiable f : U — R est le champ de vecteurs Vf : U — R"
donné par :
of of

Vo e U, Vf(z)= (8361 (@), 5o @;)) .

Le gradient de f s’interprete comme la direction dans I’espace R des variables ou f varie le
plus fortement ; voir la Section 8.3.3 a ce sujet.

— La jacobienne d’une fonction f : U — R"™ est 'application Jac(y) : U = M,, q(R) de U vers
I'ensemble M, 4(R) des matrices a n lignes et d colonnes, définie par :

Piz) - FE(x)
Vo € U, Jac(p)(z) = : :
Sen(x) - G2(a)

En d’autres termes, la matrice Jac(y)(x) est la matrice dont 1’élément (¢, j), pouri =1,...,n
et j =1,...,d, vaut gg; (x).

— La divergence d'une fonction différentiable ¢ : U — R? est la fonction div(y) : U — R définie
par :

_ 9 dpq

= 55 () 4+ ... + D (x).

Ainsi, pour tout z € U, div(p)(z) est la trace de la matrice Jac(y)(z) (qui est dans ce cas
une matrice de taille n x n).

Vo € U, div(e)(z)

75
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D’un point de vue physique, la divergence d’un champ de vecteurs est une mesure de la
concentration ou de la dispersion induites par ce champ de vecteurs; voir a ce sujet la
formule de Green (8.4).

8.2 Le théoreme de dérivation des applications composées

Le résultat fondamental de cette section - appelé ‘chain rule’ dans la littérature anglo-saxonne -
est le suivant :

Théoréme 1

Soit d,n,p > 1 trois entiers, et U C R%, V C R™ deux ouverts; soit ¢ : V — RP et ¢ : U — R
deux fonctions différentiables telles que (U) C V. Alors la fonction composée p o9 : U — RP
est définie et différentiable sur U. Sa matrice jacobienne s’écrit :

Vo € U, Jac(p o) (x) = Jac(p)(d(x))Jac(y)(x). (8.1)

On peut paraphraser ce résultat de la maniere suivante :

La matrice jacobienne de la composée est le produit des matrices jacobiennes.

Noter que le produit matriciel figurant dans la formule (8.1) fait sens, puisque la matrice Jac(¢)(z)
est de taille n x m et que Jac(p)(1(z)) est de taille p x n (si bien que Jac(p o 9)(x) est de taille
p x m). Une application de ce résultat est la formule fort utile suivante, que 1’'on pourra démontrer
a titre d’exercice :

Corollaire 1

Soit d > 1 un entier et soit f : U — R une fonction différentiable sur un ouvert U de R%. Soit
¢ : I — R une fonction différentiable sur un intervalle de I de R (dont on note les composantes
o(t) = (p1(t), ..., pa(t))) telle que ¢(I) C U. Alors la fonction composée g = fop: I — R est
une fonction dérivable et :

of

(L)1 (t) + ... + afm(w(t))@&(t)-

_of

vtel, ¢'(t) = o
1

8.3 Les formules de Taylor

Les formules de Taylor permettent d’approcher une fonction f : U ¢ R* — R au voisinage d’un
point x € U par un polyndéme en d variables. Plusieurs versions existent en fonction de la régularité
dont on dispose quant a f et qui permettent un contréle plus ou moins précis du ‘reste’ - ¢’est-a-dire
de la différence entre f et le polynéme approchant.
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8.3.1 La formule de Taylor avec reste intégral

La formule de Taylor avec reste intégral est le résultat le plus précis quant a ’estimation du ‘reste’,
puisqu’une formule explicite est disponible pour ce dernier. L’énoncé, connu du lecteur, dans le cas
d’une fonction en une variable est le suivant :

Théoréme 2

Soit I un intervalle de R, et soit f : I — R une fonction de classe CP*! pour un entier p > 1.
Alors pour tous points zg et = dans I :

p T
Zkl (5 — a0)t + / @ =0 1) gy gt
k=0 r

Démonstration [Esquisse de preuve|] La démonstration de cette formule est intéressante puis-
qu’elle offre un moyen rapide de vérifier que ’on ne s’est pas trompé dans 1’écriture de la formule.
On procede par récurrence sur 'ordre p :

— Sip=0, et que f est une fonction de classe C'' sur I, on a bien sir :

f(x) = flao) + / " p) e

et le théoreme est donc vrai dans le cas p = 0.
— Admettons le résultat pour un certain entier p € N, et soit f : I — R une fonction de classe
CP*2. Appliquant I'hypothese de récurrence au rang p a f, il vient :

p x o
=, %f(k) (o) (x — wo)* + / &I ) 1) ar, (8.2)
k=0 " *o

p!

f étant de classe CP*2 sur I, on peut effectuer une intégration par parties sur le reste intégral
de la formule précédente, ce qui donne :

xX T—XT + *
Jo el pe ) e = [~ per ) | +fm p+1. () dt,
e -y 0 i) (8.3)
= T]_)lf (zo +f pHuf (t) dt.

La combinaison de (8.2) et (8.3) montre que I'hypothese de récurrence est vraie au rang p+1.

Le résultat suivant est une généralisation de la formule de Taylor avec reste intégral au cas d’une
fonction de plusieurs variables.

Théoréme 3

Soit d > 1 un entier et soit U un ouvert de R”. Soit f : U — R une fonction de classe CP*! sur
U pour un entier p > 1. Soit x et y deux points de U tels que le segment [z, y| est inclus dans
U. Alors on a :

1
f) = 3 0T ) Y o) [ -0ty ) e

S jal=p+1
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Démonstration [Esquisse de preuve] L’idée consiste a appliquer la formule de Taylor avec reste
intégral ‘usuelle’ (cf. Théoreme 2) a la fonction ¢ : [0,1] — R définie par :

p(t) = f(z +ty —z)),

qui est bien définie et de classe CP*! sur [0, 1] puisque [z, y] est inclus dans U et d’apres le Théoreme
1 de différentiation des applications composées. On observe que :

0(0) = f(x) et o(1) = f(y).

De plus, par le Théoreme 1 (et plus précisément le Corollaire 1), la dérivée de ¢ vaut :

d
F0) =3 Lt iy~ )~ ).
i=1 "

De la, une récurrence facile (mais un peu fastidieuse a écrire) montre que pour tout 1 < k <p+1,
la fonction ¢ est de classe C* sur [0, 1], avec :

Le résultat est alors conséquence de la formule de Taylor avec reste intégral du Théoreme 2 appliqué
a la fonction ¢.

8.3.2 La formule de Taylor-Young

La formule de Taylor-Young est valable sous de hypotheses un peu moins fortes que la formule de
Taylor avec reste intégral ; en contrepartie, on dispose de moins d’information quant a la forme du
reste.

Théoréme 4

Soit d > 1 un entier et soit U un ouvert de R?. Soit f : U — R une fonction de classe C? sur U,
et soit x € U. Alors : "
k! 0 f o »
fa+n = S S L @ne o),

ou la notation o(lh||P) désigne une fonction telle que :

p
o CURIP)
k-0 ||h][P

On qualifie souvent cette formule de ‘locale’, puisque la chose que I’on sait du reste est qu’il décroit
vers 0 plus vite que ||h||P lorsque ||h|| — 0 (et donc que 'on se rapproche du point x ou est écrite
la formule).
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8.3.3 Application : interprétation du gradient

La formule de Taylor-Young du Théoreme 4 permet de donner une interprétation physique du
gradient d’une fonction f : U — R, de classe C! sur un ouvert U C R?. En effet, appliquant cette
formule avec p = 1, il vient, pour z € U et h € R? assez ‘petit’, si ’'on omet le ‘reste’ :

feth) ~ f@)+ 2@+t L (@)ha,

f(x)+Vf(x)-h.

&

Ainsi, si I'on souhaite maximiser la fonction f autour de x, i.e. si 'on cherche h ‘petit’ maximisant
la quantité
f(@)+Vf(z)-h,

I'inégalité de Cauchy-Schwarz garantit que la meilleure direction est de la forme h = oV f(x) pour
un coefficient « > 0. En d’autres termes,

Le gradient V f(z) de f en x pointe dans la direction de plus forte croissance de f au voisinage
de x.

Ce principe est a la base de nombreux algorithmes d’optimisation, et en particulier de ’algorithme
de gradient.

8.4 La formule de Green et ses variantes

La formule de Green est une généralisation de la formule d’intégration par parties au cas de fonctions
de plusieurs variables. Avant d’entrer dans le vif du sujet, il convient d’introduire quelques notations.

8.4.1 Un doigt de géométrie : domaines réguliers

La généralisation de la notion d’intervalle (ouvert) a la dimension multiple est donnée par les ouverts
réguliers (disons de classe C') de R
La définition précise de ces entités est quelque peu technique, et emprunte a la théorie mathématique
des variétés différentiables. Ici, on se limitera a une définition ‘intuitive’, selon laquelle un ouvert
régulier de classe C! de R% est un ouvert Q C R? dont la frontiere est :
— Une courbe de classe C'* (ou une réunion de telles courbes) dans le cas de la dimension d = 2;
— Une surface de classe C! (ou une réunion de telles surfaces) dans le cas de la dimension
d=3.
On demande en outre que €2 se trouve d’un seul c6té de sa frontiére 02 ; ainsi, les ouverts ‘fissurés’
ne sont pas des ouverts de classe C'' au sens ci-dessus. On trouvera quelques exemples et contre-
exemples d’ouverts de classe C! sur la Figure 8.1.

Lorsque I’on considére un ouvert  de classe C, une quantité intéressante est le vecteur normal n
a Q. 1l s’agit d'un champ de vecteurs n : 9Q — R? défini et continu sur le bord de Q qui jouit des
propriétés suivantes : pour tout point x € 9, n(x) est proportionnel a la direction ‘orthogonale’
a la partie du bord 02 située pres de x; il pointe vers l'extérieur de €2 et est de norme unité, i.e.
|n(z)|= 1 pour tout x € 9N (voir la Figure 8.1, droite).
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FI1GURE 8.1 — La figure de gauche ne décrit pas un domaine régqulier, car £ ne se situe pas d’un
seul coté de sa frontiére (en raison de l’existence de la fissure); la figure au centre ne représente
pas non plus un domaine régulier car sa frontiére est une courbe présentant des point anguleuz (on
dit qu’un tel ouvert est un ouvert Lipschitz). Enfin, la figure de droite représente un domaine de
classe C' (qui a plusieurs composantes conneres).

11 est enfin possible de définir une notion d’intégration sur le bord d’un domaine régulier 2 (ou bien,
plus généralement sur une hypersurface réguliere S C R?). La construction de la mesure de surface
qui permet ceci est la-encore assez technique. On pourra en trouver les détails dans I'ouvrage [3],
par exemple.
Dans la pratique, il convient de savoir que la mesure de surface, notée ds, permet de généraliser en
toute dimension

— La notion de longueur /(o) d’une courbe o C R? en deux dimensions, qui s’écrit alors :

o) = /U ds;

— La notion d’aire A(S) d’une surface S C R? :

8.4.2 Formule de Green

Théoréme 5

Soit © € R? un ouvert borné, régulier de classe C'!, et soit f : § — R une fonction de classe C.
Alors on a, pour i =1,....d :
0
/ dxr = fn;ds.

o Or; o0

Remarque 1
— Rigoureusement, Uhypothese selon laquelle f : @ — R est classe C' signifie que f est de
classe C' sur un ouvert U contenant le compact €.
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— Cette formule est en réalité valable sous des hypotheses plus faibles que celles du Théoréme
5. En particulier, il est possible de supposer le bord 02 seulement Lipschitz (auquel cas le
vecteur normal n existe seulement presque partout sur 02).

Cette formule admet nombre de variantes, qui s’en déduisent facilement. Mentionnons :
— Si f:Q — R? est une fonction de classe C!, on a :

/ div(f) dz = f-nds. (8.4)
Q o0

D’un point de vue physique, cette formule exprime que le flux sortant du champ de vecteurs

f a travers la paroi 0f) est relié aux propriétés de concentration ou de dispersion de ce

champ de vecteurs. Le lecteur aura sans doute déja rencontré cette formule en physique (par

exemple, en thermique ou en électrostatique) sous le nom de formule de Green-Ostrogradski.
— Si f,g9:Q — R sont deux fonctions différentiables, alors on a, pour i = 1,...,d :

afgcm:/ fgnids—/fag dx.
o0 Q

Sous cette forme, la formule de Green apparait bien comme la généralisation multi-dimensionelle
de la formule d’intégration par parties sur un intervalle de R.

8.4.3 Un exemple en thermique

Soit  un ouvert de R™, rempli d’'un matériau conduisant la chaleur, dont on note v la conductivité
thermique, et qui se trouve isolé du milieu extérieur. Soit u : 2 — R le champ de température dans
Q. On cherche & caractériser u au moyen d’équations reliant ses dérivées partielles (en supposant
que u est suffisamment réguliere afin que les développements suivants soient 1égitimes).
La loi de Fourier donne le flux de chaleur j : @ — R? au sein de Q en fonction de la température
u et de la conductivité « :

j(x) = —yVu(x), z € Q;

ainsi le flux de chaleur pointe depuis les fortes valeurs de u (le ‘chaud’) en direction de ses faibles
valeurs (le ‘froid’). Par définition, la quantité d’énergie traversant une surface S, orientée par la
vecteur normal n est :

£(S) = /S i(2) - n(z) ds.

Conformément a l'intuition, on vérifie que lorsque le flux de chaleur est tangent & S (traduisant
une convection de la chaleur parallelement a S), cette énergie est nulle.
Soit f : 2 — R la source de chaleur dans le milieu; la quantité d’énergie produite dans un volume
w C ) arbitraire s’écrit :
/ f(x)dx.
w

Supposons a présent que le systéme est a 1’équilibre. Alors, pour tout volume w C €2, la quantité
d’énergie produite dans w coincide avec la quantité d’énergie qui s’en échappe, i.e. :

[t@do= [ @) n@ds=— [ Sws

Ow 8n
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Utilisant la formule de Green dans sa version (8.4), on obtient :

/w Fa) do = —~ /w Au(z) da,

ou le Laplacien de u est défini comme Au = div(Vu). Puisque cette relation est vraie quelle que
soit le volume w C €2 considéré, il vient :

—~vAu = f dans Q.

Enfin, 'hypothese selon laquelle le milieu €2 est isolé de ’extérieur implique que la quantité d’énergie
—y fv % ds traversant toute portion V' C 02 est nulle. Ainsi :

ou

— = 0 sur 992.

on

En fin de compte, on a montré que u satisfait ’équation de Poisson avec conditions de Neumann

au bord :
—yAu = f dans €,
% =0 sur 9N
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