CORRECTION DU TD 4 : INTRODUCTION A LA THEORIE DES DISTRIBUTIONS
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1. EXERCICE 1: EXEMPLES ET CONTRE-EXEMPLES DE DISTRIBUTIONS

Commengons par quelques rappels concernant les notions de base liées a la théorie des distributions. Pour
simplifier, on se place sur R, mais toutes les idées et objets présentés ci-dessous se généralisent au cas ou
Pespace ambiant est (un ouvert de) 'espace R™, n > 1.

Grossiérement, la vision “classique” d’une fonction f : R — R consiste & “regarder la valeur f(x) prise
par f en chaque point ”. Au contraire, la théorie des distributions propose de “comprendre une fonction
f7 a travers ses “moyennes”

(1) / " f@)ele) da

pondérées par un grand nombre de “poids” ¢, que 'on appellera fonctions test par la suite.

Lorsque la fonction f est “assez réguliere”, ces deux points de vue sont équivalents : si 'on connait les
valeurs de f en tout point de R, il est facile de calculer les moyennes ci-dessus. Réciproquement, si 1’on
connait les moyennes de f contre des fonctions test ¢ de plus en plus resserrées autour de chaque point
o € R, on pourra retrouver la valeur de f en zq, voir la Figure 1.

f
%
ZEaN
f\ﬁ Z8mh
0 T x

FIGURE 1. On peut retrouver la valeur f(xzo) en xo d’une fonction f “assez régquliére” a

. o0 . z
partir des moyennes f_oo fodx de f contre des fonctions test ¢ de plus en plus concentrées
autour de xg.



Bien quoi moins intuitive a priori, cette nouvelle maniere de comprendre les fonctions s’avere plus souple
et se préte mieux a la définition de “fonctions généralisées”. Pour mieux se convaincre des difficultés posées
par la vision “classique” des fonctions, I’exemple historique de la “fonction de Dirac” est particulierement
instructif. Celle-ci est souvent introduite en physique comme la fonction 4 telle que

0=0sur R\ {0}, 0(0)=-+o0, et /00 o(t) dt = 1.

Une telle définition n’a bien stir aucun sens mathématique : une fonction mesurable sur R qui vaudrait 0
partout sauf peut-étre au point = 0 (un ensemble de mesure nulle) serait nécessairement d’intégrale nulle.
Pourtant, de trés nombreux travaux dans différents domaines (physique, traitement du signal, etc.) poussent
a “définir” une telle fonction. Une seconde maniére d’introduire cette fonction §, un peu plus rigoureuse que
la précédente mais pas encore pleinement satisfaisante, consiste a poser

1 22

e 22,

(2) § = lim g, ol gc(z) = Py

Autrement dit, § est la limite de la suite de fonctions g, qui sont toutes d’intégrale 1, et sont de plus en
plus concentrées autour de 0, voir la Figure 2.
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FIGURE 2. Une définition “intuitive” de la distribution de Dirac comme limite d’une suite
de fonctions d’intégrale 1, de plus en plus concentrées autour de 0.

Malheureusement, ceci n’est toujours pas rigoureux, car on ne sait pas dans quel sens il faudrait compren-
dre le passage & la limite dans (2) : la suite g. ne satisfait pas les hypothéses du théoréme de convergence
dominée, et il est donc impossible d’utiliser la relation (2) pour passer & la limite dans une intégrale.

La théorie des “fonctions généralisées”, ou distributions, permet de donner un cadre rigoureux a ces
considérations (et a bien d’autres !). Nous verrons en particulier que toute fonction “raisonnable” peut étre
vue comme une distribution, mais qu’il existe de nombreuses distributions qui ne sont pas des fonctions. En
particulier, cette théorie permet de définir § comme une distribution sur R, et le passage & la limite (2) peut
étre défini rigoureusement au sens des distributions.

Parmi les avantages du cadre de la théorie des distributions, que ’on découvrira plus précisément tout au
long de ce cours, mentionnons les faits suivants.

e La théorie des distributions permet de donner un sens rigoureux a de nombreux objets issus de la
physique, et notamment a la fameuse distribution § de Dirac.
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e La théorie des distributions est un cadre tres souple pour la définition de nombreuses opérations :
on verra par exemple qu’on pourra dériver n’importe quelle distribution, ou bien que le passage a la
limite au sens des distributions est particulierement aisé & manipuler.

e Elle offre un cadre rigoureux pour la transformée de Fourier.

Passons maintenant a la définition de la notion de distribution, & proprement parler. On commence par
introduire 'espace D(R) des fonctions test ¢, qui serviront de poids dans la définition des distributions
comme “moyennes”.

Définition 1. On note D(R) lespace des fonctions de classe C* a support compact sur R, i.e.
v €DR) & ((p € C*(R) et il existe un compact K CR t.q. ¢(x) =0 pour x ¢ K).

Notons que, bien qu’il soit assez difficile de construire explicitement une fonction de D(R), on peut montrer
que cet espace contient en fait “suffisamment de fonctions” ¢ pour que la collection des moyennes de f, de
la forme (1), permette de caractériser une “bonne” fonction f.

Définition 2. Une distribution sur R est une application T : D(R) — R qui est
o Linéaire : pour tous réels A\, u € R et pour toutes fonctions test ¢, € D(R), on a

(T, Ao+ pap) = MT', ) + (T, ).
e Continue : pour tout compact K C R, il existe un entier px et une constante Cx > 0 (qui dépendent
tous deur de K) tels que
Pour toute ¢ € D(R) dont le support supp(p) est C K, (T, )| < Cx sup sup |o® (z)].
p<pk z€R
Remarque 1. Cette notion de distribution sur R se généralise sans difficulté au cas d’un intervalle I C R :

on demande simplement a K d’étre un compact de I et non plus de R dans la propriété de continuité de la
Définition 2.

Notons que cette propriété de continuité peut sembler abstraite a priori. Elle peut également s’exprimer
en termes de suites de fonctions test (voir le polycopié), mais la forme ci-dessus est souvent mieux adaptée
au calcul.

Enoncé : Dire si les applications T suivantes, définies pour ¢ € D(R) sont ou non des distributions.

0 (. >—/1 () da

/\go )] da;

n=0

(i): L’application T est une distribution sur R. En effet, la linéarité de Papplication ¢ — (T, @) est
immédiate, et on se contente ici de montrer la propriété de continuité.
Soit K un compact de R ; pour toute fonction ¢ € D(R) & support dans K, on a :

1
(T, o) = @(x)dx
< /|g0x\da:
< sup|p(z)l,

z€R
soit la propriété de continuité recherchée avec Cx = 1 et px = 0. Dans ce cas particulier, px et C'x ne
dépendent en fait pas de K.



(i1): Cette application n’est pas linéaire. Par exemple, si ¢ € D(R) est non identiquement nulle sur (0, 1),
ona

(T, ~ ) /|f 2)|dz = (T, ),

alors que si T était linéaire, on devrait avoir (T —(T, ).
Ainsi, T n’est pas une distribution.

(#4i): A priori, cette application semble mal définie, en raison de la somme infinie qu’elle met en jeu. En
réalité, pour une fonction test ¢ € D(R) donnée, l'expression de (T, ) ne fait intervenir qu’'un nombre fini
d’indices. En effet, si ¢ € D(R), il existe un entier M > 0 (dépendant de ¢) tel que p(z) = 0 lorsque

x ¢ [-M, M]. Ainsi, on a
M
p)=> p(n)
n=0

c’est-a-dire que la somme définissant (T, ¢) est toujours finie (bien qu’elle ne comporte pas toujours le méme
nombre de termes, suivant la fonction test considérée ).
Une fois cette remarque faite, la linéarité de T est évidente : soit A, u € R et ¢,¢ € D(R); on a :

o0

(T Np + pp) = Z(/\sO( ) + pp(n))

AZ@ +MZ1/J

= MT 0) + (T, w>
ou chaque somme ne comporte en réalité quun nombre fini de termes, en vertu de ce que ’on vient de dire.
Montrons a présent la continuité de T' au sens des distributions. Si K est un compact de R, K est en
particulier borné, et il existe un entier M > 0 (qui dépend bien sir de K) tel que K C [-M, M]. Alors,
pour toute fonction ¢ € D(R) & support dans K on a p(n) =0 dés que n > M et

leo

< (M+ 1)i1€1§|<p( )|,

IN

(T, @)l

ce qui est la propriété de continuité attendue avec px = 0 et Cx = (M + 1). Dans cet exemple, px ne
dépend pas de K, alors que C'x en dépend.

(iv): Cette application n’est pas une distribution : elle n’est méme pas bien définie pour toute fonction test
¢ € D(R). Par exemple, soit ¢ € D(R) une fonction test valant identiquement 1 sur [—1,1]. Alors, pour
tout entier n > 1, on a ¢ (%) = 1, et la somme apparaissant dans la définition de (T, ) est infinie.

Remarque 2. En revanche, on pourrait montrer (le faire !) que cette derniére application T est bien une
distribution sur D(R*), c’est-a-dire qu’elle est bien définie sur les fonctions test a support dans les compacts
qui “évitent” 0 (et elle y est linéaire et continue).

2. EXERCICE 2 : UNE SOMME INFINIE DE FONCTIONS, ET SA CONVERGENCE AU SENS DES DISTRIBUTIONS

Comme on ’a évoqué, la théorie des distributions vise a généraliser la notion de fonction. Dans cette optique,
il est crucial de bien comprendre comment on peut voir une fonction “raisonnable” comme une distribution.

Theoreme et Définition 3. Soit f € LIOC(R) une fonction localement intégrable sur R, i.e.
VK C R compact , /K |f(z)| dz < +o0.

Alors Vapplication Ty : D(R) — R, définie par :
Vo e DR), (Tr9) = [ flaola) do

est une distribution sur R, appelée distribution associée a f.
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FEsquisse de preuve. Seule la continuité de Ty est non triviale. Soit K un compact de R, et soit ¢ € D(R)
une fonction test a support dans K. Alors on a :

[ Fa)eto) ao
[ @lie@)da
([ 1@l ae) suplot)

soit la relation de continuité pour Ty avec Cx = [, |f(x)| dz (qui est une quantité finie puisque f est
localement intégrable sur R) et px = 1. |

(T, o) =

IN

IN

Le résultat suivant est fondamental, puisqu’il permet de caractériser une fonction localement intégrable
par sa distribution.

Théoréme 1. Soit f et g deux fonctions de L] (R), telles que Ty = Ty. Alors f =g p. p. sur R.

Ainsi, deux fonctions “raisonnables” f et g (dans L (R)) dont les moyennes (T, ¢) et (T}, <p> coincident
pour toute fonction test ¢ € D(R) sont égales. Il est donc équivalent de voir une fonction f € Ll (R) comme
la. distribution induite T ; dans la suite, on notera simplement f cette distribution.

loc

Rappelons a présent ce qu’il faut savoir de la notion de limite au sens des distributions.

Theoréme et Définition 4. Soit {T),}, .y une suite de distributions sur R. On suppose que pour toute
fonction test ¢ € D(R), la suite réelle {(Ty, )}, cn admet une limite. Alors Uapplication T, définie sur
D(R) par

(3) Ve € DR), (T,p) = lim (Tp, )
est une distribution sur R. On dit que T est la distribution limite de la suite T,,.

Remarque 3.

e Sous lhypothése que la limite im,, o (Ty, ) existe pour toute fonction ¢ € D(R), il est facile de
montrer que Uapplication T définie par (3) est linéaire. En revanche, il est difficile de démontrer
que T est continue au sens des distributions. Cela procéde d’un résultat trés puissant d’analyse
fonctionnelle : le théoréeme de Banach-Steinhaus.

e Pour montrer qu’une application T’ est limite de la suite de distributions {Tn}neN, il suffit en pratique
de vérifier que pour chaque ¢ € D(R), la suite réelle {(Ty, )}, cy converge vers le réel (T, p), ce
qui se fait au moyen de techniques classiques pour l’étude des suites réelles. Le résultat ci-dessus
permettra de conclure automatiquement que T est une distribution.

Enoncé : Soit ¢ € D(R).

(i) Montrer qu'il existe une constante C(¢p) telle que :
+oo
Vn € Z, ‘ / x) dzx

(ii) Soit {a}, <z une suite bornée. Montrer que la série de terme général a,, [ ¢(x)e™® dx converge,
et que 'application qui a ¢ associe la somme de cette série est une distribution.
(iii) Montrer que si la suite {nQan}n ¢z, est bornée, alors cette distribution est une distribution fonction.

< Ol
~ 1+n?

(i): 1l convient de distinguer les cas n =0 et n # 0.
Lorsque n # 0, une intégration par parties (ot 'on intégre I'exponentielle et on dérive ¢) produit :

+o0 1 +oo ,
/ s0( ) inT dz _ © (x)ez7z¢ dz

—00 in —0o0
5



ol les termes tout intégrés s’annulent puisque ¢ est a support compact. En répétant ce calcul, on trouve :

Foo , 1\? [t~ .
/_oo p(x)e™* do = (m) /_oo o' (z)e™* da.

Pour majorer cette derniere intégrale, on utilise le fait que ¢ est a support dans un compact K de R ; comme
K est en particulier borné, il existe un réel M > 0 tel que K C [-M, M], et donc

/+OO 1nmd _ 1/]VI //()inmd
= n2 7M<p x)e x
1 M "
< m ) lE@)lde
2M
< —5suple’(2)].
AT
< O 2Sulolso()l

A Yo . 2
ou C' > 0 est une borne supérieure sur les valeurs de la suite {123 } .
neN

Le cas n = 0 se traite de maniére analogue: si ¢ est & support compact dans K C [-M, M], on a

[ o

|p()] da

IA
—
=z £

< 2M sup |p(z)|.
z€eR

Combinant ces deux résultats, on a prouvé le résultat suivant : il existe une constante C' > 0 telle que, si
© € D(R) est une fonction test a support dans K C [-M, M], on a :

+o0o
ez, |[ e ) < (S spma(eta)l o)

€

Remarque 4. En répétant cet argument, on montrerait en fait que, si ¥ est une fonction de classe C? sur

R, on a
+oo )
/ p(z)e™ da

—0o0

sup max(| ()], o' (x)]).

+ npP rz€eR

Vn € Z, <

Ce résultat est parfois connu sous le nom de “lemme de Riemann-Lebesque”. Grossiérement, il exprime que
si la fonction a support compact ¢ est “assez réguliere”, ses coefficients de Fourier décroissent “assez vite”
lorsque n — oc.

(ii): On a supposé que la suite {a,},, est bornée, c’est-a-dire qu'il existe une constante C, > 0 telle que :
Vn€Z, |ay| <C,.

Ainsi, en utilisant le résultat de la question précédente, il vient :

+oo
0 ez, Jon [ oo aif < SO supmaetal o)

oo T 14 n? ger

Puisque le membre de droite de cette inégalité est le terme général d’'une série convergente, il s’ensuit que la

série
+o0 )
Z an / p(x)e’™™ dx
n — 00

est absolument convergente, donc convergente.



Définissant la suite de distributions 7 par la relation

+oo
Vo € D(R), (Ty,y }j an/° 2)e™ da,

on voit que pour toute fonction ¢ € D(R), (T, p) converge vers la quantité

+oo
Z an/ e dg.

n=—oo

En vertu du Théoréme et Définition 4, Papplication ¢ — (T, ) définit une distribution sur R.

Noter que 'on pourrait démontrer “a la main” la continuité de I'application limite 7T, en utilisant les
estimations (4). Ce n’est en réalité pas nécessaire, puisque le Théoréme - Définition 4 garantit que T est
automatiquement une distribution.

(#3): Par définition, on a, pour toute fonction ¢ € D(R)7

“+o0
(T,p) = A}gnoo an / ? da
(5) +oo
—_ 3 inT
= A}gnoo - ;N ane o(x) de,

ol existence de la limite a été démontrée au cours de la Question (ii). On cherche une fonction f € L (R)
telle que

+oo

T = [ fapla) do
—0o0

Pour cela, une idée naturelle est d’essayer de montrer que la série de fonctions Zg:_ N ane®
que l'on peut intervertir la limite et intégrale dans (5).

Remarquons a cet effet que puisque la suite {nzan}n ez st bornée, il existe une constante C, > 0 telle

que

converge, et

Cq
n2+1

Vn€Z, |an|<

Ainsi, la série de fonctions

N
§ anemw
n=—N

converge uniformémement sur R, puisque la série des restes vérifie :

> laal

[n|>N [n|>N

nT

IN

sup E ane
zeR

A
$
N
:IO
+
=

ol le dernier terme au membre de droite tend vers 0.
Ainsi, la suite de fonctions Z ~ @n€™ converge uniformément sur R vers une fonction (continue) f
lorsque N — oo. En utilisant cette convergence uniforme, on obtient :

+oo oo
Jm | (Zan >¢<m>dw= /. (Aggnmzan )w(m)dfff: | @) i

et donc

/ f(x)p(z) do, ou f est la fonction continue f(x Z ane’

n=—oo
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3. EXERCICE 3 : UNE PROPRIETE DE LA DISTRIBUTION DE DIRAC

Comme nous 'avons évoqué, 'un des intéréts majeurs de la théorie des distributions est qu’elle permet tres
simplement de définir des opérations sur les distributions.

Tres informellement, on peut schématiser comme suit la stratégie générale pour étendre une opération
Op : f — Op(f) que l'on sait appliquer & de “bonnes fonctions” au cas des distributions 7' — Op(T) : la
distribution Top(r) associée a la fonction sur laquelle on a pratiqué I'opération Op s’écrit :

VYo € DR), (Top(s),¢) = / Op(f)(x)p(x) da,

et on cherche (par exemple, par intégration par parties, changement de variables, etc.) a écrire cette expres-
sion sous la forme

(Ton) / F(2)0p* (¢)(z) dz = (T}, Op* (),

ou Op* : ¢ — Op™(ip) est une autre opération. En d’autres termes, on “transfere” 1'effet de 'opération Op
depuis la fonction f vers la fonction test ¢. Alors, pour chaque T' € D’(R), on définira la distribution Op(T)
par
Vp € D(R)v <Op(T), 90> - <T7 Op*(@»;
ce qui garantit que Op généralise aux distributions l'effet de I'opération considérée sur les fonctions f.
Parmi les opérations les plus couramment employées sur les distributions, mentionnons les suivantes :
o (Dérivée d’une distribution) Si f : R — R est une fonction “assez réguliere” — disons de classe C* —
la distribution Ty (ou simplement f’) associée & la dérivée f’ de f s’exprime :

o= [ r@edi=- [~ g @

ou la seconde égalité résulte d’une intégration par parties, dont les termes de bord s’annulent puisque
© € D(R). Une définition naturelle pour la dérivée d’une distribution quelconque T' € D(R) est donc

Vo € D(R)v <T/7 <P> = _<T7 90/>'

Par ce que nous venons de dire, si T' = T} est la distribution associée & une fonction f de classe C*
sur R, on a bien (Ty)" = T}, i.e. la dérivée au sens des distributions de la distribution T associée a
f est la distribution T/ associée a f’.

e (Produit d’une distribution et d’une fonction de classe C*°) Si f € L (R), et si g est une fonction de
classe C* sur R (pas forcément & support compact), la distribution associée au produit fg € LIOC(R)
vérifie :

Vo € D(R), (fg,¢) / f(@)g(z)p(z) dz = (f, gp),

écriture qui est licite puisque g € D(R). Ainsi, on définira le produit ¢g7" d’une distribution T' €
D'(R) par la formule :
Vo € D(R), (gt,0) = (T’ g%).
Par ce qui précede, on voit que si 7' = T est la distribution associée a la fonction f € L (R), alors
9Ty =Tys.
e (Translation d’une distribution) Si a € R, on définit la translatée 7,f € Ll _(R) d’une fonction
f €Ll (R) par
Taf(x) = f(z = a),
i.e. le graphe de 7,f est identique a celui de f, & un décalage de a pres, voir la Figure 3. Pour
généraliser cette opération au cadre des distributions, on s’appuie sur le fait que :

Vo € D(R), (raf, ¢ / flz—a)p(x)dz = /jo FWe(t+a)dt = (f, 7—ap).

Encore une fois, on vérifie que si T = T est la distribution associée & une fonction f € L{ (R), on
a bien 7,(Ty) =T, ¢



]V

FIGURE 3. Translatée 1, f d’une fonction f: R — R.

Remarque 5. Pour tout a € R, lapplication 7, : D'(R) — D'(R) est inversible, d’inverse t_, (exercice
facile).

Enoncé : Soit o € D(R), égale a 1 sur un voisinage de 0.
(i) Montrer que pour toute fonction ¢ € D(R), la fonction ¥ (z), définie par
o) - £ = £(0)a(a)
x
appartient a D(R).
(ii) En déduire que si T' € D'(R) est telle que T = 0, alors T = C9, ou C est une constante réelle et
0 est la distribution de Dirac.
(iii) Soit a € R; montrer qu’'une distribution T' € D’'(R) satisfait (x — a)T = 0 si et seulement si elle
est de la forme T = C¥,, ou d, est la distribution de Dirac en a.

(i): La fonction v est clairement une fonction & support compact sur R. De plus, elle est de classe C* sur
(—00,0) et sur (0,00). Ainsi, pour démontrer le résultat attendu, il suffit de montrer que 1 est de classe C*°
sur un voisinage de 0. C’est ce que nous allons faire.

On commence par découper l'expression de 1) comme

Le second terme au membre de droite est nul sur un voisinage de 0 par définition de «. Ainsi, il suffit de
montrer que la fonction

1fa(x).

+¢(0) -

est de classe C* sur un voisinage de 0.
Il y a plusieurs maniéres de procéder ; une fagon astucieuse qui s’adapte a de nombreux contextes, consiste
& écrire 'accroissement (¢(x) — ¢(0)) au moyen d’une intégrale :

/0 ’ o' (t) dt

1
m/ o(zu)du,
0

ou l'on a effectué le changement de variables ¢ = zu pour passer de la premiere ligne a la seconde. Il s’ensuit
que

o(r) — (0)

- 1
9(@) = [ eloudn

Or, la fonction x — fol p(zu)du est de classe C*° au voisinage de 0 par application du théoréme de dérivation
sous le signe somme. L’application de ce dernier résulte facilement du fait que ¢ est de classe C*° sur R, et
a support compact sur R ainsi que toutes ses dérivées.

Ainsi, la fonction i est de classe C*° au voisinage de 0, et donc v également. Finalement, on a montré
que ¢ € D(R).



(#): Pour toute fonction test ¢ € D(R), on a

(6) (T, z¢) = 0.

Ainsi, si toute fonction test ¢ € D(R) s’écrivait sous la forme ¢(z) = z(x), ol 9 est une fonction de D(R),
on aurait (T, ) = 0 pour toute fonction ¢ € D(R), et donc T = 0. Bien entendu, il n’est pas possible
d’écrire n’importe quelle fonction ¢ € D(R) sous la forme p(z) = xp(z), ¢ € D(R) (si tel était le cas, en
particulier, toute fonction ¢ € D(R) s’annulerait en 0). En revanche, nous allons décomposer toute fonction
© € D(R) comme somme d’une fonction test de la forme z¢)(x), ¥ € D(R), qui sera aussi “proche” de ¢ que
possible, et d’'un “reste”’. Alors I'application de T" & ¢ sera réduite a 'application de T" & ce reste en vertu
de (6), et on espere que cette relation apportera suffisamment d’information pour caractériser T'.

Introduisons, comme suggéré par la question 1 une fonction o € D(R) valant 1 au voisinage de 0, et soit
© une fonction test quelconque de D(R). On vient de voir que la fonction ¢ définie par

p(x) — p(0)a(z)

P(r) =
est aussi une fonction de D(R). La fonction zi(z) “ressemble” beaucoup & ¢ ; on a en effet :

p(x) = z¢(z) + 0(0)a(z).
Appliquant T & cette relation, on trouve :

(T, ) = (T, x¢p(2)) + (T, ) 0(0),
et donc, par (6) :
(T, ¢) = (T, a)¢(0).

Le réel (T, o) est une constante C, qui dépend bien sir de T', mais pas de la fonction test ¢. Quant au terme
©(0), on peut écrire celui-ci au moyen de la distribution de Dirac : ¢(0) = (4, ).
Finalement, on a prouvé que

Vo e DR), (T,¢)=C(0,¢),
c’est- a-dire que T' = C'§, comme attendu.

(#ii): 1 y a plusieurs maniéres de démontrer ce résultat. On peut bien str adapter la preuve de la question
précédente (le faire est un bon exercice), ou bien étre un peu plus astucieux, et se ramener & un cadre ot
l'on peut utiliser directement le résultat précédent.

On commence par remarquer que 7' € D'(R) vérifie (z — a)T = 0 si et seulement si

T_q ((x - a)T) =0,

ou l'on a utilisé le fait que 7, : D’'(R) — D’(R) est inversible pour conserver I’équivalence (voir la Remarque
5 sur ce point).
Puisque

rol(z — a)T) = (T_a(x - a))’r_aT = 27T,
(le vérifier), il vient que T vérifie (x — a)T = 0 si et seulement si
x (T_aT ) =0.
Par la question précédente, ceci est vérifié si et seulement s’il existe une constante C telle que
T oI =CH

ou encore

T =C1,6 = Cé,.
10



4. EXERCICE 4 : LE "PEIGNE DE DIRAC”

Enoncé : On considere les distributions fonctions e®*.
(i) Montrer que pour tout n # 0,
C(y)

Vo € D((=m,m)), [, )] < 2

)

ot C(¢p) est une constante qui ne dépend que de .
(ii) On pose :

N
un(z) = Z e,
n=—N

D'((—m,m)). Soit T € D'((—m, m)) la distribution limite.
(iii) Montrer que, pour tout N # 0, on a :

x
2
sinxT

On rappelle pour cela que la fonction z — 2% est de classe C*° sur R.
(v) Montrer que si ¢ € D((—m, 7)) est telle que p(0) = 0, alors (T, ¢) = 0.
(vi) En déduire qu’il existe une constante C telle que :
oo

T= Y "=

n=—oo

Montrer que la suite T de distributions fonctions induite par les fonctions uy converge dans

(iv) Montrer que si ¢ € D((—m, 7)) est telle que p(0) = 0, alors Siﬁ((x)) est une fonction de D((—m,7)).

Remarque 6. On verra plus tard dans le cours que la distribution T s’interpréte comme la transformée de

Fourier de la distribution “peigne de Dirac”, et que la constante C vaut en réalité 2.

(i): Le résultat de cette question est un avatar du lemme de Riemann-Lebesgue, que 'on a déja rencontré
au cours de la Question (ii) de 'Exercice 2. La preuve est analogue, et procéde d’une double intégration par
parties dans lexpression de (" ). En effet, pour une fonction test ¢ € D((—m, 7)) donnée ; on a :

@) = [ e a
1 " / inx
= —— o' (z)e™™ dx

—T

1\ [~
_ - " inx dz.

C(W) N, I 11
3 o Olyp) = 225}&)@ ()]

Ainsi, pour n # 0 :

("2, )] <
De la méme maniere, pour n =0, on a :

|(ei"x,<p>| — |<1’<p>| <27 ?up )|<P(33)|
TE —7T,7T

Combinant les deux estimations obtenues pour n = 0 et n # 0, on obtient finalement

C(p)
n241’

(7) (™", )] <

ot C(y) est une constante réelle qui ne dépend que de ¢ (et qui s’exprime en termes des suprema de || et

de || sur (=m,7)).
11



(ii): Comme nous l’avons rappelé dans I'introduction de ’Exercice 3, pour montrer que la suite de distri-
butions Ty converge dans D'((—m, 7)), il suffit de montrer que pour toute fonction test ¢ € D((—m, 7)), la
suite réelle (T, @) converge. Alors, application limite T : D((—m, 7)) — R, définie par la formule

Vo € 'D((—W, 7T)), <T7 4,0> = ]\}EHOO<TN, 90>
sera automatiquement une distribution de D'((—w,w)).

Pour tout N € N, et pour toute fonction test ¢ € D((—m,m)), la définition de Ty s’écrit :

N

(Tn,o)= D (€™, 0).

n=—N
Or, nous avons montré au cours de la Question (i) (voir (7)) que le terme général de la série ci-dessus vérifie :

C(p)
n2+1

(™, )| <

N
pour une constante C(¢) qui ne dépend que de ¢. Puisque la suite { > n21+1} est convergente, on
N NeN

ne—
en déduit que la série définissant (T, ¢) est absolument convergente, et donc convergente.
Ainsi, pour toute fonction test ¢ € D((—m, 7)), la limite

(T,¢) = lim (T, )
N—oo
existe. L’application T ainsi définie est donc une distribution sur (—m, ).

(#3): 1l s’agit de calculer la somme uy(z) pour € (—m, 7). Supposons d’abord que = # 0 (et donc que
e 2 1). On fait apparaitre une somme de termes en progression géométrique :

N
un(xz) = Z eine
n=—N

2N
_ efin Z (ezm)n

n=0

CiNa 61(2N+1);c -1

e* —1

Factorisant le numérateur et le dénominateur de ’expression ci-dessus par ’exponentielle de la demi-somme
des exposants mis en jeu, on obtient :

» et iy 2Ny
un(e) = e 0% —e i3
_ —zNzezNIQZSID((N—’_%) .T)
27 sin (%)
sin ((N + )x)

ce qui est le résultat attendu.
Lorsque z = 0, on a immédiatement uy(x) = 2N + 1 ; cette valeur coincide avec la limite de la fonction
sin((N+%)x)
sm(%)
derniére fonction (laissé au lecteur !).
Au final, on a bien prouvé que

en x = 0, comme on peut s’en assurer par un développement limité élémentaire de cette

sin (N + 1) a)

Vo € (—m,7), un(z)= i (z)
2
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(iv): Soit ¢ € D((—m,m)) une fonction test telle que p(0) = 0 ; alors la fonction
_ _plx)
sin (%)
est évidemment & support compact dans (—m,7), et elle est de classe C* sur (—m,0) et sur (0,7), car la

fonction x — sin (%) est de classe C* sur (—m, ) et s’annule seulement en 0. Ainsi, il suffit de montrer que

1 est de classe C*° sur un voisinage de 0 ; c’est ce que nous allons faire.

Pour cela, écrivons :
20 sin (5) )
ﬁn(%)

Puisque la fonction = — 22~ est de classe C* sur (—m, 7) et ne s’annule pas sur cet intervalle, il suffit
2

encore de démontrer que la fonction = “’( ) est de classe C*® sur un voisinage de 0.
Pour montrer cette dernidre assertion, on reutlhse le calcul “astucieux” utilisé pour traiter la Question (i)
de I'Exercice 3 :

1
= /go’(acu)du,
0

ol nous avons utilisé le fait que ¢(0) = 0 a la premiere ligne, ainsi que le changement de variables t = zu

pour passer de la seconde ligne a la troisieme. De la, puisque ¢ est a support compact dans (—m, ) et de

classe C*°, le théoréme de dérivation sous le signe somme permet facilement de conclure que la fonction £ ( )

est de classe C® au voisinage de 0 (voir la Question (i) de I’Exercice 3 au besoin).

Ceci acheve de prouver que la fonction z — fo(z)

mn(%)
(v): Soit ¢ € D((—m, 7)) une fonction test telle que ¢(0) = 0. A ce stade, on ne sait rien de la distribution
T, si ce n’est qu’elle est la limite de la suite de distributions Ty. La seule chose que ’on puisse dire de la
quantité (T, ¢) est donc que :

est une fonction de D((—m,)).

<T’ 90> = lim <uN7 QO>7
N—o00

Pexistence de cette limite ayant été établie au cours de la Question (ii).
Utilisant ’expression de la fonction uy trouvée a la Question (iii), ceci se réécrit :

g sin((N—Fl) )

(T,p) = A}gnoo ﬁ%ﬁ(@ dx
= lim sin < > > gp(x) dzx
N—oo sin (%)
. 1
- o (53}
ou nous avons introduit la fonction
e
Y(x) m
Sin (5)

dont nous avons prouvé au cours de la Question (iv) qu’elle est une fonction de D((—m, 7)) (puisque ¢(0) = 0).
Or, on a, pour toute fonction test ¢ € D((—mx, 7)),

]\}iinm <sin ((N—l— ;) x) ,C> =0,

ce qui se démontre exactement comme le résultat de la Question (i), ou bien celui de la Question (ii) de
IExercice 2 (il s’agit encore d’un avatar du Lemme de Riemann-Lebesgue !).
Ainsi, on a prouvé que pour toute fonction test ¢ € D((—m, 7)) telle que ¢(0) =0, on a (T, ) = 0.
13



(vi): On vient de voir que pour toute fonction test ¢ € D((—m, 7)) telle que ¢(0) =0, on a (T, ¢) = 0. En
particulier, la distribution T vérifie, pour une fonction test ¢ € D((—m, 7)) quelconque :
(@Tp) = (T,2p(x))
= 0,
ou la premiere ligne correspond exactement a la définition de la multiplication de la distribution T €
D'((—m,w)) par la fonction z — z, de classe C* sur (—m,7), et la seconde ligne d’écoule de la Question (v)
puisque la fonction test zp(z) s’annule en x = 0.
Ainsi, la distribution T est nulle. Par le résultat de la Question (ii) de 'Exercice 3, ceci prouve que la
distribution T" vérifie
T =Cd
pour une certaine constante réelle C, ce qui correspond au résultat attendu.

5. EXERCICE 5 : LIMITES DE DISTRIBUTIONS

Enoncé : Calculer les limites dans D’(R), lorsque h — 0, des suites de distributions suivantes :
(i) T = 550n — 6-n) ;
(ii) Tp = ﬁ((&h + 0_on —2dp) ;
2

(iif) Th = 7i=e 3.

(i): Comme nous I’avons rappelé dans I’en-téte de 'Exercice 2, calculer la limite de la suite de distributions
Ty € D'(R) revient a calculer la limite de la suite réelle (T}, ), pour une fonction test ¢ € D(R) arbitraire.
Un calcul élémentaire révele que, pour une fonction ¢ € D(R) donnée :

Toe) = 5 (06) — (5-.0))

1

—((h) = w(=1)).

57 ((h) = o(=h)

Pour calculer la limite de la forme indéterminée au membre de droite de 'égalité ci-dessus, on utilise un
développement limité en 0 de la fonction ¢, qui est de classe C™ :

@(h) = ¢(0) + he'(0) + o(h),

et
h
@(_h) = QD(O) — h<p/(0) + O(h), ot lim ‘0(7) h—0 0
—0 |h‘
Ainsi, on obtient :
1
<Tha 90> = ﬁ(2h¢/(0) + O(h))

et donc
lim (Th, ) = ¢(0) = (=05, ).
—0
Comme ceci est valable pour n’importe quelle fonction test ¢ € D(R), on a prouvé que
lim 7}, = —4{, dans D'(R).
h—0

(ii): Le raisonnement est identique & celui de la Question (i) : pour toute fonction test ¢ € D(R), on a :

1
(Ths @) = 77 (9(2h) + o(=2h) = 2(0) ).
Pour calculer la limite du membre de droite de I'égalité précédente, on écrit un développement limité de

©(2h) et p(—2h) a Vordre 2 en O :

()] 5,

©(2h) = p(0) + 2h¢’(0) + 2R%"(0) 4+ o(h?), ol lim
h—0 |h2|

et
©(—2h) = p(0) — 2h¢’(0) + 2h2p"(0) + o(h?).
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Ainsi, il vient :

(T ) = 5 (412670) +0(12)) = & (0) + (1),

et donc
lim (T}, ) = ¢"(0) = (35, ).
h—0
Ceci prouve que
lim T}, = &, dans D'(R).
h—0

(#1): Pour traiter cette question, nous aurons besoin de connaitre la valeur de I'intégrale suivante :
(8) / e dt = /7.
R

Maintenant, pour une fonction test ¢ € D(R) arbitraire, on a, par définition de la distribution T}, :

<ﬂwﬁﬁiﬁéﬂﬂf%dz

Le membre de droite de 1’égalité ci-dessus est une forme indéterminée. Pour lever l'indétermination, on
effectue le changement de variables x = hu dans I'intégrale, ce qui produit :

1 i
The) = —= [ ele au

On utilise a présent le théoreme de convergence dominée pour analyser la convergence de I'intégrale ci-dessus.
On sait pour cela que :

e Pour chaque u € R, on a la limite
lim (go(hu)e“ﬁ) = @(0)67“2;
h—0
e Pour chaque h € R, on a la majoration
p(hu)e™™ < <sup @(@) e,
zeR
ol la fonction au membre de droite de I'inégalité ci-dessus est intégrable sur R.

Ainsi, on obtient :

lim [ o(hu)e ™ du = o(0) / e du = /7p(0),
R R

h—0
ou l'on a utilisé la valeur de l'intégrale (8). Finalement, on a prouvé que :

lim Th = (50.
h—0
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