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2. Exercice 2 : La base de Haar 7

1. Exercice 1 : L’espace de Hilbert des fonctions impaires et de carré sommable

Cet exercice se place dans le cadre des espaces de fonctions de carré sommable. Plus précisément, si I est
un intervalle de R, on note L2(I,C) l’espace des fonctions de carré sommable sur I, à valeurs complexes :

L2(I,C) :=

{
f : I → C,

∫
I

|f(x)|2 dx <∞
}
.

Rappelons que L2(I,C) est un espace de Hilbert complexe lorsqu’on le munit du produit scalaire suivant :

(1) ∀f, g ∈ L2(I,C), 〈f, g〉 :=

∫
I

f(x)g(x) dx.

De la même manière, on montre que l’espace vectoriel L2(I,R) des fonctions à valeurs réelles, de carré
sommable sur I, est un espace de Hilbert réel, lorsqu’on le munit du produit scalaire :

∀f, g ∈ L2(I,R), 〈f, g〉 :=

∫
I

f(x)g(x) dx.

Définition 1. Soit H un espace de Hilbert sur K = R ou C. Une base Hilbertienne de H est une famille
{en}n∈N d’éléments qui est :

• Orthonormale : pour tous n,m ∈ N, le produit scalaire 〈en, em〉 vaut 1 si n = m, 0 sinon.
• Totale : l’ensemble

vect {en}n∈N = {c1e1 + . . . cNeN ∈ H, N ∈ N, c1, . . . , cN ∈ K}
des combinaisons linéaires finies d’éléments de {en}n∈N est dense dans H, i.e.

vect {en}n∈N = H.

De manière équivalente : pour tout élément f ∈ H, pour tout ε > 0, il existe N ∈ N et des coefficients
c1, . . . , cN tels que : ∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣f −
N∑
n=1

cnen

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ < ε.

Remarque 1. En pratique, une base hilbertienne peut être indicée par n’importe quel ensemble dénombrable
(i.e. en bijection avec N) et pas seulement N. La définition précédente s’adapte facilement à ce contexte.

En pratique, pour démontrer qu’une famille de H est totale, on utilise souvent le résultat suivant :

Proposition 1 (Critère de totalité). Soit H un espace de Hilbert (réel ou complexe), et B = {en}n∈N une
famille d’éléments de H. La famille B est totale si et seulement si le seul élément f ∈ H dont le produit
scalaire est nul avec chaque élément de B est l’élément nul :

∀f ∈ H, (∀n ∈ N, 〈f, en〉 = 0)⇒ f = 0.
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Grossièrement, la notion de base Hilbertienne dans un espace de Hilbert H joue un rôle similaire à celui
de base orthonormale dans un espace vectoriel de dimension finie, à ceci près que les sommes en jeu sont
infinies : à ce titre, il est essentiel de bien comprendre dans quelle mesure les identités que l’on a écrites plus
haut font sens. À cet effet, rappelons les faits suivants, si {en}n∈N est une base Hilbertienne de H :

• Pour tout f ∈ H, il existe une unique suite de coefficients cn ∈ K telle que :

f =

∞∑
n=0

cnen.

Par définition, cette égalité signifie que la somme au membre de droite converge dans H vers f , i.e.

lim
N→∞

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣f −

N∑
n=0

cnen

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ = 0.

• Les coefficients cn ∈ K de f dans la base Hilbertienne B (i.e. les éléments de K figurant dans la
relation ci-dessus) ont l’expression :

cn = 〈f, en〉.

La suite (cn)n∈N de ces coefficients est de carré sommable et sa somme vaut :

||f ||2 =

∞∑
n=0

|cn|2.

L’identité ci-dessus, qui exprime de manière équivalente la convergence quadratique de la série∑∞
n=0 cnen, est appelée identité de Bessel - Parseval.

Finalement, le résultat suivant donne une base Hilbertienne de l’espace L2([0, T ],C) des fonctions à valeurs
complexes et de carré sommable sur l’intervalle [0, T ] ⊂ R.

Théorème 2. Soit T > 0 ; la famille
{

1√
T
e

2iπnx
T

}
n∈Z

est une base Hilbertienne de l’espace de Hilbert

complexe L2([0, T ],C).

Remarque 2. Au regard des commentaires que nous avons faits autour de la notion de base Hilbertienne,
ce résultat signifie exactement que, pour toute fonction f ∈ L2([0, T ],C), il existe une suite de coefficients
(cn)n∈Z ∈ CZ telle que :

(2)
1√
T

N∑
n=−N

cne
2iπnx
T

N→∞−−−−→ f(x) dans L2([0, T ],C).

Les coefficients cn apparaissant dans cette relation s’écrivent :

cn =

〈
f,

1√
T
e

2iπnx
T

〉
=

1√
T

∫ T

0

f(x)e
−2iπnx

T dx,

et ils forment une suite de carré sommable, dont la somme vaut :∑
n∈Z
|cn|2 =

∫ T

0

|f(x)|2 dx.

Les conclusions précédentes constituent la théorie L2 des séries de Fourier. Il faut souligner que la con-
vergence (2) vers f de sa série de Fourier a lieu dans L2([0, T ],C), et pas nécessairement en chaque point
x ∈ [0, T ]. Des hypothèses plus fortes sur f sont nécessaires pour que ce dernier point soit vrai, comme nous
le rappellerons à l’occasion de la dernière question de l’exercice 1.
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Enoncé : On introduit l’espace H défini par :

H =
{
f ∈ L2([−π, π],R), f impaire

}
.

(i) Montrer (rapidement) que H, muni du produit scalaire

(3) ∀f, g ∈ H, 〈f, g〉 =

∫ π

−π
f(x)g(x) dx

est un espace de Hilbert.

(ii) Montrer que la famille B =
{

1√
π

sin(nx)
}
n≥1

est une base Hilbertienne de H.

(iii) Soit f la fonction définie sur [−π, π] par :

f(x) =

{
− 1

2 (π + x) si x < 0,
1
2 (π − x) si x ≥ 0.

Calculer les coefficients cn de f sur la base B, i.e. f =
∞∑
n=1

cn
sin(nx)√

π
.

(iv) Que peut-on dire de la convergence de la série
∞∑
n=1

cn
sin(nx)√

π
au sens de :

• La convergence ponctuelle ?
• La convergence normale ?
• La convergence dans l’espace H ?

(i): On montre sans difficulté que H est un sous-espace vectoriel (réel) de l’espace L2([−π, π],R), et on sait
(voir les rappels ci-dessus) que ce dernier est un espace de Hilbert lorsqu’on le munit du produit scalaire (3).

D’autre part, un sous-espace vectoriel d’un espace complet est lui-même complet si et seulement s’il est
fermé. Ainsi, pour démontrer que H est un espace de Hilbert, il suffit de montrer que H est un sous-espace
vectoriel fermé de L2([−π, π],R) (lorsque celui-ci est muni du produit scalaire (3) et de la norme associée) :
c’est ce que nous allons faire.

Soit (fn)n∈N une suite d’éléments de H qui converge dans L2([−π, π],R) vers une certaine fonction f ∈
L2([−π, π],R) ; on veut montrer que f est impaire. Pour cela, on traduit l’imparité des fonctions fn en
termes d’une quantité qui se prête bien au passage à la limite dans L2([−π, π],R). On a pour tout n ∈ N :

∀g ∈ L2([−π, π],R),

∫ π

−π

(
fn(x) + fn(−x)

)
g(x) dx = 0.

Comme fn → f dans L2([−π, π],R), on a aussi fn(−x)→ f(−x) dans L2([−π, π],R) (le vérifier). En passant
à la limite dans la relation ci-dessus, on a donc :

∀g ∈ L2([−π, π],R),

∫ π

−π

(
f(x) + f(−x)

)
g(x) dx = 0.

La fonction (f(x) + f(−x)) ∈ L2([−π, π],R) a un produit scalaire nul contre tout élément de L2([−π, π],R),
et donc est nulle, i.e.

f(x) = −f(−x) p. p. tout x ∈ (−π, π),

c’est-à-dire que f est impaire, comme attendu.
Ainsi, H est un sous-espace fermé de l’espace de Hilbert L2([−π, π],R) : c’est donc un espace de Hilbert.

Remarque 3. Il est intéressant de noter que H est l’orthogonal du sous-espace P ⊂ L2([−π, π],R) des
fonctions paires :

P =
{
f ∈ L2([−π, π],R), f paire

}
,

dont on montre, par des moyens analogues à ce que l’on a fait ci-dessus qu’il s’agit d’un sous-espace fermé
de L2([−π, π],R). En effet,
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• D’une part, si f ∈ H et g ∈ P (f est impaire et g est paire), on a :

〈f, g〉 =

∫ π

−π
f(x)g(x) dx

=

∫ π

−π
f(−u)g(−u) du

= −
∫ π

−π
f(u)g(u) du,

où l’on a utilisé le changement de variables x = −u pour passer de la première ligne à la seconde, et
l’imparité de f et la parité de g pour passer de la seconde ligne à la troisième. On a donc 〈f, g〉 = 0,
ce qui implique que les deux espaces H et P sont orthogonaux (en particulier, ils sont en somme
directe : H ∩ P = {0}).

• D’autre part, toute fonction f ∈ L2([−π, π],R) s’écrit comme la somme d’une fonction de H et d’une
fonction de P , puisque :

f(x) =
1

2

(
f(x) + f(−x)

)
︸ ︷︷ ︸

∈P

+
1

2

(
f(x)− f(−x)

)
︸ ︷︷ ︸

∈H

.

Ainsi, on a :

L2([−π, π],R) = H ⊕ P,
où les deux termes de la somme directe sont orthogonaux.

(ii): Commençons par observer que la famille B =
{

1√
π

sin(nx)
}
n≥1

est orthonormale. Pour cela, pour

n,m ≥ 1, on calcule :〈
1√
π

sin(nx),
1√
π

sin(mx)

〉
=

1

π

∫ π

−π
sin(nx) sin(mx) dx

=
1

2π

∫ π

−π

(
cos((n−m)x) + cos((n+m)x)

)
dx,

où l’on a utilisé la formule de trigonométrie :

∀a, b ∈ R, sin(a) sin(b) =
1

2

(
cos(a− b)− cos(a+ b)

)
.

Comme l’intégrale du cosinus est nulle sur une période, on voit que l’expression ci-dessus vaut simplement :〈
1√
π

sin(nx),
1√
π

sin(mx)

〉
=

{
1 si n = m,
0 sinon.

Montrons maintenant que la famille B est totale dans H. On va utiliser pour cela le fait que la famille{
1√
2π
einx

}
n∈Z

est une base Hilbertienne de l’espace de Hilbert complexe L2([−π, π],C) (voir le Théorème 2

rappelé plus haut). Ainsi, il existe des nombres complexes dn ∈ C tels que :

(4) f(x) =

∞∑
n=0

dn√
2π
einx,

où la somme ci-dessus converge dans L2([−π, π],C). Les coefficients dn valent ici :

dn =
〈
f,

1√
2π
einx

〉
L2([−π,π],C)

=
1√
2π

∫ π

−π
f(x)e−inx dx,

où il convient de noter que le signe − dans l’exposant de l’exponentielle vient de la conjugaison complexe
portant sur le second terme dans la définition (1) du produit scalaire sur L2([−π, π],C). Ainsi, on a, par

4



imparité de f , pour n ∈ N :

(5)

dn =
1√
2π

∫ π

−π
f(x)e−inx dx

=
1√
2π

∫ π

−π
f(x) cos(nx) dx− i√

2π

∫ π

−π
f(x) sin(nx) dx

= − i√
2π

∫ π

−π
f(x) sin(nx) dx.

On remarque au passage que d0 = 0 et dn = −d−n pour tout n ≥ 1.
D’autre part, les termes de la somme figurant au second membre de (4) peuvent être regroupés deux par

deux, ce qui donne :

f(x) =

−1∑
n=−∞

dn√
2π
einx +

∞∑
n=1

dn√
2π
einx

=

∞∑
n=1

d−n√
2π
e−inx +

∞∑
n=1

dn√
2π
einx

=
1√
2π

∞∑
n=1

dn

(
einx − e−inx

)
=

2i√
2π

∞∑
n=1

dn sin(nx)

=

∞∑
n=1

cn√
π

sin(nx),

où cn = i
√

2dn, et la convergence a lieu dans L2([−π, π],C), et donc en réalité dans L2([−π, π],R) puisque
la fonction f et chaque terme de la somme du membre de droite ci-dessus sont réels. Compte tenu de
l’expression (5) de dn, les coefficients cn valent :

cn =
1√
π

∫ π

−π
f(x) sin(nx) dx.

Ceci achève de montrer que la famille B est totale dans H, et donc est une base Hilbertienne de H.

(iii): On a vu que les coefficients cn de la fonction f sur la base Hilbertienne B sont donnés par :

cn =

〈
f,

1√
π

sin(nx)

〉
=

1√
π

∫ π

−π
f(x) sin(nx) dx ;

calculons donc cette quantité. Tout d’abord, puisque f est impaire, et pour tout n, 1√
π

sin(nx) est impaire,

le produit 1√
π
f(x) sin(nx) est pair, et donc :

cn =
2√
π

∫ π

0

f(x) sin(nx) dx.

Une intégration par parties donne ensuite :

(6)

cn =
1√
π

∫ π

0

(π − x) sin(nx) dx

=
1√
π

[
− (π − x)

n
cos(nx)

]π
0

+
1√
πn

∫ π

0

− cos(nx) dx

=

√
π

n
− 1√

πn

∫ π

0

cos(nx) dx

=

√
π

n
− 1√

πn

[
1

n
sin(nx)

]π
0

=

√
π

n
.
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Figure 1. Graphe de la fonction f de l’exercice 1.

(iv): Commençons par les résultats purement “Hilbertiens”. En vertu des propriétés des bases Hilbertiennes
rappelées en amont de cet exercice, on voit immédiatement que :

• La somme
∑N
n=1

cn√
π

sin(nx) converge vers f dans l’espace H :

(7)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣f −

N∑
n=1

cn√
π

sin(nx)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ N→∞−−−−→ 0.

• La somme
∑N
n=1

cn√
π

sin(nx) converge quadratiquement, c’est-à-dire que la série réelle à termes posi-

tifs
N∑
n=1

∣∣∣∣∣∣∣∣ cn√π sin(nx)

∣∣∣∣∣∣∣∣2 =

N∑
n=1

|cn|2

est convergente. Sa limite est :
∞∑
n=1

|cn|2 = ||f ||2.

Utilisant l’expression (6) de cn calculée à la question précédente, et après un petit calcul facile pour

la norme ||f ||2 = π3

6 , cette relation produit :

∞∑
n=1

1

n2
=
π2

6
,

une formule bien connue en combinatoire.

Considérons maintenant la convergence ponctuelle de la somme
∑N
n=1

cn√
π

sin(nx). Comme on l’a souligné

à la Remarque 2, rien dans la théorie Hilbertienne utilisée jusqu’à présent ne permet de conclure que∑N
n=1

cn√
π

sin(nx) converge vers f(x) pour un point x ∈ [−π, π] particulier. Tout au plus peut-on déduire

de la convergence (7) en norme L2 que la suite
N∑
n=1

cn√
π

sin(nx) convergence à une sous-suite près, presque

partout vers f .

En fait, on a (et on admet) le résultat suivant :

Théorème 3. Soit T > 0 et soit f : [0, T ] → C une fonction de classe C1 par morceaux. En particulier,

f ∈ L2([0, T ],C) et on note cn ses coefficients de Fourier dans la base Hilbertienne
{

1√
T
e

2iπnx
T

}
n∈Z

. Alors,
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pour tout x ∈ [0, T ], la convergence suivante a lieu :

lim
N→∞

N∑
n=−N

cn√
T
e

2iπnx
T =

1

2

(
f(x+) + f(x−)

)
,

où l’on a noté
f(x−) := lim

t→0
t<0

f(x+ t) et f(x+) := lim
t→0
t>0

f(x+ t)

les limites de f en x à gauche et à droite respectivement (en supposant f périodisée, de sorte que f(0−) =
f(T−) et f(T+) = f(0+) dans cette formule).

Dans le cas présent, puisque la somme
∑N
n=1

cn√
π

sin(nx) est exactement la somme partielle de Fourier de

f (revoir le calcul de la question 2), on a, compte tenu de la définition de f (qui est continue en tout point
sauf en x = 0):

N∑
n=0

cn√
π

sin(nx)
N→∞−−−−→

{
f(x) si x 6= 0,

1
2 (f(0−) + f(0+)) = 0 si x = 0.

2. Exercice 2 : La base de Haar

Enoncé : On se place dans l’espace L2([0, 1]), muni du produit scalaire usuel, noté 〈·, ·〉, et de la norme
associée || · ||. Soit ϕ la fonction caractéristique de l’intervalle [0, 1], et ψ la fonction définie par :

ψ(x) = ϕ(2x)− ϕ(2x− 1).

(i) Tracer la courbe de ψ et vérifier que les fonctions ϕ et ψ sont orthogonales.

On pose, pour tout entier j ≥ 0 et pour tout 0 ≤ k ≤ 2j − 1

ψj,k(x) = 2
j
2ψ(2jx− k).

(ii) Montrer que la famille {ϕ} ∪ {ψj,k} j∈N
0≤k≤2j−1

est une base Hilbertienne de L2([0, 1]).

(iii) Montrer que le support de la fonction ψj,k est l’intervalle Ij,k :=
[
k
2j ,

k+1
2j

]
. En déduire que si f

est constante sur un intervalle [a, b] ⊂ R tel que Ij,k ⊂ [a, b], alors 〈f, ψj,k〉 = 0. Interpréter.

(iv) Écrire un algorithme de décomposition d’une fonction f ∈ L2([0, 1]) sur la famille finie {ϕ} ∪
{ψj,k} j≤J

0≤k≤2j−1

, pour un entier J donné.

(i): La fonction ϕ est définie par :

∀x ∈ R, ϕ(x) =

{
1 si x ∈ [0, 1],
0 sinon.

Ainsi, la fonction ψ est donnée par ;

∀x ∈ R, ψ(x) =

 1 si x ∈
[
0, 12
)
,

−1 si x ∈
(
1
2 , 1
]
,

0 sinon.

Les courbes de ϕ et ψ sont représentées sur la Figure 2. Ces deux fonctions sont orthogonales puisque

〈ϕ,ψ〉 =

∫ 1

0

ϕψ dx =

∫ 1
2

0

1 dx+

∫ 1

1
2

(−1) dx =
1

2
− 1

2
= 0.

(ii): Avant de montrer que la famille {ϕ}∪{ψj,k} j∈N
0≤k≤2j−1

est une base Hilbertienne de L2([0, 1]) à proprement

parler, commençons par faire quelques remarques concernant les fonctions ψj,k.

• Commençons par donner une expression alternative des ψj,k. Il résulte immédiatement de la définition de
ψ que

∀j ∈ N, k = 0, . . . , 2j − 1, ψj,k(x) =

 2
j
2 si 2jx− k ∈

[
0, 12
)
,

−2
j
2 si 2jx− k ∈

(
1
2 , 1
]
,

0 sinon.
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<latexit sha1_base64="7qW6gGUJOLTOSNYX8MIz3XFhFms=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4ComIeix48diC/YA2lM120q7dbMLuRiihv8CLB0W8+pO8+W/ctjlo64OBx3szzMwLU8G18bxvZ219Y3Nru7RT3t3bPzisHB23dJIphk2WiER1QqpRcIlNw43ATqqQxqHAdji+m/ntJ1SaJ/LBTFIMYjqUPOKMGis1/H6l6rneHGSV+AWpQoF6v/LVGyQsi1EaJqjWXd9LTZBTZTgTOC33Mo0pZWM6xK6lksaog3x+6JScW2VAokTZkobM1d8TOY21nsSh7YypGellbyb+53UzE90GOZdpZlCyxaIoE8QkZPY1GXCFzIiJJZQpbm8lbEQVZcZmU7Yh+Msvr5LWpetfu37jqlpzizhKcApncAE+3EAN7qEOTWCA8Ayv8OY8Oi/Ou/OxaF1zipkT+APn8wd2kYyn</latexit>

1

<latexit sha1_base64="G4VapozWKdSO5N3agnknyEFe0pQ=">AAAB6XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBiyERUY8FLx6rWFtoQ9lsJ+3SzSbsboQS+g+8eFDEq//Im//GbZuDtj4YeLw3w8y8MBVcG8/7dkorq2vrG+XNytb2zu5edf/gUSeZYthkiUhUO6QaBZfYNNwIbKcKaRwKbIWjm6nfekKleSIfzDjFIKYDySPOqLHS/Znfq9Y815uBLBO/IDUo0OhVv7r9hGUxSsME1brje6kJcqoMZwInlW6mMaVsRAfYsVTSGHWQzy6dkBOr9EmUKFvSkJn6eyKnsdbjOLSdMTVDvehNxf+8Tmai6yDnMs0MSjZfFGWCmIRM3yZ9rpAZMbaEMsXtrYQNqaLM2HAqNgR/8eVl8nju+peuf3dRq7tFHGU4gmM4BR+uoA630IAmMIjgGV7hzRk5L8678zFvLTnFzCH8gfP5A9/WjN4=</latexit>�1

<latexit sha1_base64="lUpfWJvqo3y6lMloEIAcGCvL2lQ=">AAAB7nicbVBNSwMxEJ2tX7V+VT16CRbB07IrYuut4MVjBfsB7VKyabYNzWZDki2UpT/CiwdFvPp7vPlvTLctqPXBwOO9GWbmhZIzbTzvyylsbG5t7xR3S3v7B4dH5eOTlk5SRWiTJDxRnRBrypmgTcMMpx2pKI5DTtvh+G7utydUaZaIRzOVNIjxULCIEWys1O5NsJIj1i9XPNfLgSy59aq1KvJXyopUYIlGv/zZGyQkjakwhGOtu74nTZBhZRjhdFbqpZpKTMZ4SLuWChxTHWT5uTN0YZUBihJlSxiUqz8nMhxrPY1D2xljM9J/vbn4n9dNTVQLMiZkaqggi0VRypFJ0Px3NGCKEsOnlmCimL0VkRFWmBibUMmGsPbyOmlduf6N6z9cV+ruMo4inME5XIIPVajDPTSgCQTG8AQv8OpI59l5c94XrQVnOXMKv+B8fAOldo+4</latexit>

'

<latexit sha1_base64="/My5R1og+AmKMKUlvVDzPZDahEM=">AAAB63icdVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0hE1GPBi8cK9gPaUDbbTbt0dxN2J0IJ/QtePCji1T/kzX9j0laoXw8GHu/NMDMvTKSw6HkfTmlldW19o7xZ2dre2d2r7h+0bJwaxpsslrHphNRyKTRvokDJO4nhVIWSt8PxdeG377mxItZ3OEl4oOhQi0gwioXUS6zoV2u+681AvF/ky6rBAo1+9b03iFmquEYmqbVd30swyKhBwSSfVnqp5QllYzrk3ZxqqrgNstmtU3KSKwMSxSYvjWSmLk9kVFk7UWHeqSiO7E+vEP/yuilGV0EmdJIi12y+KEolwZgUj5OBMJyhnOSEMiPyWwkbUUMZ5vFUlkP4n7TOXP/C9W/Pa3V3EUcZjuAYTsGHS6jDDTSgCQxG8ABP8Owo59F5cV7nrSVnMXMI3+C8fQIhs449</latexit>

 

<latexit sha1_base64="Pn0aUp51hwNdhdIde6aZYaiCj74=">AAAB7nicdVDJSgNBEK2JW4xb1KOXxiB4GmZE1GPAi8cIZoFkCD2dStKkZ6G7RghDPsKLB0W8+j3e/Bs7ixC3BwWP96qoqhemShryvA+nsLK6tr5R3Cxtbe/s7pX3DxomybTAukhUolshN6hkjHWSpLCVauRRqLAZjq6nfvMetZFJfEfjFIOID2LZl4KTlZqdMFMKqVuu+K43A/N+kS+rAgvUuuX3Ti8RWYQxCcWNafteSkHONUmhcFLqZAZTLkZ8gG1LYx6hCfLZuRN2YpUe6yfaVkxspi5P5DwyZhyFtjPiNDQ/van4l9fOqH8V5DJOM8JYzBf1M8UoYdPfWU9qFKTGlnChpb2ViSHXXJBNqLQcwv+kceb6F65/e16puos4inAEx3AKPlxCFW6gBnUQMIIHeIJnJ3UenRfndd5acBYzh/ANztsndYWPlw==</latexit>•

<latexit sha1_base64="Pn0aUp51hwNdhdIde6aZYaiCj74=">AAAB7nicdVDJSgNBEK2JW4xb1KOXxiB4GmZE1GPAi8cIZoFkCD2dStKkZ6G7RghDPsKLB0W8+j3e/Bs7ixC3BwWP96qoqhemShryvA+nsLK6tr5R3Cxtbe/s7pX3DxomybTAukhUolshN6hkjHWSpLCVauRRqLAZjq6nfvMetZFJfEfjFIOID2LZl4KTlZqdMFMKqVuu+K43A/N+kS+rAgvUuuX3Ti8RWYQxCcWNafteSkHONUmhcFLqZAZTLkZ8gG1LYx6hCfLZuRN2YpUe6yfaVkxspi5P5DwyZhyFtjPiNDQ/van4l9fOqH8V5DJOM8JYzBf1M8UoYdPfWU9qFKTGlnChpb2ViSHXXJBNqLQcwv+kceb6F65/e16puos4inAEx3AKPlxCFW6gBnUQMIIHeIJnJ3UenRfndd5acBYzh/ANztsndYWPlw==</latexit>•

Figure 2. Graphe des fonctions ϕ et ψ de l’exercice 2.

En d’autres termes, la fonction ψj,k est à support dans l’intervalle Ij,k :=
[
k
2j ,

k+1
2j

]
, et vaut

(8) ψj,k(x) =

 2
j
2 si x ∈

[
k
2j ,

k
2j + 1

2j+1

)
,

−2
j
2 si x ∈

(
k
2j + 1

2j+1 ,
k+1
2j

]
,

0 sinon.

On remarque également que chaque fonction ψj,k a une moyenne nulle sur [0, 1]:

(9)

∫ 1

0

ψj,k(x) dx = 0.

À titre d’illustration, les fonctions ψj,k sont représentées sur la Figure 3 pour les valeurs j = 1, 2.

<latexit sha1_base64="dORlykD6zTUNcn8dBHyEA6dN52A=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4ComIeix48diC/YA2lM120q7dbMLuRiihv8CLB0W8+pO8+W/ctjlo64OBx3szzMwLU8G18bxvZ219Y3Nru7RT3t3bPzisHB23dJIphk2WiER1QqpRcIlNw43ATqqQxqHAdji+m/ntJ1SaJ/LBTFIMYjqUPOKMGis1vH6l6rneHGSV+AWpQoF6v/LVGyQsi1EaJqjWXd9LTZBTZTgTOC33Mo0pZWM6xK6lksaog3x+6JScW2VAokTZkobM1d8TOY21nsSh7YypGellbyb+53UzE90GOZdpZlCyxaIoE8QkZPY1GXCFzIiJJZQpbm8lbEQVZcZmU7Yh+Msvr5LWpetfu37jqlpzizhKcApncAE+3EAN7qEOTWCA8Ayv8OY8Oi/Ou/OxaF1zipkT+APn8wd1DYym</latexit>

0
<latexit sha1_base64="7qW6gGUJOLTOSNYX8MIz3XFhFms=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4ComIeix48diC/YA2lM120q7dbMLuRiihv8CLB0W8+pO8+W/ctjlo64OBx3szzMwLU8G18bxvZ219Y3Nru7RT3t3bPzisHB23dJIphk2WiER1QqpRcIlNw43ATqqQxqHAdji+m/ntJ1SaJ/LBTFIMYjqUPOKMGis1/H6l6rneHGSV+AWpQoF6v/LVGyQsi1EaJqjWXd9LTZBTZTgTOC33Mo0pZWM6xK6lksaog3x+6JScW2VAokTZkobM1d8TOY21nsSh7YypGellbyb+53UzE90GOZdpZlCyxaIoE8QkZPY1GXCFzIiJJZQpbm8lbEQVZcZmU7Yh+Msvr5LWpetfu37jqlpzizhKcApncAE+3EAN7qEOTWCA8Ayv8OY8Oi/Ou/OxaF1zipkT+APn8wd2kYyn</latexit>

1

<latexit sha1_base64="QkXkIZDQhvKofZHxtYuQUxbUDXc=">AAAB7XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0iKqMeCF48V7Ae0oWy223btZhN3J0IJ/Q9ePCji1f/jzX/jts1BWx8MPN6bYWZemEhh0PO+ncLa+sbmVnG7tLO7t39QPjxqmjjVjDdYLGPdDqnhUijeQIGStxPNaRRK3grHNzO/9cS1EbG6x0nCg4gOlRgIRtFKza551FjtlSue681BVomfkwrkqPfKX91+zNKIK2SSGtPxvQSDjGoUTPJpqZsanlA2pkPesVTRiJsgm187JWdW6ZNBrG0pJHP190RGI2MmUWg7I4ojs+zNxP+8ToqD6yATKkmRK7ZYNEglwZjMXid9oTlDObGEMi3srYSNqKYMbUAlG4K//PIqaVZd/9L17y4qNTePowgncArn4MMV1OAW6tAABg/wDK/w5sTOi/PufCxaC04+cwx/4Hz+AHi0jwA=</latexit>p
2

<latexit sha1_base64="pFrzYUQ9ALKJxU7na05CAh229KA=">AAAB73icbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4sSRF1GPBi8cK9gPaUDbbTbt0s0l3J0IJ/RNePCji1b/jzX/jts1BWx8MPN6bYWZekEhh0HW/nbX1jc2t7cJOcXdv/+CwdHTcNHGqGW+wWMa6HVDDpVC8gQIlbyea0yiQvBWM7mZ+64lrI2L1iJOE+xEdKBEKRtFK7cuuGWsk1V6p7FbcOcgq8XJShhz1Xumr249ZGnGFTFJjOp6boJ9RjYJJPi12U8MTykZ0wDuWKhpx42fze6fk3Cp9EsbalkIyV39PZDQyZhIFtjOiODTL3kz8z+ukGN76mVBJilyxxaIwlQRjMnue9IXmDOXEEsq0sLcSNqSaMrQRFW0I3vLLq6RZrXjXFe/hqlyr5HEU4BTO4AI8uIEa3EMdGsBAwjO8wpszdl6cd+dj0brm5DMn8AfO5w861o9h</latexit>

�
p

2

<latexit sha1_base64="Pn0aUp51hwNdhdIde6aZYaiCj74=">AAAB7nicdVDJSgNBEK2JW4xb1KOXxiB4GmZE1GPAi8cIZoFkCD2dStKkZ6G7RghDPsKLB0W8+j3e/Bs7ixC3BwWP96qoqhemShryvA+nsLK6tr5R3Cxtbe/s7pX3DxomybTAukhUolshN6hkjHWSpLCVauRRqLAZjq6nfvMetZFJfEfjFIOID2LZl4KTlZqdMFMKqVuu+K43A/N+kS+rAgvUuuX3Ti8RWYQxCcWNafteSkHONUmhcFLqZAZTLkZ8gG1LYx6hCfLZuRN2YpUe6yfaVkxspi5P5DwyZhyFtjPiNDQ/van4l9fOqH8V5DJOM8JYzBf1M8UoYdPfWU9qFKTGlnChpb2ViSHXXJBNqLQcwv+kceb6F65/e16puos4inAEx3AKPlxCFW6gBnUQMIIHeIJnJ3UenRfndd5acBYzh/ANztsndYWPlw==</latexit>•

<latexit sha1_base64="Pn0aUp51hwNdhdIde6aZYaiCj74=">AAAB7nicdVDJSgNBEK2JW4xb1KOXxiB4GmZE1GPAi8cIZoFkCD2dStKkZ6G7RghDPsKLB0W8+j3e/Bs7ixC3BwWP96qoqhemShryvA+nsLK6tr5R3Cxtbe/s7pX3DxomybTAukhUolshN6hkjHWSpLCVauRRqLAZjq6nfvMetZFJfEfjFIOID2LZl4KTlZqdMFMKqVuu+K43A/N+kS+rAgvUuuX3Ti8RWYQxCcWNafteSkHONUmhcFLqZAZTLkZ8gG1LYx6hCfLZuRN2YpUe6yfaVkxspi5P5DwyZhyFtjPiNDQ/van4l9fOqH8V5DJOM8JYzBf1M8UoYdPfWU9qFKTGlnChpb2ViSHXXJBNqLQcwv+kceb6F65/e16puos4inAEx3AKPlxCFW6gBnUQMIIHeIJnJ3UenRfndd5acBYzh/ANztsndYWPlw==</latexit>•

<latexit sha1_base64="gSWp7LGq9Am5ybm7FQEhkbs46TE=">AAAB7nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0iKqMeCF48V7Ae0oWy2k3bpZhN2N0IJ/RFePCji1d/jzX/jts1BWx8MPN6bYWZemAqujed9O6WNza3tnfJuZW//4PCoenzS1kmmGLZYIhLVDalGwSW2DDcCu6lCGocCO+Hkbu53nlBpnshHM00xiOlI8ogzaqzU6UeKMr8+qNY811uArBO/IDUo0BxUv/rDhGUxSsME1brne6kJcqoMZwJnlX6mMaVsQkfYs1TSGHWQL86dkQurDEmUKFvSkIX6eyKnsdbTOLSdMTVjverNxf+8Xmai2yDnMs0MSrZcFGWCmITMfydDrpAZMbWEMsXtrYSNqU3A2IQqNgR/9eV10q67/rXrP1zVGm4RRxnO4BwuwYcbaMA9NKEFDCbwDK/w5qTOi/PufCxbS04xcwp/4Hz+AKPzjw0=</latexit>

1

2

<latexit sha1_base64="rxb/rEpJ3+bsyes/xSjZv0WaFyE=">AAAB7nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0ikqMeCF48V7Ae0oWy2k3bpZhN2N0IJ/RFePCji1d/jzX/jts1BWx8MPN6bYWZemAqujed9O6WNza3tnfJuZW//4PCoenzS1kmmGLZYIhLVDalGwSW2DDcCu6lCGocCO+Hkbu53nlBpnshHM00xiOlI8ogzaqzU6UeKMr8+qNY811uArBO/IDUo0BxUv/rDhGUxSsME1brne6kJcqoMZwJnlX6mMaVsQkfYs1TSGHWQL86dkQurDEmUKFvSkIX6eyKnsdbTOLSdMTVjverNxf+8Xmai2yDnMs0MSrZcFGWCmITMfydDrpAZMbWEMsXtrYSNqU3A2IQqNgR/9eV10r5y/WvXf6jXGm4RRxnO4BwuwYcbaMA9NKEFDCbwDK/w5qTOi/PufCxbS04xcwp/4Hz+AKb7jw8=</latexit>

1

4

<latexit sha1_base64="yoFaloMyF+CuqdM7urxe0k09FoI=">AAAB8XicdVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgQZbdVYzHgBePEcwDkyXMTmaTITOzy8ysEJb8hRcPinj1b7z5N04eQhQtaCiquunuilLOtPG8T6ewsrq2vlHcLG1t7+zulfcPmjrJFKENkvBEtSOsKWeSNgwznLZTRbGIOG1Fo+up33qgSrNE3plxSkOBB5LFjGBjpftuqlkv98+8Sa9c8V1vBuQtkfMgqAbo26rAAvVe+aPbT0gmqDSEY607vpeaMMfKMMLppNTNNE0xGeEB7VgqsaA6zGcXT9CJVfooTpQtadBMXZ7IsdB6LCLbKbAZ6t/eVPzL62QmvgpzJtPMUEnmi+KMI5Og6fuozxQlho8twUQxeysiQ6wwMTak0nII/5Nm4PqXrn97Uam5iziKcATHcAo+VKEGN1CHBhCQ8AjP8OJo58l5dd7mrQVnMXMIP+C8fwECeJBt</latexit>

 1,0

<latexit sha1_base64="OFiUYk3Uj4QRenx4pcJhdfnZUQ8=">AAAB7nicdVDLSgNBEJyNrxhfUY9eBoPgadldJPEY8OIxgnlAsoTZSW8yZPbBTK8QlnyEFw+KePV7vPk3TpIVomhBQ1HVTXdXkEqh0XE+rdLG5tb2Tnm3srd/cHhUPT7p6CRTHNo8kYnqBUyDFDG0UaCEXqqARYGEbjC9WfjdB1BaJPE9zlLwIzaORSg4QyN1B0EmJeCwWnNtZwnq2HXP9RqeIYXybdVIgdaw+jEYJTyLIEYumdZ910nRz5lCwSXMK4NMQ8r4lI2hb2jMItB+vjx3Ti+MMqJhokzFSJfq+kTOIq1nUWA6I4YT/dtbiH95/QzDaz8XcZohxHy1KMwkxYQufqcjoYCjnBnCuBLmVsonTDGOJqHKegj/k45nu3XbvbuqNe0ijjI5I+fkkrikQZrklrRIm3AyJY/kmbxYqfVkvVpvq9aSVcyckh+w3r8AknmPqw==</latexit>•

<latexit sha1_base64="OFiUYk3Uj4QRenx4pcJhdfnZUQ8=">AAAB7nicdVDLSgNBEJyNrxhfUY9eBoPgadldJPEY8OIxgnlAsoTZSW8yZPbBTK8QlnyEFw+KePV7vPk3TpIVomhBQ1HVTXdXkEqh0XE+rdLG5tb2Tnm3srd/cHhUPT7p6CRTHNo8kYnqBUyDFDG0UaCEXqqARYGEbjC9WfjdB1BaJPE9zlLwIzaORSg4QyN1B0EmJeCwWnNtZwnq2HXP9RqeIYXybdVIgdaw+jEYJTyLIEYumdZ910nRz5lCwSXMK4NMQ8r4lI2hb2jMItB+vjx3Ti+MMqJhokzFSJfq+kTOIq1nUWA6I4YT/dtbiH95/QzDaz8XcZohxHy1KMwkxYQufqcjoYCjnBnCuBLmVsonTDGOJqHKegj/k45nu3XbvbuqNe0ijjI5I+fkkrikQZrklrRIm3AyJY/kmbxYqfVkvVpvq9aSVcyckh+w3r8AknmPqw==</latexit>•
<latexit sha1_base64="9b0d6fXbVb2cNrxD3rvEgNpo3pE=">AAAB8XicdVBNSwMxEJ2tX7V+VT16CRbBgyybIq3HghePFewHtkvJptk2NJtdkqxQlv4LLx4U8eq/8ea/MW1XqKIPBh7vzTAzL0gE18bzPp3C2vrG5lZxu7Szu7d/UD48aus4VZS1aCxi1Q2IZoJL1jLcCNZNFCNRIFgnmFzP/c4DU5rH8s5ME+ZHZCR5yCkxVrrvJ5oPMnyBZ4NyBbveAshza1VcrVctyZVvqwI5moPyR38Y0zRi0lBBtO5hLzF+RpThVLBZqZ9qlhA6ISPWs1SSiGk/W1w8Q2dWGaIwVrakQQt1dSIjkdbTKLCdETFj/dubi395vdSEV37GZZIaJulyUZgKZGI0fx8NuWLUiKklhCpub0V0TBShxoZUWg3hf9Kuurjm4tvLSsPN4yjCCZzCOWCoQwNuoAktoCDhEZ7hxdHOk/PqvC1bC04+cww/4Lx/AQpkkHI=</latexit>

 1,1

<latexit sha1_base64="xiTuJfrMJgQy+YfTm/lyO5vsrJ8=">AAAB7nicdZDLSgMxFIbP1Futt6pLN8EiuBoybWnrruDGZQV7gXYomTTThmYyQ5IRSulDuHGhiFufx51vY6atoKI/BD7+cw455w8SwbXB+MPJbWxube/kdwt7+weHR8Xjk46OU0VZm8YiVr2AaCa4ZG3DjWC9RDESBYJ1g+l1Vu/eM6V5LO/MLGF+RMaSh5wSY63uIFSEVqrDYgm7GFe8egVlUPYaeAm4hq+Ql4FVCdZqDYvvg1FM04hJQwXRuu/hxPhzogyngi0Kg1SzhNApGbO+RUkipv35ct0FurDOCIWxsk8atHS/T8xJpPUsCmxnRMxE/65l5l+1fmrChj/nMkkNk3T1UZgKZGKU3Y5GXDFqxMwCoYrbXRGdEJuAsQkVbAhfl6L/oVN2vZrr3VZLTXcdRx7O4BwuwYM6NOEGWtAGClN4gCd4dhLn0XlxXletOWc9cwo/5Lx9AuOqjzk=</latexit>

3

4

<latexit sha1_base64="dORlykD6zTUNcn8dBHyEA6dN52A=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4ComIeix48diC/YA2lM120q7dbMLuRiihv8CLB0W8+pO8+W/ctjlo64OBx3szzMwLU8G18bxvZ219Y3Nru7RT3t3bPzisHB23dJIphk2WiER1QqpRcIlNw43ATqqQxqHAdji+m/ntJ1SaJ/LBTFIMYjqUPOKMGis1vH6l6rneHGSV+AWpQoF6v/LVGyQsi1EaJqjWXd9LTZBTZTgTOC33Mo0pZWM6xK6lksaog3x+6JScW2VAokTZkobM1d8TOY21nsSh7YypGellbyb+53UzE90GOZdpZlCyxaIoE8QkZPY1GXCFzIiJJZQpbm8lbEQVZcZmU7Yh+Msvr5LWpetfu37jqlpzizhKcApncAE+3EAN7qEOTWCA8Ayv8OY8Oi/Ou/OxaF1zipkT+APn8wd1DYym</latexit>

0
<latexit sha1_base64="7qW6gGUJOLTOSNYX8MIz3XFhFms=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4ComIeix48diC/YA2lM120q7dbMLuRiihv8CLB0W8+pO8+W/ctjlo64OBx3szzMwLU8G18bxvZ219Y3Nru7RT3t3bPzisHB23dJIphk2WiER1QqpRcIlNw43ATqqQxqHAdji+m/ntJ1SaJ/LBTFIMYjqUPOKMGis1/H6l6rneHGSV+AWpQoF6v/LVGyQsi1EaJqjWXd9LTZBTZTgTOC33Mo0pZWM6xK6lksaog3x+6JScW2VAokTZkobM1d8TOY21nsSh7YypGellbyb+53UzE90GOZdpZlCyxaIoE8QkZPY1GXCFzIiJJZQpbm8lbEQVZcZmU7Yh+Msvr5LWpetfu37jqlpzizhKcApncAE+3EAN7qEOTWCA8Ayv8OY8Oi/Ou/OxaF1zipkT+APn8wd2kYyn</latexit>

1

<latexit sha1_base64="JQnTIv3EYN7UY9HR0JMSrHa6SjE=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0iKqMeCF48t2A9oQ9lsJ+3azSbsboRS+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8MBVcG8/7dgobm1vbO8Xd0t7+weFR+fikpZNMMWyyRCSqE1KNgktsGm4EdlKFNA4FtsPx3dxvP6HSPJEPZpJiENOh5BFn1FipUe2XK57rLUDWiZ+TCuSo98tfvUHCshilYYJq3fW91ARTqgxnAmelXqYxpWxMh9i1VNIYdTBdHDojF1YZkChRtqQhC/X3xJTGWk/i0HbG1Iz0qjcX//O6mYlugymXaWZQsuWiKBPEJGT+NRlwhcyIiSWUKW5vJWxEFWXGZlOyIfirL6+TVtX1r12/cVWpuXkcRTiDc7gEH26gBvdQhyYwQHiGV3hzHp0X5935WLYWnHzmFP7A+fwBeBWMqA==</latexit>

2

<latexit sha1_base64="yg3QwXEzpN47zSwv38jkJFGQX1c=">AAAB6XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBiyEpoh4LXjxWsR/QhrLZTtqlm03Y3Qil9B948aCIV/+RN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5YSq4Np737RTW1jc2t4rbpZ3dvf2D8uFRUyeZYthgiUhUO6QaBZfYMNwIbKcKaRwKbIWj25nfekKleSIfzTjFIKYDySPOqLHSw0W1V654rjcHWSV+TiqQo94rf3X7CctilIYJqnXH91ITTKgynAmclrqZxpSyER1gx1JJY9TBZH7plJxZpU+iRNmShszV3xMTGms9jkPbGVMz1MveTPzP62QmugkmXKaZQckWi6JMEJOQ2dukzxUyI8aWUKa4vZWwIVWUGRtOyYbgL7+8SppV179y/fvLSs3N4yjCCZzCOfhwDTW4gzo0gEEEz/AKb87IeXHenY9Fa8HJZ47hD5zPH+FajN8=</latexit>�2

<latexit sha1_base64="Pn0aUp51hwNdhdIde6aZYaiCj74=">AAAB7nicdVDJSgNBEK2JW4xb1KOXxiB4GmZE1GPAi8cIZoFkCD2dStKkZ6G7RghDPsKLB0W8+j3e/Bs7ixC3BwWP96qoqhemShryvA+nsLK6tr5R3Cxtbe/s7pX3DxomybTAukhUolshN6hkjHWSpLCVauRRqLAZjq6nfvMetZFJfEfjFIOID2LZl4KTlZqdMFMKqVuu+K43A/N+kS+rAgvUuuX3Ti8RWYQxCcWNafteSkHONUmhcFLqZAZTLkZ8gG1LYx6hCfLZuRN2YpUe6yfaVkxspi5P5DwyZhyFtjPiNDQ/van4l9fOqH8V5DJOM8JYzBf1M8UoYdPfWU9qFKTGlnChpb2ViSHXXJBNqLQcwv+kceb6F65/e16puos4inAEx3AKPlxCFW6gBnUQMIIHeIJnJ3UenRfndd5acBYzh/ANztsndYWPlw==</latexit>•

<latexit sha1_base64="Pn0aUp51hwNdhdIde6aZYaiCj74=">AAAB7nicdVDJSgNBEK2JW4xb1KOXxiB4GmZE1GPAi8cIZoFkCD2dStKkZ6G7RghDPsKLB0W8+j3e/Bs7ixC3BwWP96qoqhemShryvA+nsLK6tr5R3Cxtbe/s7pX3DxomybTAukhUolshN6hkjHWSpLCVauRRqLAZjq6nfvMetZFJfEfjFIOID2LZl4KTlZqdMFMKqVuu+K43A/N+kS+rAgvUuuX3Ti8RWYQxCcWNafteSkHONUmhcFLqZAZTLkZ8gG1LYx6hCfLZuRN2YpUe6yfaVkxspi5P5DwyZhyFtjPiNDQ/van4l9fOqH8V5DJOM8JYzBf1M8UoYdPfWU9qFKTGlnChpb2ViSHXXJBNqLQcwv+kceb6F65/e16puos4inAEx3AKPlxCFW6gBnUQMIIHeIJnJ3UenRfndd5acBYzh/ANztsndYWPlw==</latexit>•

<latexit sha1_base64="gSWp7LGq9Am5ybm7FQEhkbs46TE=">AAAB7nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0iKqMeCF48V7Ae0oWy2k3bpZhN2N0IJ/RFePCji1d/jzX/jts1BWx8MPN6bYWZemAqujed9O6WNza3tnfJuZW//4PCoenzS1kmmGLZYIhLVDalGwSW2DDcCu6lCGocCO+Hkbu53nlBpnshHM00xiOlI8ogzaqzU6UeKMr8+qNY811uArBO/IDUo0BxUv/rDhGUxSsME1brne6kJcqoMZwJnlX6mMaVsQkfYs1TSGHWQL86dkQurDEmUKFvSkIX6eyKnsdbTOLSdMTVjverNxf+8Xmai2yDnMs0MSrZcFGWCmITMfydDrpAZMbWEMsXtrYSNqU3A2IQqNgR/9eV10q67/rXrP1zVGm4RRxnO4BwuwYcbaMA9NKEFDCbwDK/w5qTOi/PufCxbS04xcwp/4Hz+AKPzjw0=</latexit>

1

2

<latexit sha1_base64="rxb/rEpJ3+bsyes/xSjZv0WaFyE=">AAAB7nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0ikqMeCF48V7Ae0oWy2k3bpZhN2N0IJ/RFePCji1d/jzX/jts1BWx8MPN6bYWZemAqujed9O6WNza3tnfJuZW//4PCoenzS1kmmGLZYIhLVDalGwSW2DDcCu6lCGocCO+Hkbu53nlBpnshHM00xiOlI8ogzaqzU6UeKMr8+qNY811uArBO/IDUo0BxUv/rDhGUxSsME1brne6kJcqoMZwJnlX6mMaVsQkfYs1TSGHWQL86dkQurDEmUKFvSkIX6eyKnsdbTOLSdMTVjverNxf+8Xmai2yDnMs0MSrZcFGWCmITMfydDrpAZMbWEMsXtrYSNqU3A2IQqNgR/9eV10r5y/WvXf6jXGm4RRxnO4BwuwYcbaMA9NKEFDCbwDK/w5qTOi/PufCxbS04xcwp/4Hz+AKb7jw8=</latexit>

1

4

<latexit sha1_base64="UTArM6KPKwFGOvgxuJ9BTJR10uE=">AAAB8XicdVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgQZbdVYzHgBePEcwDkyXMTmaTITOzy8ysEJb8hRcPinj1b7z5N04eQhQtaCiquunuilLOtPG8T6ewsrq2vlHcLG1t7+zulfcPmjrJFKENkvBEtSOsKWeSNgwznLZTRbGIOG1Fo+up33qgSrNE3plxSkOBB5LFjGBjpftuqlkvD868Sa9c8V1vBuQtkfMgqAbo26rAAvVe+aPbT0gmqDSEY607vpeaMMfKMMLppNTNNE0xGeEB7VgqsaA6zGcXT9CJVfooTpQtadBMXZ7IsdB6LCLbKbAZ6t/eVPzL62QmvgpzJtPMUEnmi+KMI5Og6fuozxQlho8twUQxeysiQ6wwMTak0nII/5Nm4PqXrn97Uam5iziKcATHcAo+VKEGN1CHBhCQ8AjP8OJo58l5dd7mrQVnMXMIP+C8fwED/5Bu</latexit>

 2,0

<latexit sha1_base64="OFiUYk3Uj4QRenx4pcJhdfnZUQ8=">AAAB7nicdVDLSgNBEJyNrxhfUY9eBoPgadldJPEY8OIxgnlAsoTZSW8yZPbBTK8QlnyEFw+KePV7vPk3TpIVomhBQ1HVTXdXkEqh0XE+rdLG5tb2Tnm3srd/cHhUPT7p6CRTHNo8kYnqBUyDFDG0UaCEXqqARYGEbjC9WfjdB1BaJPE9zlLwIzaORSg4QyN1B0EmJeCwWnNtZwnq2HXP9RqeIYXybdVIgdaw+jEYJTyLIEYumdZ910nRz5lCwSXMK4NMQ8r4lI2hb2jMItB+vjx3Ti+MMqJhokzFSJfq+kTOIq1nUWA6I4YT/dtbiH95/QzDaz8XcZohxHy1KMwkxYQufqcjoYCjnBnCuBLmVsonTDGOJqHKegj/k45nu3XbvbuqNe0ijjI5I+fkkrikQZrklrRIm3AyJY/kmbxYqfVkvVpvq9aSVcyckh+w3r8AknmPqw==</latexit>•

<latexit sha1_base64="OFiUYk3Uj4QRenx4pcJhdfnZUQ8=">AAAB7nicdVDLSgNBEJyNrxhfUY9eBoPgadldJPEY8OIxgnlAsoTZSW8yZPbBTK8QlnyEFw+KePV7vPk3TpIVomhBQ1HVTXdXkEqh0XE+rdLG5tb2Tnm3srd/cHhUPT7p6CRTHNo8kYnqBUyDFDG0UaCEXqqARYGEbjC9WfjdB1BaJPE9zlLwIzaORSg4QyN1B0EmJeCwWnNtZwnq2HXP9RqeIYXybdVIgdaw+jEYJTyLIEYumdZ910nRz5lCwSXMK4NMQ8r4lI2hb2jMItB+vjx3Ti+MMqJhokzFSJfq+kTOIq1nUWA6I4YT/dtbiH95/QzDaz8XcZohxHy1KMwkxYQufqcjoYCjnBnCuBLmVsonTDGOJqHKegj/k45nu3XbvbuqNe0ijjI5I+fkkrikQZrklrRIm3AyJY/kmbxYqfVkvVpvq9aSVcyckh+w3r8AknmPqw==</latexit>•

<latexit sha1_base64="xiTuJfrMJgQy+YfTm/lyO5vsrJ8=">AAAB7nicdZDLSgMxFIbP1Futt6pLN8EiuBoybWnrruDGZQV7gXYomTTThmYyQ5IRSulDuHGhiFufx51vY6atoKI/BD7+cw455w8SwbXB+MPJbWxube/kdwt7+weHR8Xjk46OU0VZm8YiVr2AaCa4ZG3DjWC9RDESBYJ1g+l1Vu/eM6V5LO/MLGF+RMaSh5wSY63uIFSEVqrDYgm7GFe8egVlUPYaeAm4hq+Ql4FVCdZqDYvvg1FM04hJQwXRuu/hxPhzogyngi0Kg1SzhNApGbO+RUkipv35ct0FurDOCIWxsk8atHS/T8xJpPUsCmxnRMxE/65l5l+1fmrChj/nMkkNk3T1UZgKZGKU3Y5GXDFqxMwCoYrbXRGdEJuAsQkVbAhfl6L/oVN2vZrr3VZLTXcdRx7O4BwuwYM6NOEGWtAGClN4gCd4dhLn0XlxXletOWc9cwo/5Lx9AuOqjzk=</latexit>

3

4

<latexit sha1_base64="Pn0aUp51hwNdhdIde6aZYaiCj74=">AAAB7nicdVDJSgNBEK2JW4xb1KOXxiB4GmZE1GPAi8cIZoFkCD2dStKkZ6G7RghDPsKLB0W8+j3e/Bs7ixC3BwWP96qoqhemShryvA+nsLK6tr5R3Cxtbe/s7pX3DxomybTAukhUolshN6hkjHWSpLCVauRRqLAZjq6nfvMetZFJfEfjFIOID2LZl4KTlZqdMFMKqVuu+K43A/N+kS+rAgvUuuX3Ti8RWYQxCcWNafteSkHONUmhcFLqZAZTLkZ8gG1LYx6hCfLZuRN2YpUe6yfaVkxspi5P5DwyZhyFtjPiNDQ/van4l9fOqH8V5DJOM8JYzBf1M8UoYdPfWU9qFKTGlnChpb2ViSHXXJBNqLQcwv+kceb6F65/e16puos4inAEx3AKPlxCFW6gBnUQMIIHeIJnJ3UenRfndd5acBYzh/ANztsndYWPlw==</latexit>•

<latexit sha1_base64="yV3r/7lQHDXLI3prU94VRqJCbWI=">AAAB7nicdVDJSgNBEO1xjXGLevTSGARPw0yMJrkFvHiMYBZIhtDTqUma9Cx01whhyEd48aCIV7/Hm39jZxGi6IOCx3tVVNXzEyk0Os6ntba+sbm1ndvJ7+7tHxwWjo5bOk4VhyaPZaw6PtMgRQRNFCihkyhgoS+h7Y9vZn77AZQWcXSPkwS8kA0jEQjO0Ejtnp9KCdgvFF3bmYM6drniXFVKhlRrzmWtSr+tIlmi0S989AYxT0OIkEumddd1EvQyplBwCdN8L9WQMD5mQ+gaGrEQtJfNz53Sc6MMaBArUxHSubo6kbFQ60nom86Q4Uj/9mbiX143xaDqZSJKUoSILxYFqaQY09nvdCAUcJQTQxhXwtxK+YgpxtEklF8N4X/SKtnute3elYt1exlHjpySM3JBXFIhdXJLGqRJOBmTR/JMXqzEerJerbdF65q1nDkhP2C9fwHN9I/V</latexit>•

<latexit sha1_base64="yV3r/7lQHDXLI3prU94VRqJCbWI=">AAAB7nicdVDJSgNBEO1xjXGLevTSGARPw0yMJrkFvHiMYBZIhtDTqUma9Cx01whhyEd48aCIV7/Hm39jZxGi6IOCx3tVVNXzEyk0Os6ntba+sbm1ndvJ7+7tHxwWjo5bOk4VhyaPZaw6PtMgRQRNFCihkyhgoS+h7Y9vZn77AZQWcXSPkwS8kA0jEQjO0Ejtnp9KCdgvFF3bmYM6drniXFVKhlRrzmWtSr+tIlmi0S989AYxT0OIkEumddd1EvQyplBwCdN8L9WQMD5mQ+gaGrEQtJfNz53Sc6MMaBArUxHSubo6kbFQ60nom86Q4Uj/9mbiX143xaDqZSJKUoSILxYFqaQY09nvdCAUcJQTQxhXwtxK+YgpxtEklF8N4X/SKtnute3elYt1exlHjpySM3JBXFIhdXJLGqRJOBmTR/JMXqzEerJerbdF65q1nDkhP2C9fwHN9I/V</latexit>• <latexit sha1_base64="HRyvdjtDZN5pMPRtU+W95CGyyS0=">AAAB7nicdVDLSsNAFJ34rPVVdelmsAiuQtKmr13BjcsK9gFtKJPpTTt0MgkzE6GEfoQbF4q49Xvc+TdOH4KKHrhwOOde7r0nSDhT2nE+rI3Nre2d3dxefv/g8Oi4cHLaUXEqKbRpzGPZC4gCzgS0NdMceokEEgUcusH0euF370EqFos7PUvAj8hYsJBRoo3UHQQp56CHhaJjew2nWi9hxy43HM+tGNKolSsVD7u2s0QRrdEaFt4Ho5imEQhNOVGq7zqJ9jMiNaMc5vlBqiAhdErG0DdUkAiUny3PneNLo4xwGEtTQuOl+n0iI5FSsygwnRHRE/XbW4h/ef1Uh3U/YyJJNQi6WhSmHOsYL37HIyaBaj4zhFDJzK2YTogkVJuE8iaEr0/x/6RTst2q7d56xaa9jiOHztEFukIuqqEmukEt1EYUTdEDekLPVmI9Wi/W66p1w1rPnKEfsN4+Ae2Kj+o=</latexit>•

<latexit sha1_base64="HRyvdjtDZN5pMPRtU+W95CGyyS0=">AAAB7nicdVDLSsNAFJ34rPVVdelmsAiuQtKmr13BjcsK9gFtKJPpTTt0MgkzE6GEfoQbF4q49Xvc+TdOH4KKHrhwOOde7r0nSDhT2nE+rI3Nre2d3dxefv/g8Oi4cHLaUXEqKbRpzGPZC4gCzgS0NdMceokEEgUcusH0euF370EqFos7PUvAj8hYsJBRoo3UHQQp56CHhaJjew2nWi9hxy43HM+tGNKolSsVD7u2s0QRrdEaFt4Ho5imEQhNOVGq7zqJ9jMiNaMc5vlBqiAhdErG0DdUkAiUny3PneNLo4xwGEtTQuOl+n0iI5FSsygwnRHRE/XbW4h/ef1Uh3U/YyJJNQi6WhSmHOsYL37HIyaBaj4zhFDJzK2YTogkVJuE8iaEr0/x/6RTst2q7d56xaa9jiOHztEFukIuqqEmukEt1EYUTdEDekLPVmI9Wi/W66p1w1rPnKEfsN4+Ae2Kj+o=</latexit>•
<latexit sha1_base64="D/LHX5tQh4bHA0QB5RnW578Mzs4=">AAAB8XicdVBNS8NAEJ3Ur1o/WvXoZbEIHiQkpa09Frx4rGA/sA1ls920SzebsLsRSui/8OJBEa/+G2/+G7dthCr6YODx3gwz8/yYM6Ud59PKbWxube/kdwt7+weHxdLRcUdFiSS0TSIeyZ6PFeVM0LZmmtNeLCkOfU67/vR64XcfqFQsEnd6FlMvxGPBAkawNtL9IFZsmFYu3fmwVHZtZwnk2LVqrVGvGZIp31YZMrSGpY/BKCJJSIUmHCvVd51YeymWmhFO54VBomiMyRSPad9QgUOqvHR58RydG2WEgkiaEhot1fWJFIdKzULfdIZYT9RvbyH+5fUTHTS8lIk40VSQ1aIg4UhHaPE+GjFJieYzQzCRzNyKyARLTLQJqbAewv+kU7Hduu3eVstNO4sjD6dwBhfgwhU04QZa0AYCAh7hGV4sZT1Zr9bbqjVnZTMn8APW+xcetZCA</latexit>

 2,1
<latexit sha1_base64="JJnHcgHpxTy449sYknafRITKAqA=">AAAB8XicdVDJSgNBEK2JW4xb1KOXxiB4kGEmm+YW8OIxglkwGUJPpydp0tMzdPcIYchfePGgiFf/xpt/Y2cRouiDgsd7VVTV82POlHacTyuztr6xuZXdzu3s7u0f5A+PWipKJKFNEvFIdnysKGeCNjXTnHZiSXHoc9r2x9czv/1ApWKRuNOTmHohHgoWMIK1ke57sWL9tHhRnPbzBdd25kCOXa6UnVLRkFqpUq3U0LdVgCUa/fxHbxCRJKRCE46V6rpOrL0US80Ip9NcL1E0xmSMh7RrqMAhVV46v3iKzowyQEEkTQmN5urqRIpDpSahbzpDrEfqtzcT//K6iQ6uvJSJONFUkMWiIOFIR2j2PhowSYnmE0MwkczcisgIS0y0CSm3GsL/pFW03art3pYLdXsZRxZO4BTOwYVLqMMNNKAJBAQ8wjO8WMp6sl6tt0VrxlrOHMMPWO9fPs+Qlw==</latexit>

 2,2
<latexit sha1_base64="SvcE3nbuLNXawAWx+LY7EJA/k6A=">AAAB8XicdVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBg4QkjW29Fbx4rGBbsQ1ls922SzebsLsRSui/8OJBEa/+G2/+G7cfgoo+GHi8N8PMvDDhTGnH+bByK6tr6xv5zcLW9s7uXnH/oKXiVBLaJDGP5W2IFeVM0KZmmtPbRFIchZy2w/HlzG/fU6lYLG70JKFBhIeCDRjB2kh33USxXuadlae9Ysmx/bLn1jxkiFOpls8Nuah6vu8i13bmKMESjV7xvduPSRpRoQnHSnVcJ9FBhqVmhNNpoZsqmmAyxkPaMVTgiKogm188RSdG6aNBLE0Jjebq94kMR0pNotB0RliP1G9vJv7ldVI9qAUZE0mqqSCLRYOUIx2j2fuozyQlmk8MwUQycysiIywx0Sakggnh61P0P2l5tlux3Wu/VLeXceThCI7hFFyoQh2uoAFNICDgAZ7g2VLWo/VivS5ac9Zy5hB+wHr7BFiEkKg=</latexit>

 2,3

Figure 3. Graphe des fonctions ψj,k définies dans l’exercice 2. Attention : l’échelle des
ordonnées n’est pas la même sur les deux figures.

• Montrons à présent que la famille {ϕ} ∪ {ψj,k} j∈N
0≤k≤2j−1

est une famille orthonormale de L2([0, 1]).

Tout d’abord, un calcul en tout point semblable à celui de la question (i) révèle que ||ϕ|| = 1 et que les
fonctions ϕ et ψj,k sont orthogonales pour j ∈ N et k = 0, . . . , 2j − 1 (voir (9)).

Soit deux indices (j, k) et (j′, k′). Si j 6= j′, on peut supposer sans perte de généralité que j < j′. Au
vu de l’expression explicite donnée par la formule (8), la fonction ψj,k est constante sur chaque intervalle

8



de la forme Ij′,l =
(

l
2j′
, l+1
2j′

)
, pour l = 0, . . . , 2j

′ − 1 (elle y prend la valeur 2
j
2 ou −2

j
2 ). Ainsi, on obtient

immédiatement

〈ψj,k, ψj′,k′〉 =

∫ 1

0

ψj,k(x)︸ ︷︷ ︸
constante sur Ij′,k′

ψj′,k′(x)︸ ︷︷ ︸
à support dans I

j′,k′
et à moyenne nulle

dx = 0 dès que j 6= j′.

Si maintenant on a j = j′, mais k 6= k′, on voit, toujours par la formule (8) que les supports Ij,k et Ij′,k′ de
ψj,k et ψj,k′ sont disjoints, et donc :

〈ψj,k, ψj′,k′〉 = 0 si (j, k) 6= (j′, k′).

Enfin, dans le cas où (j, k) = (j′, k′), on obtient

||ψj,k||2 = 〈ψj,k, ψj,k〉 =

∫ 1

0

2jψ(2jx− k)2 dx = 2j
∫ k+1

2j

k

2j

1 dx =
2j

2j
= 1.

Ainsi, la famille {ϕ} ∪ {ψj,k} j∈N
0≤k≤2j−1

est une famille orthonormale de L2([0, 1]).

• Un autre fait important est le suivant : pour J ≥ 0 donné, la famille {ϕ} ∪ {ψj,k} j≤J−1

0≤k≤2j−1

est une base

(orthonormale) de l’espace vectoriel de dimension finie VJ ⊂ L2([0, 1]) défini par

VJ =

{
f ∈ L2([0, 1]), f est constante sur tous les intervalles IJ,l =

(
l

2J
,
l + 1

2J

)
l = 0, . . . , 2J − 1

}
.

Grossièrement, la famille {ϕ} ∪ {ψ0,0} permet d’engendrer toutes les fonctions f ∈ V1 constantes sur (0, 12 )

et ( 1
2 , 1) puisque

1

2
(ϕ(x) + ψ0,0(x)) =

{
1 si x ∈ (0, 12 ),
0 sinon,

et
1

2
(ϕ(x)− ψ0,0(x)) =

{
0 si x ∈ (0, 12 ),
1 sinon.

De même, la famille {ϕ} ∪ {ψ0,0, ψ1,0, ψ1,1} permet d’engendrer toutes les fonctions f ∈ V2, constantes sur
chacun des quatre intervalles (0, 14 ), ( 1

4 ,
1
2 ), ( 1

2 ,
3
4 ), ( 3

4 , 1) ; par exemple :

1

2

(
1

2
(ϕ(x) + ψ0,0(x)) +

1√
2
ψ1,0(x)

)
=

{
1 si x ∈ (0, 14 ),
0 sinon.

Rigoureusement, la propriété énoncée plus haut se vérifie par une récurrence immédiate.
Notons qu’une autre base orthonormale de l’espace VJ , peut-être plus naturelle que celle {ϕ}∪{ψj,k} j≤J−1

0≤k≤2j−1

que nous venons d’exhiber, est donnée par la famille {ζJ,l}l=0,...,2J−1 définie par

ζJ,l(x) = 2
J
2 1( l

2J
, l+1

2J
)(x) =

{
2
J
2 si x ∈

(
l
2J
, l+1

2J

)
,

0 sinon.

Ces fonctions ζj,k sont tracées sur la Figure 4 pour les valeurs j = 1, 2.
Il est utile pour la suite d’observer les relations suivantes, qui découlent directement des définitions des

fonctions ψj,k et ζj,k :

(10) ϕ = ζ0,0 et ψj,k =
1√
2

(ζj+1,2k − ζj+1,2k+1), j ∈ N, 0 ≤ k ≤ 2j − 1,

et

(11) ζj,k =
1√
2

(ζj+1,2k + ζj+1,2k+1), j ∈ N, 0 ≤ k ≤ 2j − 1.

Nous pouvons à présent montrer que la famille {ϕ} ∪ {ψj,k} j∈N
0≤k≤2j−1

est une base Hilbertienne de L2([0, 1]).
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<latexit sha1_base64="dORlykD6zTUNcn8dBHyEA6dN52A=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4ComIeix48diC/YA2lM120q7dbMLuRiihv8CLB0W8+pO8+W/ctjlo64OBx3szzMwLU8G18bxvZ219Y3Nru7RT3t3bPzisHB23dJIphk2WiER1QqpRcIlNw43ATqqQxqHAdji+m/ntJ1SaJ/LBTFIMYjqUPOKMGis1vH6l6rneHGSV+AWpQoF6v/LVGyQsi1EaJqjWXd9LTZBTZTgTOC33Mo0pZWM6xK6lksaog3x+6JScW2VAokTZkobM1d8TOY21nsSh7YypGellbyb+53UzE90GOZdpZlCyxaIoE8QkZPY1GXCFzIiJJZQpbm8lbEQVZcZmU7Yh+Msvr5LWpetfu37jqlpzizhKcApncAE+3EAN7qEOTWCA8Ayv8OY8Oi/Ou/OxaF1zipkT+APn8wd1DYym</latexit>

0
<latexit sha1_base64="7qW6gGUJOLTOSNYX8MIz3XFhFms=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4ComIeix48diC/YA2lM120q7dbMLuRiihv8CLB0W8+pO8+W/ctjlo64OBx3szzMwLU8G18bxvZ219Y3Nru7RT3t3bPzisHB23dJIphk2WiER1QqpRcIlNw43ATqqQxqHAdji+m/ntJ1SaJ/LBTFIMYjqUPOKMGis1/H6l6rneHGSV+AWpQoF6v/LVGyQsi1EaJqjWXd9LTZBTZTgTOC33Mo0pZWM6xK6lksaog3x+6JScW2VAokTZkobM1d8TOY21nsSh7YypGellbyb+53UzE90GOZdpZlCyxaIoE8QkZPY1GXCFzIiJJZQpbm8lbEQVZcZmU7Yh+Msvr5LWpetfu37jqlpzizhKcApncAE+3EAN7qEOTWCA8Ayv8OY8Oi/Ou/OxaF1zipkT+APn8wd2kYyn</latexit>

1
<latexit sha1_base64="gSWp7LGq9Am5ybm7FQEhkbs46TE=">AAAB7nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0iKqMeCF48V7Ae0oWy2k3bpZhN2N0IJ/RFePCji1d/jzX/jts1BWx8MPN6bYWZemAqujed9O6WNza3tnfJuZW//4PCoenzS1kmmGLZYIhLVDalGwSW2DDcCu6lCGocCO+Hkbu53nlBpnshHM00xiOlI8ogzaqzU6UeKMr8+qNY811uArBO/IDUo0BxUv/rDhGUxSsME1brne6kJcqoMZwJnlX6mMaVsQkfYs1TSGHWQL86dkQurDEmUKFvSkIX6eyKnsdbTOLSdMTVjverNxf+8Xmai2yDnMs0MSrZcFGWCmITMfydDrpAZMbWEMsXtrYSNqU3A2IQqNgR/9eV10q67/rXrP1zVGm4RRxnO4BwuwYcbaMA9NKEFDCbwDK/w5qTOi/PufCxbS04xcwp/4Hz+AKPzjw0=</latexit>

1

2

<latexit sha1_base64="3bUtag7XFrWujvX8czIZsXlpDu0=">AAAB8nicdVDJSgNBEK2JW4xb1KOXxiB4kDAjoh4DXjxGMAtMhtDT6Uma9PQM3TVCHPIZXjwo4tWv8ebf2FmEuD0oeLxXRVW9MJXCoOt+OIWl5ZXVteJ6aWNza3unvLvXNEmmGW+wRCa6HVLDpVC8gQIlb6ea0ziUvBUOryZ+645rIxJ1i6OUBzHtKxEJRtFKfueeI+3m3ok77pYrXtWdgri/yJdVgTnq3fJ7p5ewLOYKmaTG+J6bYpBTjYJJPi51MsNTyoa0z31LFY25CfLpyWNyZJUeiRJtSyGZqosTOY2NGcWh7YwpDsxPbyL+5fkZRpdBLlSaIVdstijKJMGETP4nPaE5QzmyhDIt7K2EDaimDG1KpcUQ/ifN06p3XvVuziq16jyOIhzAIRyDBxdQg2uoQwMYJPAAT/DsoPPovDivs9aCM5/Zh29w3j4BsqaQzw==</latexit>

⇣1,0
<latexit sha1_base64="xamIxT1SXIOx3DY+ZM+ECQAbB48=">AAAB8nicdVDJSgNBEO2JW4xb1KOXxiB4kGEmTrZbwIvHCGaByRB6Oj1Jk56F7hohDvkMLx4U8erXePNv7CyCij4oeLxXRVU9PxFcgWV9GLm19Y3Nrfx2YWd3b/+geHjUUXEqKWvTWMSy5xPFBI9YGzgI1kskI6EvWNefXM397h2TisfRLUwT5oVkFPGAUwJacvv3DMggsy/s2aBYsky7UnVqDWyZZadcd2qaNCqXFaeMbdNaoIRWaA2K7/1hTNOQRUAFUcq1rQS8jEjgVLBZoZ8qlhA6ISPmahqRkCkvW5w8w2daGeIglroiwAv1+0RGQqWmoa87QwJj9dubi395bgpB3ct4lKTAIrpcFKQCQ4zn/+Mhl4yCmGpCqOT6VkzHRBIKOqWCDuHrU/w/6ZRNu2raN06paa7iyKMTdIrOkY1qqImuUQu1EUUxekBP6NkA49F4MV6XrTljNXOMfsB4+wQwtJEm</latexit>

⇣1,1
<latexit sha1_base64="O+gAc5bQnZX23bzRagwMtGYFq5Q=">AAAB7nicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4CkkR9Vjw4rGC/YA2lM120y7dbOLuRCihP8KLB0W8+nu8+W/ctjlo64OBx3szzMwLUykMet63s7a+sbm1Xdop7+7tHxxWjo5bJsk0402WyER3Qmq4FIo3UaDknVRzGoeSt8Px7cxvP3FtRKIecJLyIKZDJSLBKFqp3TOPGkmtX6l6rjcHWSV+QapQoNGvfPUGCctirpBJakzX91IMcqpRMMmn5V5meErZmA5511JFY26CfH7ulJxbZUCiRNtSSObq74mcxsZM4tB2xhRHZtmbif953QyjmyAXKs2QK7ZYFGWSYEJmv5OB0JyhnFhCmRb2VsJGVFOGNqGyDcFffnmVtGquf+X695fVulvEUYJTOIML8OEa6nAHDWgCgzE8wyu8Oanz4rw7H4vWNaeYOYE/cD5/ANBojyo=</latexit>p

2

<latexit sha1_base64="dORlykD6zTUNcn8dBHyEA6dN52A=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4ComIeix48diC/YA2lM120q7dbMLuRiihv8CLB0W8+pO8+W/ctjlo64OBx3szzMwLU8G18bxvZ219Y3Nru7RT3t3bPzisHB23dJIphk2WiER1QqpRcIlNw43ATqqQxqHAdji+m/ntJ1SaJ/LBTFIMYjqUPOKMGis1vH6l6rneHGSV+AWpQoF6v/LVGyQsi1EaJqjWXd9LTZBTZTgTOC33Mo0pZWM6xK6lksaog3x+6JScW2VAokTZkobM1d8TOY21nsSh7YypGellbyb+53UzE90GOZdpZlCyxaIoE8QkZPY1GXCFzIiJJZQpbm8lbEQVZcZmU7Yh+Msvr5LWpetfu37jqlpzizhKcApncAE+3EAN7qEOTWCA8Ayv8OY8Oi/Ou/OxaF1zipkT+APn8wd1DYym</latexit>

0
<latexit sha1_base64="7qW6gGUJOLTOSNYX8MIz3XFhFms=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4ComIeix48diC/YA2lM120q7dbMLuRiihv8CLB0W8+pO8+W/ctjlo64OBx3szzMwLU8G18bxvZ219Y3Nru7RT3t3bPzisHB23dJIphk2WiER1QqpRcIlNw43ATqqQxqHAdji+m/ntJ1SaJ/LBTFIMYjqUPOKMGis1/H6l6rneHGSV+AWpQoF6v/LVGyQsi1EaJqjWXd9LTZBTZTgTOC33Mo0pZWM6xK6lksaog3x+6JScW2VAokTZkobM1d8TOY21nsSh7YypGellbyb+53UzE90GOZdpZlCyxaIoE8QkZPY1GXCFzIiJJZQpbm8lbEQVZcZmU7Yh+Msvr5LWpetfu37jqlpzizhKcApncAE+3EAN7qEOTWCA8Ayv8OY8Oi/Ou/OxaF1zipkT+APn8wd2kYyn</latexit>

1

<latexit sha1_base64="JQnTIv3EYN7UY9HR0JMSrHa6SjE=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0iKqMeCF48t2A9oQ9lsJ+3azSbsboRS+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8MBVcG8/7dgobm1vbO8Xd0t7+weFR+fikpZNMMWyyRCSqE1KNgktsGm4EdlKFNA4FtsPx3dxvP6HSPJEPZpJiENOh5BFn1FipUe2XK57rLUDWiZ+TCuSo98tfvUHCshilYYJq3fW91ARTqgxnAmelXqYxpWxMh9i1VNIYdTBdHDojF1YZkChRtqQhC/X3xJTGWk/i0HbG1Iz0qjcX//O6mYlugymXaWZQsuWiKBPEJGT+NRlwhcyIiSWUKW5vJWxEFWXGZlOyIfirL6+TVtX1r12/cVWpuXkcRTiDc7gEH26gBvdQhyYwQHiGV3hzHp0X5935WLYWnHzmFP7A+fwBeBWMqA==</latexit>

2

<latexit sha1_base64="gSWp7LGq9Am5ybm7FQEhkbs46TE=">AAAB7nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0iKqMeCF48V7Ae0oWy2k3bpZhN2N0IJ/RFePCji1d/jzX/jts1BWx8MPN6bYWZemAqujed9O6WNza3tnfJuZW//4PCoenzS1kmmGLZYIhLVDalGwSW2DDcCu6lCGocCO+Hkbu53nlBpnshHM00xiOlI8ogzaqzU6UeKMr8+qNY811uArBO/IDUo0BxUv/rDhGUxSsME1brne6kJcqoMZwJnlX6mMaVsQkfYs1TSGHWQL86dkQurDEmUKFvSkIX6eyKnsdbTOLSdMTVjverNxf+8Xmai2yDnMs0MSrZcFGWCmITMfydDrpAZMbWEMsXtrYSNqU3A2IQqNgR/9eV10q67/rXrP1zVGm4RRxnO4BwuwYcbaMA9NKEFDCbwDK/w5qTOi/PufCxbS04xcwp/4Hz+AKPzjw0=</latexit>

1

2

<latexit sha1_base64="rxb/rEpJ3+bsyes/xSjZv0WaFyE=">AAAB7nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0ikqMeCF48V7Ae0oWy2k3bpZhN2N0IJ/RFePCji1d/jzX/jts1BWx8MPN6bYWZemAqujed9O6WNza3tnfJuZW//4PCoenzS1kmmGLZYIhLVDalGwSW2DDcCu6lCGocCO+Hkbu53nlBpnshHM00xiOlI8ogzaqzU6UeKMr8+qNY811uArBO/IDUo0BxUv/rDhGUxSsME1brne6kJcqoMZwJnlX6mMaVsQkfYs1TSGHWQL86dkQurDEmUKFvSkIX6eyKnsdbTOLSdMTVjverNxf+8Xmai2yDnMs0MSrZcFGWCmITMfydDrpAZMbWEMsXtrYSNqU3A2IQqNgR/9eV10r5y/WvXf6jXGm4RRxnO4BwuwYcbaMA9NKEFDCbwDK/w5qTOi/PufCxbS04xcwp/4Hz+AKb7jw8=</latexit>

1

4

<latexit sha1_base64="tONTaeXYAKUgJxng3Xz5MyvZdg8=">AAAB8nicdVDLSgNBEJyNrxhfUY9eBoPgQZbdVYzHgBePEcwDkiXMTmaTIbMzy0yvEJd8hhcPinj1a7z5N04eQhQtaCiquunuilLBDXjep1NYWV1b3yhulra2d3b3yvsHTaMyTVmDKqF0OyKGCS5ZAzgI1k41I0kkWCsaXU/91j3Thit5B+OUhQkZSB5zSsBKne4DA9LLgzNv0itXfNebAXtL5DwIqgH+tipogXqv/NHtK5olTAIVxJiO76UQ5kQDp4JNSt3MsJTQERmwjqWSJMyE+ezkCT6xSh/HStuSgGfq8kROEmPGSWQ7EwJD89ubin95nQziqzDnMs2ASTpfFGcCg8LT/3Gfa0ZBjC0hVHN7K6ZDogkFm1JpOYT/STNw/UvXv72o1NxFHEV0hI7RKfJRFdXQDaqjBqJIoUf0jF4ccJ6cV+dt3lpwFjOH6Aec9y/KupDg</latexit>

⇣2,0
<latexit sha1_base64="OFiUYk3Uj4QRenx4pcJhdfnZUQ8=">AAAB7nicdVDLSgNBEJyNrxhfUY9eBoPgadldJPEY8OIxgnlAsoTZSW8yZPbBTK8QlnyEFw+KePV7vPk3TpIVomhBQ1HVTXdXkEqh0XE+rdLG5tb2Tnm3srd/cHhUPT7p6CRTHNo8kYnqBUyDFDG0UaCEXqqARYGEbjC9WfjdB1BaJPE9zlLwIzaORSg4QyN1B0EmJeCwWnNtZwnq2HXP9RqeIYXybdVIgdaw+jEYJTyLIEYumdZ910nRz5lCwSXMK4NMQ8r4lI2hb2jMItB+vjx3Ti+MMqJhokzFSJfq+kTOIq1nUWA6I4YT/dtbiH95/QzDaz8XcZohxHy1KMwkxYQufqcjoYCjnBnCuBLmVsonTDGOJqHKegj/k45nu3XbvbuqNe0ijjI5I+fkkrikQZrklrRIm3AyJY/kmbxYqfVkvVpvq9aSVcyckh+w3r8AknmPqw==</latexit>•

<latexit sha1_base64="xiTuJfrMJgQy+YfTm/lyO5vsrJ8=">AAAB7nicdZDLSgMxFIbP1Futt6pLN8EiuBoybWnrruDGZQV7gXYomTTThmYyQ5IRSulDuHGhiFufx51vY6atoKI/BD7+cw455w8SwbXB+MPJbWxube/kdwt7+weHR8Xjk46OU0VZm8YiVr2AaCa4ZG3DjWC9RDESBYJ1g+l1Vu/eM6V5LO/MLGF+RMaSh5wSY63uIFSEVqrDYgm7GFe8egVlUPYaeAm4hq+Ql4FVCdZqDYvvg1FM04hJQwXRuu/hxPhzogyngi0Kg1SzhNApGbO+RUkipv35ct0FurDOCIWxsk8atHS/T8xJpPUsCmxnRMxE/65l5l+1fmrChj/nMkkNk3T1UZgKZGKU3Y5GXDFqxMwCoYrbXRGdEJuAsQkVbAhfl6L/oVN2vZrr3VZLTXcdRx7O4BwuwYM6NOEGWtAGClN4gCd4dhLn0XlxXletOWc9cwo/5Lx9AuOqjzk=</latexit>

3

4

<latexit sha1_base64="J8+mj2R8qAwCvjFLyh8i9VX56WQ=">AAAB8nicdVBNS8NAEN34WetX1aOXxSJ4kJCUtvZY8OKxgv2ANJTNdtMu3WzC7kSooT/DiwdFvPprvPlv3LYRquiDgcd7M8zMCxLBNTjOp7W2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OOzpOFWVtGotY9QKimeCStYGDYL1EMRIFgnWDyfXc794zpXks72CaMD8iI8lDTgkYyes/MCCDrHLpzgalsms7C2DHrlVrjXrNkFz5tsooR2tQ+ugPY5pGTAIVRGvPdRLwM6KAU8FmxX6qWULohIyYZ6gkEdN+tjh5hs+NMsRhrExJwAt1dSIjkdbTKDCdEYGx/u3Nxb88L4Ww4WdcJikwSZeLwlRgiPH8fzzkilEQU0MIVdzciumYKELBpFRcDeF/0qnYbt12b6vlpp3HUUCn6AxdIBddoSa6QS3URhTF6BE9oxcLrCfr1Xpbtq5Z+cwJ+gHr/QvlcJDy</latexit>

⇣2,1
<latexit sha1_base64="Cfb+8u5yZe+4Xa0h0mkATl3l6PY=">AAAB8nicdVDJSgNBEO2JW4xb1KOXxiB4kGFmsmhuAS8eI5gFJkPo6fQkTXoWumuEOOQzvHhQxKtf482/sbMIUfRBweO9Kqrq+YngCizr08itrW9sbuW3Czu7e/sHxcOjtopTSVmLxiKWXZ8oJnjEWsBBsG4iGQl9wTr++Hrmd+6ZVDyO7mCSMC8kw4gHnBLQktt7YED6mXPhTPvFkm1ac2DLrFQrVtnRpF6u1qp1/G2V0BLNfvGjN4hpGrIIqCBKubaVgJcRCZwKNi30UsUSQsdkyFxNIxIy5WXzk6f4TCsDHMRSVwR4rq5OZCRUahL6ujMkMFK/vZn4l+emEFx5GY+SFFhEF4uCVGCI8ex/POCSURATTQiVXN+K6YhIQkGnVFgN4X/Sdky7Ztq3lVLDXMaRRyfoFJ0jG12iBrpBTdRCFMXoET2jFwOMJ+PVeFu05ozlzDH6AeP9CwWZkQk=</latexit>

⇣2,2
<latexit sha1_base64="LgshIkFKMzl29JShi0jmbd2Oqdc=">AAAB8nicdVDLSsNAFJ3UV62vqks3g0VwISFJY1t3BTcuK9hWSEOZTCft0MmDmRuhhn6GGxeKuPVr3Pk3Th+Cih64cDjnXu69J0gFV2BZH0ZhZXVtfaO4Wdra3tndK+8fdFSSScraNBGJvA2IYoLHrA0cBLtNJSNRIFg3GF/O/O4dk4on8Q1MUuZHZBjzkFMCWvJ69wxIP3fOqtN+uWKZbtWxGw7WxKrVq+eaXNQd17WxbVpzVNASrX75vTdIaBaxGKggSnm2lYKfEwmcCjYt9TLFUkLHZMg8TWMSMeXn85On+EQrAxwmUlcMeK5+n8hJpNQkCnRnRGCkfnsz8S/PyyBs+DmP0wxYTBeLwkxgSPDsfzzgklEQE00IlVzfiumISEJBp1TSIXx9iv8nHce0a6Z97Vaa5jKOIjpCx+gU2aiOmugKtVAbUZSgB/SEng0wHo0X43XRWjCWM4foB4y3Tx9OkRo=</latexit>

⇣2,3

Figure 4. Graphe des fonctions ζj,k définies dans l’exercice 2. Attention : l’échelle des
ordonnées n’est pas la même sur les deux figures.

Comme nous avons déjà vu que cette famille est orthonormale, il nous reste à montrer que les combinaisons
linéaires finies d’éléments de cette famille sont denses dans L2([0, 1]), i.e. que pour toute fonction f ∈
L2([0, 1]), pour tout ε > 0, il existe J ∈ N et des coefficients dj,k, j = 0, . . . , J , k = 0, . . . , 2J − 1, tels que∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣f −
J∑
j=0

2J−1∑
k=0

dj,kψj,k

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣ ≤ ε.

Pour ce faire, commençons par observer que, par densité des fonctions continues dans L2([0, 1]), il suffit de
prouver que ceci est vrai pour toute fonction f continue. D’autre part, comme, pour chaque entier J , une
autre base de l’espace vectoriel de dimension finie VJ engendré par la famille {ϕ} ∪ {ψj,k} j≤J−1

0≤k≤2J−1−1

est la

famille {ζJ,l}0≤l≤2J−1, il suffit de montrer qu’il existe J ∈ N et des coefficients cJ,l (l = 0, . . . , 2J − 1) tels
que ∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣f −
2J−1∑
l=0

cJ,lζj,l

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣ ≤ ε.

Ce dernier point résulte d’un argument d’approximation assez classique. En effet, puisque f est continue
sur [0, 1], elle y est uniformément continue. Ainsi, pour ε > 0 donné, il existe J > 0 assez grand tel que

∀x, y ∈ [0, 1] tels que |x− y| ≤ 1

2J
, |f(x)− f(y)| < ε.

Introduisons alors la fonction f̃ ∈ VJ définie par

f̃(x) =

2J−1∑
l=0

cJ,lζJ,l(x), où cJ,l :=
f( l

2J
)

2
J
2

,

et considérons la différence

f(x)− f̃(x) = f(x)−
2J−1∑
l=0

f( l
2J

)

2
J
2

ζJ,l(x) =

2J−1∑
l=0

(
f(x)− f

(
l

2J

))
1( l

2J
, l+1

2J
)(x).

Alors, on a

||f − f̃ ||2 =

2J−1∑
l=0

∫ l+1

2J

l

2J

(
f(x)− f

(
l

2J

))2

dx

≤
2J−1∑
l=0

1

2J
ε2

= ε2,

ce qui prouve le résultat.

(iii): Nous avons déjà montré au cours de la question précédente que chaque fonction ψj,k, j ∈ N, k =
0, . . . , 2J − 1, est à support dans l’intervalle Ij,k.
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En adaptant facilement la preuve de l’orthogonalité des fonctions ψj,k donnée plus haut, on montre que
si une fonction f ∈ L2([0, 1]) est constante sur un intervalle [a, b] ⊂ R tel que Ij,k ⊂ [a, b], alors 〈f, ψj,k〉 = 0.
Grossièrement, ceci témoigne du fait que les coefficients 〈f, ψj,k〉 de la décomposition de f sur la base
Hilbertienne {ϕ} ∪ {ψj,k} j∈N

0≤k≤2j−1

capturent les variations de f sur les intervalles Ij,k qui sont de plus en

plus fins à mesure que j crôıt (alors que le premier coefficient 〈f, ϕ〉 mesure la valeur moyenne de f).

(iv): Pour une fonction f ∈ L2([0, 1]) et un niveau J ∈ N donnés, on souhaite calculer les coefficients dj,k,

j = 0, . . . , J , k = 0, . . . , 2j − 1 de la projection orthogonale f̃ de f sur l’espace vectoriel de dimension finie
VJ+1, i.e.

f̃ = d0,0ϕ+

J∑
j=1

2j−1∑
k=0

dj,kψj,k.

Les coefficients de cette décomposition sur une base Hilbertienne s’expriment comme :

d0,0 = 〈f, ϕ〉 =

∫ 1

0

fϕ dx, et dj,k = 〈f, ψj,k〉 =

∫ 1

0

fψj,k dx.

D’autre part, on sait que la fonction f̃ admet une décomposition sur la base orthonormale {ζl}l=0,...,2J+1−1
de VJ+1, que l’on écrit :

(12) f̃ =

2J+1−1∑
l=0

cJ+1,lζJ+1,l, où cJ+1,l =

∫ 1

0

fζJ+1,l dx =

∫ l+1

2J+1

l

2J+1

f dx.

L’algorithme de calcul hiérarchique des coefficients dj,k commence par le calcul des coefficients cJ+1,l, l =

0, . . . , 2J+1− 1. En pratique, pour réaliser cette étape, f est échantillonnée aux points l
2J+1 , l = 0, . . . , 2J+1,

et on fait l’approximation cJ+1,l ≈ 1
2J+1 f( l

2J+1 ).
Puis, en exploitant la relation (10) entre les fonctions ψj,k et les fonctions ζj+1,l, on obtient :

dJ,k =
1√
2

(cJ+1,2k − cJ+1,2k+1), pour tout k = 0, . . . , 2J − 1;

ceci permet de calculer les coefficients dj,k pour j = J .
On peut alors itérer ce procédé pour calculer les coefficients dJ−1,k, k = 0, . . . , 2J−1 − 1. En effet, en

utilisant la relation (11), on peut calculer les réels

cJ,k =

∫ 1

0

fζJ,k dx,

(qui correspondent à la décomposition de la projection orthogonale de f sur l’espace VJ , voir (12)), ce qui
produit :

cJ,k =
1√
2

(cJ+1,2k + cJ+1,2k+1), pour tout k = 0, . . . , 2J − 1.

On obtient alors, de même que précédemment :

dJ−1,k =
1√
2

(cJ,2k − cJ,2k+1), pour tout k = 0, . . . , 2J−1 − 1,

et ainsi de suite, jusqu’au rang J = 0.

Résumons l’algorithme tiré de ces considérations :

• Entrée : on se donne f ∈ L2([0, 1]) et un niveau J souhaité.
• Initialisation : Calculer les coefficients

cJ+1,k ≈
1

2J+1
f

(
k

2J+1

)
, k = 0, . . . , 2J+1 − 1.

• Pour j allant de J à 0,
(1) Calculer

dj,k =
1√
2

(cj+1,2k − cj+1,2k+1) pour k = 0, . . . , 2j − 1.
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(2) Calculer

cj,k =
1√
2

(cj+1,2k + cj+1,2k+1) pour k = 0, . . . , 2j − 1.

• Sortie : coefficients dj,k, 0 ≤ j ≤ J , k = 0, . . . , 2j − 1.

Remarque 4. En pratique, le stockage d’une fonction f ∈ L2([0, 1]) sous la forme d’un nombre fini de
coefficients dans la base de Haar {ϕ} ∪ {ψj,k} j∈N

0≤k≤2j−1

définie dans cet exercice est très efficace : il s’avère

que peu de coefficients sont nécessaires pour reconstruire f avec une bonne précision. De nombreux résultats
mathématiques formalisent cette assertion, qui est à la base de la théorie des ondelettes.
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