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1. QUELQUES RAPPELS DE COURS CONCERNANT LES ESPACES PREHILBERTIENS ET HILBERTIENS

1.1. Les espaces préhilbertiens.

Pour simplifier, on se place dans le cadre réel.
Définition 1. Soit H un R-espace vectoriel ; on appelle produit scalaire sur H une application
Hx H> (z,y) — (x,y) € R.
qui vérifie les quatre propriétés suivantes :
(i) L’application (-,-) est symétrique :
Vae,y € H, (z,y) = (y,x).

(i) L’application (-,-) est bilinéaire :

Va,y,z € H, Y\, u € R, (\x + py, z) = Mz, 2) + ply, 2) (linéarité par rapport a la 1°™ variable),
et :
Vo, y,z € H, Y\ pn €R, (2, x + py) = Mz, z) + pu(z,y) (linéarité par rapport a la 2°™° variable).

(i43) L’application {-,-) est positive :
Vee H, (x,x)>0

(iv) L’application (-,-) est définie positive :

Vo € H, ((as,:c):O) & (:c:()).
L’espace H muni d’un tel produit scalaire {-,-) est dit préhilbertien.
Rappelons a présent une inégalité fondamentale dans les espaces préhilbertiens :
Proposition 1 (Inégalité de Cauchy-Schwarz). Soit H un espace préhilbertien (réel) ; alors,
(1) Va,y € H,  [(z,9)]* < (2,2) (y,9),

ot 'égalité a lieu si et seulement s’il existe A € R tel que x = Ay.
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Démonstration. Par positivité du produit scalaire, on a pour tout A € R,
(x4 Ay, z+ Ay) >0,
avec égalité si et seulement si x = —Ay. En développant le carré scalaire ci-dessus, il vient :
YAER, M{y,y) +2XNzx,y) + (z,z) > 0.

Ainsi, le polynome du second degré P(A\) = A2(y,y) + 2\{x,y) + (x,z) prend des valeurs positives sur R, et
son discriminant est donc négatif, ce qui s’écrit :

4<:c,y>2 - 4<£177l’><y,y> S 07

d’out 'inégalité souhaitée (1).

Soit maintenant x,y € H tels que (1) soit une égalité. Le calcul précédent révele qu’alors, le discriminant
du polynéme P(\) = A\2(y,y) + 2X\(x,y) + (z,x) est nul ; P(\) admet donc une racine réelle double. Ainsi,
il existe A\ € R tel que (z + Ay, + Ay) = 0. Par définie positivité du produit scalaire, ceci implique que
& = —Ay : on a bien prouvé que I’égalité ne peut avoir lieu dans (1) que lorsque x et y sont multiples scalaires
I'un de l'autre. |

L’une des conséquences de cette inégalité est que (-, -) induit une norme sur H, définie par :
||| = +/(z, z).

On montre en effet que cette application satisfait les trois axiomes suivants :

(i) (Homogénéité positive) Si x € H, et A € R, on a : ||Az|| = |A|||z]| (par bilinéarité de (-, -)).

(ii) (Positivité et définie positivité) Pour tout z € H, la quantité ||z|| est positive ; elle est nulle si et
seulement si & = 0 (ceci est une conséquence de la positivité et de la définie positivité du produit
scalaire (-,-)).

(iii) (Inégalité triangulaire) Pour tous x,y € H, ||z + y|| < |[|z|| + |[y|| (ceci découle de I'inégalité de
Cauchy-Schwarz).

Un autre corollaire utile de I'inégalité de Cauchy-Schwarz est le suivant.

Corollaire 2. Soit (H,(-,-)) un espace préhilbertien, muni de la norme || - || induite par le produit scalaire
(,). Pour chaque élément y € H, Uapplication linéaire :

H>z+— (z,y) €R
est continue.
Démonstration. L’inégalité de Cauchy-Schwarz (1) produit :
Ve e H, [(z,y)] < [llllyl],

ce qui est exactement la continuité attendue. O

Finalement, on rappelle la définition suivante :

Définition 2. soit (H,(-,-)) un espace préhilbertien ; lorthogonal A‘ d’une partie non vide A C H est
l’ensemble :
At :={xc H, Yac A, (z,a)=0}.

Remarque 1. Un élément de H qui est orthogonal a tout élément de H est en particulier orthogonal a
lui-méme, et donc est nul.



1.2. Suites de Cauchy et espaces complets.

Commengons par une définition :

Définition 3. Soit (E,||-||) un espace vectoriel normé. Une suite {xy}, oy d’éléments de E est de Cauchy
8%
Ve >0, AN €N, Vn,m > N, ||z, — xnml|| <e.

En d’autres termes, {xn}neN est de Cauchy si ses termes sont “de plus en plus proches” I'un de 'autre
alors que n — oo.
Cette propriété est intimiment liée & la convergence de la suite {z,}, . Rappelons a ce titre que :

e Une suite {x,}, .y d’éléments d’un espace vectoriel normé E qui converge vers un élément £ € E est
toujours de Cauchy ;

e L’implication réciproque n’est malheureusement pas toujours vraie sans hypothese additionnelle
sur l'espace F. On dit que lespace vectoriel normé E est complet lorsque toute suite de Cauchy
d’éléments de E est convergente.

1.3. Espaces de Hilbert.

Utilisant les ingrédients rappelés dans les Sections 1.1 et 1.2, on introduit la définition :

Définition 4. Un espace de Hilbert H est un espace préhilbertien, muni d’un produit scalaire {-,-), qui est
complet pour la norme || - || induite par ce produit scalaire.

Un espace de Hilbert jouit de nombreuses propriétés tres commodes, dont beaucoup trouvent leur origine
dans le théoreme de projection sur un convexe fermé, que 'on rappelle ici, dans le cas réel :

Théoréme 3 (Théoreme de projection sur un convexe fermé). Soit H un espace de Hilbert réel, et soit
C C H une partie convezxe et fermée de H. Alors, pour tout x € H, il existe un unique élément p € C' tel
que :

(2) [l = plf = min [z = y].
Cet élément est appelé projection de x sur la partie C ; on le note p = pe(x) ; il est également caractérisé
comme 'unique point p € C tel que :
VzeC, (x—p,p—2z)>0.
Ce résultat est illustré sur la Figure 2.

Ce théoreme admet un corollaire fort utile dans le cas particulier ou la partie convexe fermée C' est un
sous-espace vectoriel fermé F' de H.

Corollaire 4. Soit F' un sous-espace vectoriel fermé d’un espace de Hilbert H. Alors,

(i) Pour tout point x € H, la projection pr(x), définie par (2), est l'unique point a de H satisfaisant les
deux propriétés :

acF,
(3) { Yy e F, (x —a,y) =0.
(i) La projection pp est une application linéaire continue de H dans F'.
(iti) On a la décomposition “orthogonale” en sous-espaces supplémentaires :
H=FearFt
Ce résultat est illustré sur la Figure 2.

Démonstration. (i): Soit x € H. Commengons par démontrer que pg(z) vérifie les deux propriétés (3). F
étant une partie convexe fermée de H, le théoreme 3 s’applique : pour tout x € H, le point de projection
pr(z) de x sur F vérifie :

(4) pr(z) €F, etVzeF, (x —pr(x),pr(z) —2) > 0.
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FIGURE 1. Un ensemble C C H est conveze si pour tous points z1,ze € C, le segment
{tz1 + (1 — t)zq, t €[0,1]} est entiérement inclus dans C. La projection p de x sur le con-
vexe fermé C est telle que, pour tout élément z € C, le vecteur (orienté) (z —p) “tourne le
dos” a (x — p), au sens ot le produit scalaire {z — p,x — p) est négatif.

Or, F est un espace vectoriel. Ainsi, pour tout y € F, z = pp(x) — y appartient & F, et I'inégalité ci-dessus
donne :
VyeF, (z—pr(z)y) >0
Comme our tout y € F', —y appartient aussi & F', on a également :
Yye F, {(x—pr(z),—y) >0, et donc (x —pp(z),y) <O0.

Ainsi, on a prouvé que pour tout y € F, (x — ppr(z),y) = 0.
Réciproquement, soit x € H, et soit a est un point de H tel que :

a€F, etVyeF, (x—a,y =0

il s’agit de montrer que a = pp(x). Pour n’importe quel élément z € F', choisissant y = a — z dans la relation
ci-dessus, on voit que :

a€F, et (xr—a,a—2z)>0.
Or, pr(x) est I'unique point de F satisfaisant cette condition en vertu du théoréme 3, ce qui implique que
a=pp(x).

(ii): Commengons par montrer que pg est linéaire. Soit pour ce faire x1,22 € H et A\, Ay € R ; on note
a1 = pr(x1) et ag = pp(x2) les projections de x; et x4 sur F', respectivement. La projection pp(A121+ Aaxa)
de (A1 + A222) est Punique point a dans F tel que :

(5) Vye F, (Mz1+ Azo —a,y) =0.
Mais on sait d’autre part par (i) que les projections aj, ag de x1, o vérifient :
ay,as € F, et Vy € F, (x1—ay1,y) =0, et {x3 —as,y) =0.
Donc, par combinaison linéaire :
(Maip+Xaz) € F, et Vy € F, (A1 + Aaza — (M1ag + Aeaa),y) = 0.
Par unicité du point a € F satisfaisant (5), on en déduit que :
a=pr(MT1+ Aax2) = (Ma1 + A2az) = Mipr(71) + Aepr(T2),

et © — pr(z) est bien une application linéaire de H dans F.
Montrons a présent que pr : H — F est continue. On sait pour cela que, pour tout x € H,

Vy e F, {(x —pr(z),y) =0,
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et done, en prenant y = pr(z):
(pr(2),pr(z)) = (z,pr(z)).
L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne maintenant :
lpr (@)1 < llz]] [lpr()]]-
Si pr(x) # 0, on a donc :

|lpr ()] < =],
inégalité qui se prolonge a 1’évidence si pp(z) = 0. Ceci acheve de prouver la continuité de pp.

i11): On a déja = . En effet, si a € F est également dans ,on a, pour tout y € F, (a,y) =0,
i4i): On a déja F N FL = {0}. En effet, si F est égal t dans F+ tout F 0
et donc en particulier (a,a) = 0, soit a = 0.

Soit maintenant x € H. Ecrivons :

z =pr(r) + (z — pr(z)).
Par définition, pr(z) € F. D’autre part, on a, par le point (i) :
vy € Fa <x_pF('T)ay> :07

c’est-a-dire que x — pp () est dans F-. Ainsi, on a prouvé que = se décompose comme somme d’un élément
de F et d’un élément de F*, ce qui termine la preuve.
|

FIGURE 2. Lorsque F est un sous-espace fermé de H, le vecteur x — pp(x) est orthogonal &
tout élément z € .

2. EXERCICE 1: RELATIONS D’ORTHOGONALITE DANS LES ESPACES PREHILBERTIENS ET HILBERTIENS

Enoncé: Soit H un espace préhilbertien (que ’on suppose réel, pour simplifier).
(i) Montrer que I'orthogonal A+ d’une partie non vide A C H est un sous-espace vectoriel fermé de
H.
(ii) Soit A C B deux parties non vides de H ; montrer que B+ C A*.
(iii) Soit A une partie non vide de H ; montrer que A C (A+)*+.
(iv) Soit A une partie non vide de H ; montrer que (4)+ = A*+.
(v) On suppose dans cette question que H est un espace de Hilbert, et on considére un sous-espace
vectoriel A de H. Montrer que A = (A+)*.

(i): Commencons par observer que AL est bien un sous-espace vectoriel de H. Soit pour cela x,y € A+ et
A, 1 € R quelconques. Pour tout élément a € A, on a alors :

(A +py,a) = Mz,a) + ply, a),
= 0,

puisque x et y sont dans A, Ainsi, (Az + uy) appartient & A+, qui est donc un sous-espace vectoriel de H.
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Pour montrer que A+ est fermé, considérons une suite z,, déléments de A+ qui converge vers un certain
x € H. Par définition, pour chaque élément a € A, on a (z,,a) =0, et donc :

(x,a) = nh_)rr;()(acma%

0,

ou la premiere ligne découle de la continuité de 'application H 3 y — (y,a) € R (voir le Corollaire 2 dans
la section 1.1). Ceci montre que x € A+, qui est finalement un sous-espace vectoriel fermé de H.

(ii): Soit x € B*; par définition, pour tout b € B, (z,b) = 0. Or, tout élément a € A appartient & B par
hypothese, et donc : (x,a) =0, i.e. x € A*+. Ceci prouve que B+ C A*.

(i4i): Soit a € A ; il s’agit de montrer que a € (A1)L, c’est-d-dire que a est orthogonal & tout élément de
A+, Observons pour ce faire que I’on a, par définition de I'orthogonal AL :

Vo e At, (a,z) =0.

Ceci peut également se lire : “a € A est orthogonal & tout élément x € A", c’est-a-dire que a € (A1)*.
Puisque ceci est vrai pour tout a € A, on a bien A C (A+)*, comme attendu.

(iv): On sait déja par la question (ii) que (A)* C AL, puisque A C A, si bien qu'il suffit de démontrer

I'inclusion réciproque A+ C (A)+. Soit pour cela z € A+ ; on veut montrer que = € (A)+, c’est-a-dire que
pour tout b € A, (x,b) = 0. Soit donc b € A ; il existe une suite a,, € A telle que a,, — b dans H. Ainsi,

(x,b) = nl;n(;(ac,cm)7

0,

puisque € A+. Ceci montre que = € (A)+, et donc AL C (4)*.

(v): On sait déja, par la question (iii) que A C (ZL)J-. Puisque At = At par la question (iv), on a donc :
A C (A+)*. Notons que cette inclusion n’exige pas que A soit un sous-espace vectoriel de H, ni que H soit
complet.

Montrons alors I'inclusion réciproque (A+)+ C A, et posons & cet effet ' = A, qui est un sous-espace
vectoriel fermé de l'espace de Hilbert H. Soit z € (A1)L; utilisant le théoréme de projection sur un
sous-espace fermé (Corollaire 4 ci-dessus), pour tout © € H, il existe a € F et y € F L= At tels que :

x=a+y, et {(a,y) =0.

Alors, puisque x € (A1)4, on a (x,y) = 0. Prenant le produit scalaire de Iégalité ci-dessus avec y, on trouve

(@,y) = (a,y) + ||yl

Ainsi, on a : ||y|| = 0, ce qui implique que y = 0. Il en résulte que © = a € F, comme on le souhaitait. On
a bien prouvé que (A+)+ C A.



3. EXERCICE 2: UN ESPACE DE HILBERT “PRODUIT”

Enoncé: Soit H un espace de Hilbert réel, dont on note (-,-) le produit scalaire, et || - || la norme
associée. Soit aq, ..., q,;,; m réels strictement positifs. Pour tout ¢ = 1,...,m, on note H; l'espace de
Hilbert H muni du produit scalaire :

vmvy € Hi; <xay>z = ai<x,y>.

Introduisons finalement l’espace produit H := Hy X ... x H,,. On pose :
VX:(xlv"wxm)?Y:(yla"-vy’m)EHv XY Zaz xzayz

(i) Montrer que lapplication (X,Y") — ((X,Y)) est un produit scalalre sur H. Montrer ensuite que
‘H muni de ce produit scalaire est un espace de Hilbert.
(ii) Soit A le sous-espace vectoriel de H défini par :

A={X=(z1,...,2m) €EH, T1=... =T }.

e Montrer que A est fermé dans H.
e Montrer que l'orthogonal de A dans H est :

AL:{Y:@LHW%JGH,EZ%MZO}

i=1
(iii) Montrer que pour tout S € H, il existe un unique couple (X,Y) € A x A+ tel que S = X +Y,
et calculer X et Y.

(i): On montre que ({-,-)) vérifie chaque axiome de la définition d’un produit scalaire (voir la définition 1
ci-dessus):
e [l s’agit d'une application symétrique :
VX,Y € H, ((X,Y)) prM_ (Y, X)).

o Il s’agit d’une application bilinéaire H x H — R ; en effet, pour tous X, Y, Z € H,et \, y € R,on a:

Z o (Aw; + pyi) zi,

A Z Q;xizi + A Z QY2

M, 2)) + (Y, 2)),

(AX + 1Y, Z))

ce qui montre la linéarité de cette application ({-,-)) par rapport & la premieére variable. Comme elle
est symétrique, elle est également linéaire par rapport a la seconde variable, et donc bilinéaire.
e L’application ((-,-)) est positive, puisque pour tout X € H :

) = iaz? > 0.
i=1

e Elle est définie positive, puisque si X € H est tel que ((X, X)) =0, alors :

m

E az? = 0.
i=1

Chaque terme de cette somme étant positif, ceci implique que pour tout i = 1,...,m, a;2? = 0, et
donc, comme «; > 0: x; = 0. Ainsi, X = (0,...,0), et 'application ((-,-)) est dcﬁmo positive.
Maintenant que nous savons que ’application ((-,-)) est un produit scalaire sur l'espace H, nous pouvons
définir une norme sur H par :
VX e H, || X||ln =V {({X,X)).
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Montrons que l'espace H muni du produit scalaire ((-,-)) est un espace de Hilbert. Il s’agit de prouver que

¢’est un espace complet, i.e. que toute suite de Cauchy au sens de la norme || X || := /((X, X)) est une
suite convergente.
Soit donc X™ = (z¥,...,z) une suite de Cauchy pour la norme || - || ; remarquer dans cette notation

(que l'on utilisera & plusieurs reprises dans ce corrigé pour des suites d’éléments de H), Uindice ; repere le
numéro de la composante considérée alors que I'exposant ™ indique le rang dans la suite.
Par définition d’'une suite de Cauchy, pour tout € > 0, il existe N € N tel que, pour tous n,p > N,

X7 = XP||7, = (X" — XP, X" - X7)) <&,

c’est-a-dire :
m
Zain? -2 <e.
i=1

En particulier, pour chaque i = 1,...,m, puisque «; > 0, on a (quitte & changer N): pour tout £ > 0, il
existe N € N tel que, pour tous n,p > N,

a7 - a?|? < e,

et donc, {z?} nen €st une suite de Cauchy dans R. Comme H est complet, on en déduit que z7' converge,
lorsque n — oo vers un certain élément de H que l'on note z;. On a donc trouvé un candidat a la limite
X* = (a7,...,2%).

Il s’agit maintenant de montrer qu’en effet X™ — X™* dans H. On écrit simplement :

m
X7 = X7\l = D ailla] — 2P,
i=1
et chaque terme de la somme (finie) ci-dessus tend vers 0 lorsque n — oo, par convergence de {m?}neN vers
xf pour chaque i =1,...,m. Ainsi, ||X™ — X*||% — 0 lorsque n — oo.
En résumé, on a montré que toute suite de Cauchy X" d’éléments de H converge dans H : cet espace est
donc un espace de Hilbert.

(ii) Commencons par montrer que .4 est un sous-espace fermé de H. Pour cela, soit X" = (27,...,z",) une
suite d’éléments de A, qui converge dans H vers un certain élément X* := (x3,...,z},) € H.
Alors, pour tout i =1,...,m, on a :
n *|2 n %112 N—00
|z — @77 <[ X" = XT3 - > 0,
et donc, puisque o; > 0, 2} — x} dans H. Ainsi, puisque
n n
VneN, zi=...=uxa,,

passant a la limite, on obtient :
* *
] =...=x,,

et donc X* appartient encore & A, qui est ainsi un sous-espace vectoriel fermé de H.

Etudions maintenant 'orthogonal de A dans . Par définition, X = (21,...,2,) appartient & AL si et
seulement si :

VA= (a,...,a) € A, ((X,A)) =0,
et dong, si et seulement si :
m
Va € H, Zai(xi,@ =0.
i=1
Ceci est encore équivalent a ce que :

Va € H, <Zaixi,a> =0.
i=1
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Comme le seul élément d’un espace de Hilbert qui soit orthogonal & tout élément de cet espace est I’élément
nul, on a bien prouvé que :

m
X:(Jfl,...,l'n)eAJ_ ~ Zaixizov
i=1
ce qui est le résultat attendu.

(i4i) Puisque A est un sous-espace vectoriel fermé de H, le théoreme de projection sur un sous-espace fermé
(voir le corollaire 4 ci-dessus) affirme que pour chaque S € H, il existe un unique couple (X,Y) € A x A+
tel que :

S=X+Y.

De plus, X = (z,...,z) € A est la projection orthogonale p4(S) de S sur A, qui est 'unique élément de A4
tel que :

VZ e A, ((S—X,2Z))=0.
Autrement dit, compte tenu de la définition de A, on a :

m
Vz € H, Z%‘(Si —x,z) =0,
i=1
et donc :
m m
Vz e H, <Zaisi — Zaix,z> =0.
i=1 i=1
Comme a la question précédente, on en déduit que :
m m
Z ;T = Z ;S5 ,
i=1 i=1

ce qui donne finalement :

1 m
X =(z,...,2), avec x = TZaisi.
>y i=1
i=1

Enfin, Y = S — X se calcule comme :

m
) 1
Vi=1,...,m, yj:sj—x:sj—TZaisi.
>y i=1
i=1



