Grenoble-INP AFCD
ENSIMAG
2éme année

TDS8 : Bases Hilbertienne

Exercice 1 On introduit I'espace
H={f:[-mn|=>R; feL*[-nn]|) et fimpaire}

1. Montrer (rapidement) que H, muni du produit scalaire :
(flo)=[| [f(@)g(x)dz

est un espace de Hilbert.
2. Montrer que la famille B = (ﬁ sinnx),>1 est une base Hilbertienne de H.

3. Soit f la fonction dEfinie sur [—, 7] par

~L(r4+2) si <0
— 2
f(@) { H(r—z) si x>0

Calculer les coefficients ¢, de f sur la base B : f = > cns.mﬁ.

4. Que peut-on dire de la convergence de la série zi'i cn% au sens :

a) de la convergence ponctuelle,
b) de la convergence normale,
c) de la convergence dans 'espace H 7

Exercice 2 Base de Haar
On se place dans 'espace L?([0, 1]) muni du produit scalaire usuel. Soit ¢ la fonction caractéristique
de l'intervalle [0, 1] et ¢ la fonction définie par :

P(x) = p(2r) — 92z — 1) (1)

1. Tracer la courbe de ¥ et vérifier que les fonctions ¢ et ¢ sont orthogonales.
On pose, pour j >0et 0 <k <27 —1:

Vik() =272z — k) (2)

2. Montrer que la famille (¢, ;) est une base Hilbertienne de L%([0, 1]).

3. Montrer que le support de la fonction 1, 5, est 'intervalle I;, = [k277, (k+1)277]. En dEduire
que si f est constante sur I'intervalle [a, b] C [0, 1], alors (f /1) = 0si I C [a,b]. Interprétation?

4. Ecrire un algorithme de décomposition d'une fonction f sur la base de dim finie (¢, 1; 1 )o<j<.-

Exercice 3 Polynomes de Legendre
Pour n € IN et = € [—1,1], on définit :

1 dr

Pol®) = oo o

((@®=1)") 3)

1. Montrer que P,, est un polynéme de degré n.

2. Montrer que la famille (P,) est orthogonale dans L?([—1,1]) muni du produit scalaire usuel.
3. Montrer que

2

2n+1

/1 Py (z)%dx = (4)
-1



4. En déduire que la famille (/25 P,) est une base Hilbertienne de L?([—1,1]).
5. Montrer que les P, vérifient la relation de récurrence :

P() =1 3 P1 =X
Py=2"gp, ; —2dp, y n>2

n

6. Montrer que les P, sont solutions de I’équation différentielle :

(1—a?)y" —2zy +n(n+1)y=0

Exercice 4 Polynomes de Chebyshev
On définit, pour f et g dans 'espace L?(] — 1,1[) :

1 X
(f/g) = / 1f(w)g(rr)\/fl_—x2

1. Montrer que I'application (f,g) — (f/g) est un produit scalaire sur L?(] — 1, 1[).

On définit la suite pour n > 0:
T,(x) = cos(narccosx)

2. Montrer que la famille (\/;TO, \/%Tn) est une base Hilbertienne de L?(] — 1,1]).

3. Montrer que les T, vérifient la relation de récurrence :

T():l;Tl:H?
TnZQI‘Tn,l—Tn,Q 77,22

4. Montrer que T,,(1) = 1, T,,(=1) = (=1)", T5,(0) = (—=1)", T2, 4+1(0) = 0.
5. Montrer que les T;, sont solutions de I’équation différentielle :

(1—a?)y" —zy' +n’y =0



