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TD6 : espaces de Hilbert

Exercice 1 H préhilbertien
1. A ⊂ H tel que A 6= ∅, alors A⊥ est fermé
2. A ⊂ B tel que A 6= ∅, alors B⊥ ⊂ A⊥

3. A ⊂ (A⊥)⊥ ∀A ⊂ H
4. A

⊥
= A⊥

5. si A est un s.e.v de H et H complet alors A = (A⊥)⊥

Exercice 2 Soit H un espace de Hilbert sur IR. On note < ., . > le produit scalaire sur H et ‖.‖
la norme associée. Etant donnés α1, α2, · · · , αm, m réels strictement positifs on note Hi l’espace H
muni du produit scalaire

< x, y >i= αi < x, y >

et H= H1 × H2 × · · · × Hm l’espace produit. Pour X = (x1, x2, · · · , xm) et Y = (y1, y2, · · · , ym)
dans H, on pose

<< X,Y >>=
m∑
i=1

< xi, yi >i

1. Montrer que l’application (X,Y )→<< X,Y >> est un produit scalaire sur H. Vérifier que
H est un espace de Hilbert pour ce produit scalaire.

2. Soit A le sous-espace vectoriel de H défini par :

A = {X = (x1, x2, · · · , xm)|x1 = x2 = · · · = xm}

• Montrer que A est fermé dans H
• Soit A⊥ l’orthogonal de A dans H. Montrer que :

A⊥ =

{
Y = (y1, y2, · · · , ym)|

m∑
i=1

αiyi = 0

}
• Soit S ∈ H. Montrer qu’il existe X ∈ A et Y ∈ A⊥ uniques tels que S = X + Y .

3. Calculer X et Y .


