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1 Introduction

1.1 Algorithmes aléatoires et méthodes de Monte-Carlo

Décrire ’évolution future d’'un modéle par référence & son état présent est
la fonction de la plupart des modéles temporels, qu’il s’agisse des systémes
dynamiques discrets ou des équations différentielles. La traduction informa-
tique d’un tel modéle est un algorithme itératif, pour lequel & chaque pas les
variables sont fonction du pas précédent.

Nous choisissons ici de présenter une chaine de Markov comme la sortie
d’un algorithme itératif auquel est greffée une source de hasard, introdui-
sant & chaque pas des variables aléatoires indépendantes. Ces algorithmes
itératifs ainsi “randomisés” sont ’objet de base dans ce livre. Certains sont
utilisés pour résoudre des problémes déterministes, d’optimisation ou de dé-
nombrement par exemple, d’autres qui leur sont trés proches sont plutot des
simulations de modéles aléatoires. Certains de ces modéles sont décrits en
temps continu (processus de diffusion, files d’attente), d’autres en temps dis-
cret (marches aléatoires). La différence théorique entre le temps discret et le
temps continu n’est pas trés importante, et au moment de I'implémentation
les pas d’itération seront toujours discrets.

Qu'’ils soient vus comme des méthodes numériques ou des simulations, les
algorithmes décrits ici partagent des caractéristiques communes. Ce sont en
général des méthodes relativement peu précises, mais faciles & implémenter,
robustes et destinées en priorité aux problémes de trés grande taille. Pour
illustrer ceci, voici quelques éléments de comparaison avec les méthodes dé-
terministes.

L’objectif & atteindre étant la solution approchée d’un certain probléme
avec une précision ¢ fixée, un critére de choix important dans le choix d’une
méthode numérique est le temps d’exécution, mesuré en nombre d’opéra-
tions élémentaires (la complexité de algorithme). Intervient alors la notion
de taille du probléme, qui est un entier n dont la signification est habituel-
lement claire en fonction du contexte. C’est la dimension de l’espace pour
une intégrale multiple, la taille de la matrice pour la résolution d’un systéme,
etc... Les complexités des méthodes numériques déterministes dépendent
habituellement de la taille de facon polynomiale, typiquement en O(n?) ou
O(n?). Tout aussi typiquement, une méthode de Monte-Carlo (utilisant le
hasard) résoudra le méme probléme en O(n). Cela semble miraculeux : ou est
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donc le piege? Il est dans la constante cachée par I'expression O(n). Cette
constante dépend de la précision ¢ & atteindre. Pour une dimension donnée,
il est fréquent qu’une méthode numérique atteigne la précision £ en un temps
O(log(e™1)) (en idéalisant, cela signifie que chaque nouveau pas d’itération
fait passer la précision de 107* a 10’(’“*1)). Pour une raison liée au théo-
réme central limite, les méthodes de Monte-Carlo atteignent la précision € en
O(e72), ce qui est trés lent (typiquement 10°® itérations pour une précision
de 1073).

Déterministe [Monte-Carlo
Klog(e 1)n?| KeZn
C’est donc dans des cas ou la taille n du probléme est trés grande et 1’exi-
gence sur la précision faible (¢ grand) qu’il faut envisager les méthodes de
Monte-Carlo. Méme si, pour des raisons de clarté, nos exemples seront sou-
vent en basses dimensions, on ne calcule pas en pratique une intégrale double
ou triple, on ne résoud pas un systéme 2 x 2 (ni méme 100 x 100) avec une
méthode de Monte-Carlo. L’utilisation du hasard ne devient concurrentielle
qu’a partir de dizaines de dimensions pour une intégrale ou de milliers d’équa-
tions pour un systéme. Il peut méme se faire que la taille du probléme soit
telle que les méthodes déterministes échouent pour des raisons de place en
mémoire. Par exemple, la taille maximale des systémes linéaires que ’on peut
résoudre actuellement est de I'ordre de 10%. Dans certains cas, une méthode
de Monte-Carlo ira bien au-deld. Remarquons également que les deux ap-
proches peuvent étre complémentaires. De nombreuses méthodes numériques
demandent & étre initialisées par une valeur déja assez proche de la solu-
tion (par exemple Newton-Raphson). Une méthode de Monte-Carlo pourra
fournir & peu de frais cette initialisation.

1.2 Prérequis et plan

Ce livre est résolument pratique. Il se veut accessible & tout étudiant de
second ou troisiéme cycle universitaire, ayant recu une formation minimale en
probabilités. Aucune connaissance particuliére, autre qu’un peu de bon sens,
ne sera supposée acquise. Les seules notions de probabilité qui seront utili-
sées sont les suites de variables indépendantes (fonctions d’appels de Random
successifs), le théoréme central limite, qui est ’outil de base pour détermi-
ner la précision d’'un algorithme de Monte-Carlo, et les chaines de Markov,
vues comme des algorithmes itératifs ou chaque nouveau pas est calculé en
fonction du précédent et d’un tirage aléatoire. Les connaissances correspon-
dantes figurent dans tous les manuels classiques, qui vont en général bien
au-dela (par exemple Berger [7], Bouleau [9, 10], Breiman [12], Feller [21, 22],
Snell [59]...). Sur les chaines de Markov plus particuliérement, on pourra se
reporter au livre de Brémaud [13]. Les références de base restent Chung [14]
et Kemeny et Snell [33]. Un point de vue plus appliqué est celui de Barucha-
Reid [6], Bhat [8] et Karlin et Taylor [29, 30]. Cinlar [15] est particuliérement
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clair. Anderson [2] traite plus spécialement du temps continu. Les livres de
Neuts [128, 129] proposent une vision systématiquement tournée vers Ioutil
informatique. L’ouvrage & paraitre d’Aldous et Fill [1] sera certainement une
référence durable.

La deuxiéme partie traite de la génération d’échantillons aléatoires. Nous
n’aborderons les générateurs pseudo-aléatoires et la simulation des lois de
probabilité usuelles, que pour en donner quelques principes de base. La pre-
miére application est le calcul d’intégrales, exprimées comme des espérances
de variables aléatoires. Les calculs d’intégrales par Monte-Carlo sont trai-
tés de maniére plus ou moins détaillée dans de nombreux manuels, comme
ceux de Kennedy et Gentle [34], Hammersley et Handscomb [28], Gentle [27],
Morgan [45], Rubinstein [54], Ripley [48], Kleijnen [35, 36]. Sans surprises
sur le plan théorique, elles seront surtout ’occasion de rappeler un certain
nombre de bases probabilistes et algorithmiques, I’objectif principal étant de
développer I’état d’esprit assez particulier qui préside & une implémentation
efficace des méthodes de Monte-Carlo. Il s’agit en effet de s’habituer & ce
que la vitesse d’exécution de ’algorithme conditionne avant tout la précision
du résultat. Nous illustrerons ce point de vue a 1’aide de plusieurs astuces de
programmation, habituellement regroupées sous ’appellation de “méthodes
de réduction de la variance”.

La troisiéme partie traite des méthodes markoviennes qui, comme dans
la partie précédente, utilisent la loi des grands nombres pour calculer une
espérance. Cette espérance est celle d’'une variable aléatoire, fonction de la
trajectoire d’une chaine de Markov sur un intervalle de temps borné. Elle est
approchée par une moyenne des valeurs prises par la variable sur un grand
nombre de trajectoires indépendantes. L’application aux systémes linéaires
nous servira surtout & introduire les méthodes de résolution d’équations aux
dérivées partielles. Comme référence de base sur le sujet, nous utiliserons le
livre de Lapeyre et al. [40]. Plus que I’aspect numérique, nous chercherons &
développer les analogies entre modéles stochastiques et déterministes.

La quatriéme partie traite d’un autre type de méthodes markoviennes,
celles qui explorent un espace d’états soit de maniére homogéne pour ap-
procher une mesure d’équilibre donnée (méthodes MCMC [52]), soit de ma-
niére dirigée 4 la recherche d’un point (extrémum d’une fonction [82]). Dans
ce dernier cas, il s’agit de suivre une trajectoire d’'une chaine de Markov,
qui visite avec une probabilité croissante un voisinage de la cible & at-
teindre. Parmi ces techniques, on peut ranger les méthodes neuronales, que
nous n’aborderons pas (voir [37, 42, 50, 67]). Nous traiterons surtout le re-
cuit simulé [70, 78, 84] et décrirons ’heuristique des algorithmes génétiques
[4, 43, 44, 88, 89, 90, 106, 111], et de algorithme MOSES [104]. Ces al-
gorithmes peuvent étre vus comme des méthodes de descente de gradient,
“bruitées” afin d’éviter les piéges d’éventuels minima locaux. Les questions
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théoriques de convergence et de précision des méthodes d’exploration marko-
vienne sont souvent trés difficiles. Elles ont donné lieu & une intense activité de
publication ces 15 derniéres années (voir Saloff-Coste [136]). Nous n’aborde-
rons ces questions que de maniére assez superficielle dans le cadre des chaines
réversibles. Les deux livres de Duflo [19, 20] constituent une référence de base,
d’un niveau sensiblement supérieur & celui de ce cours.

Les modéles & temps continu et espace d’états discrets (processus mar-
koviens de saut) sont l'objet de la cinquiéme partie. Nous en proposerons
une définition algorithmique qui permet de ramener leur étude mathématique
aussi bien que leur simulation aux chaines & temps discret. A titre d’exemple,
nous étudierons plusieurs algorithmes de simulation sur des espaces de type
produit comme les réseaux de files d’attente [133, 134] et les systémes de par-
ticules interactives [100, 118, 119]. La convergence des systémes de particules
sera une nouvelle occasion de faire ressortir la cohérence entre les modéles
stochastiques et déterministes.

L’objectif pratique de ce livre ne peut étre atteint que si les algorithmes
étudiés conduisent & des implémentations effectives et & une expérimentation
numérique. Ceci fait 'objet de la sixiéme partie. Les impératifs de vitesse
d’exécution imposent dans les applications le choix d’un langage compilé.
Mais de plus en plus les praticiens utilisent aussi un environnement de calcul
scientifique, qui permet de réaliser rapidement et facilement des tests d’algo-
rithmes et des maquettes de logiciels. C’est ce que nous avons choisi avec le
logiciel libre Scilab [46, 64, 143].

1.3 Pour aller plus loin

Introduire le hasard dans des modéles mathématiques et traiter ces mo-
déles par la simulation est courant dans de nombreuses disciplines scienti-
fiques. On englobe souvent dans les “méthodes de Monte-Carlo” tout ce qui a
trait & 'utilisation du hasard dans des programmes informatiques (voir par
exemple Fishman [23]). Cette dénomination reste assez imprécise, et varie se-
lon les spécialités. L’adjectif “markovien” est lui aussi trés général, puisqu’on
I’associe & tous les modéles probabilistes & dépendance locale, qu’ils soient
indicés par le temps (processus et chaines) ou I’espace (champs).

La base de données bibliographiques du Zentralblatt recense plus de 2000
titres contenant “Monte-Carlo” et plus de 10000 contenant “Markov” : toute
prétention de ce livre & I’exhaustivité est exclue.

Nous nous contenterons d’indiquer quelques pistes pour compléter ce qui
est décrit ici, sous forme d’une liste de domaines plus ou moins interconnectés,
liés & I'utilisation du hasard sur ordinateur, ou aux modéles markoviens.

e La construction des générateurs pseudo-aléatoires, ou comment coder

efficacement une fonction Random. C’est un probléme que nous consi-
dérons arbitrairement comme résolu par Marsaglia et Zaman [120, 121],
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bien qu’une littérature importante continue & se développer sur la ques-
tion. Quatre références de base sont les livres de Knuth [116], Dudewicz
et Ralley [18], Fishman [23], Gentle [27]. L’article de Ripley [49] est une
bonne introduction.

La simulation des variables aléatoires, ou comment transformer un ap-
pel de Random (réalisation d’une variable aléatoire de loi uniforme sur
[0,1]) en une variable aléatoire de loi donnée. Ce sujet est abordé a
niveau élémentaire dans de nombreux manuels, par exemple les livres
de Bouleau [9], Snell [59] ou Berger [7]. Il est traité & fond par Devroye
dans [17]. Nous nous contenterons de quelques indications sur les trois
principes généraux que sont l'inversion, le rejet et la décomposition.
La simulation des processus stochastiqgues ou comment transformer une
suite de variables aléatoires indépendantes et de méme loi (suite d’ap-
pels de Random) en un processus quelconque (martingale, chaine ou
processus de Markov, champ aléatoire, processus de diffusion .. .). Plu-
sieurs livres traitent de la simulation des processus, parmi lesquels celui
de Bouleau et Lépingle [11]. Pour les processus de diffusion les livres
de Kloeden et Platen [114, 115] sont la référence indispensable. Nous
nous limiterons aux algorithmes de simulation les plus simples, ceux
d’Euler-Maruyama et Heun-Milshtein.

L’analyse probabiliste d’algorithmes. Etudier la complexité d’'un algo-
rithme (déterministe) dans le pire ou le meilleur des cas, refléte rare-
ment son comportement sur des données courantes. On a donc souvent
recours & une analyse “en moyenne” ou les données d’entrée de 'algo-
rithme sont tirées au hasard, en un sens qui dépend du type de probléme
étudié. Sur cette question, plusieurs références de la littérature infor-
matique sont accessibles au mathématicien appliqué, parmi lesquelles
Graham et al. [109], Sedgewick et Flajolet [56] ou Hofri [110], plus spé-
cialisé.

Les algorithmes randomisés. Ce sujet s’est développé ces dix dernié-
res années sous 'impulsion d’informaticiens théoriciens. Parmi les pro-
blémes dont la solution peut étre programmeée, on distingue ceux qui
sont résolubles en un temps qui ne dépasse pas une certaine puissance
de la taille du probléme de ceux qui ne le sont pas. Pour certains de ces
derniers, on a pu trouver des algorithmes de résolution approchée en
temps polynoémial, & base essentiellement de chaines de Markov. Leur
étude est devenue un domaine important de l'informatique théorique
(voir Sinclair [58] ou Motwani et Raghavan [125]).

Les méthodes de Monte-Carlo en analyse numérique. Calculs d’inté-
grales, résolution de systémes linéaires ou d’équations différentielles,
optimisation numérique, pour tous les problémes classiques de I’analyse
numérique des algorithmes utilisant les générateurs pseudo-aléatoires
ont été proposés. Nous en traiterons quelques uns, sans chercher & raf-
finer systématiquement leurs performances ni & les comparer aux alter-
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natives déterministes (voir par exemple [23, 54], ou le livre récent de
Liu [41]).

Les méthodes de Monte-Carlo en statistique. De nombreuses questions
d’estimation, de tests ou de représentation de données se raménent a
des problémes numériques d’optimisation ou de résolution de systémes
de grande taille. Les algorithmes qui seront présentés dans ce cours
connaissent un grand succés auprés des statisticiens, qui en ont déduit
des versions adaptées & leurs problémes (échantillonneur de Gibbs, al-
gorithmes EM, SEM... : voir Robert [52, 53] et McLachlan [122]). I
est trés artificiel de couper, comme nous le ferons, les méthodes de
résolution de problémes déterministes de leurs applications naturelles
en statistique. Duflo [19, 20] traite d’ailleurs sans distinction les deux
types d’applications. Robert [51] montre bien 'importance et 'intérét
des méthodes de Monte-Carlo en statistique, en particulier bayésienne
(voir aussi [79, 139)]).

Les algorithmes de filtrage. 11 existe de nombreuses méthodes adaptées
aux cas ou les données du probléme a traiter ne sont pas connues exac-
tement, soit qu’elles découlent d’un calcul numérique entaché d’erreurs
importantes, soit qu’elles proviennent d’un échantillon statistique. Fil-
trage de Kalman, méthodes de fonctions splines [102] ou ondelettes
[68], algorithmes de Robbins-Monro ou Kiefer-Wolfowitz, toute une pa-
noplie de techniques permettent de traiter des données bruitées (voir
Bénaim [76] ou Benvéniste et al. [77], et Winkler [145] pour le cas de
Panalyse d’images). La aussi notre séparation entre les méthodes ou le
hasard provient du modéle et celles ou il est apporté par 1'utilisation
de la fonction Random est tout & fait artificielle. Les processus stochas-
tiques sous-jacents sont essentiellement les mémes, comme le montre
bien Duflo [20] (voir aussi [5, 38]).

Le traitement numérique des chaines de Markov. Une fois construit un
modéle markovien, toute 'information sur 1’évolution du modéle est en
théorie accessible par des techniques d’algébre linéaire. La limitation
provient de la taille des matrices de transition, quand le nombre d’états
explose, en particulier pour les modeéles d’attente ou de fiabilité. Des
techniques adaptées aux grandes matrices de transition ont été inven-
tées. Ce sujet est traité par Stewart [140].

La parallélisation des algorithmes de Monte-Carlo. Dans la mesure ol
il s’agit frequemment de moyenner des trajectoires indépendantes, on
comprend que les méthodes de Monte-Carlo soient bien adaptées a la
parallélisation (voir par exemple [96]). Le probléme se complique quand
il s’agit de simuler des trajectoires dépendantes, comme par exemple
pour un systéme de particules interactives. Pour les algorithmes d’op-
timisation stochastique une théorie compléte a été développée : voir
Catoni et Trouvé [87], Shonkwiler et Van Vleck [138] et Trouvé [142]).
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La construction et la simulation de modéles stochastiques d’attente, par
exemple en recherche opérationnelle, automatique ou informatique :
voir entre autres [3, 24, 55, 57, 60, 63, 133, 134, 135]). C’est un sujet
suffisamment important pour avoir suscité le développement de lan-
gages de programmation spécialisés comme SIMULA ou plus récem-
ment MODLINE et QNAP (sur les aspects algorithmiques voir aussi
Watkins [62]). Nous nous limiterons & la simulation des réseaux de Jack-
son et de Petri markoviens. Les aspects théoriques de ces derniers sont
développés par Baccelli [71] et [72].

La fiabilité des systémes. Des modéles markoviens peuvent décrire ’état
des composants d’un systéme complexe, entre le bon fonctionnement et
la panne (voir [16, 69, 74]). Il s’agit de processus de saut, proches des
réseaux de Jackson ou des systémes de particules de la cinquiéme partie.
L’utilisation du calcul stochastique en analyse financiére. Nous n’abor-
derons pas ce domaine en pleine expansion, sauf pour lui emprunter
I’exemple de la diffusion de Black et Scholes. La simulation y joue pour-
tant un role croissant (voir [39, 113, 126, 137]).

Les processus markoviens de décision. En économie, quand un modéle
markovien est choisi pour les aléas du marché, le probléme se pose de
déterminer des stratégies de comportement optimales, en maximisant
Pespérance de certaines fonctions des trajectoires. Puterman [47] est
une bonne introduction & ce domaine.

Les chaines a espace d’états continu. A part pour les processus de dif-
fusion dans la troisiéme partie, nous nous en tiendrons & des espaces
d’états finis ou dénombrables. Les questions théoriques de convergence
sont notablement plus difficiles dans le cas continu. La référence de
base sur le sujet est le livre de Meyn et Tweedie [123]. Le point de vue
fonctionnel est développé par Diaconis et Freedman dans [97].

La convergence vers les processus de diffusion. De nombreux modéles
discrets, en théorie des files d’attente, dynamique des populations ou
chimie admettent des approximations continues, généralisant la conver-
gence de la marche aléatoire simple vers le mouvement brownien. Ethier
et Kurtz [101] donnent les principaux résultats, et traitent de nombreux
exemples d’applications.

Les processus ponctuels spatiauz. Pour modéliser des objets de formes
variables dans l’espace (dunes, vagues, galaxies), on a recours & des
extensions continues des modéles de particules. Baddeley et Mgller [73]
donnent une bonne introduction au sujet. La simulation de ces modéles
fait Pobjet de [124].
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