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1 Introdu
tion
1.1 Algorithmes aléatoires et méthodes de Monte-CarloDé
rire l'évolution future d'un modèle par référen
e à son état présent estla fon
tion de la plupart des modèles temporels, qu'il s'agisse des systèmesdynamiques dis
rets ou des équations di�érentielles. La tradu
tion informa-tique d'un tel modèle est un algorithme itératif, pour lequel à 
haque pas lesvariables sont fon
tion du pas pré
édent.Nous 
hoisissons i
i de présenter une 
haîne de Markov 
omme la sortied'un algorithme itératif auquel est gre�ée une sour
e de hasard, introdui-sant à 
haque pas des variables aléatoires indépendantes. Ces algorithmesitératifs ainsi �randomisés� sont l'objet de base dans 
e livre. Certains sontutilisés pour résoudre des problèmes déterministes, d'optimisation ou de dé-nombrement par exemple, d'autres qui leur sont très pro
hes sont plut�t dessimulations de modèles aléatoires. Certains de 
es modèles sont dé
rits entemps 
ontinu (pro
essus de di�usion, �les d'attente), d'autres en temps dis-
ret (mar
hes aléatoires). La di�éren
e théorique entre le temps dis
ret et letemps 
ontinu n'est pas très importante, et au moment de l'implémentationles pas d'itération seront toujours dis
rets.Qu'ils soient vus 
omme des méthodes numériques ou des simulations, lesalgorithmes dé
rits i
i partagent des 
ara
téristiques 
ommunes. Ce sont engénéral des méthodes relativement peu pré
ises, mais fa
iles à implémenter,robustes et destinées en priorité aux problèmes de très grande taille. Pourillustrer 
e
i, voi
i quelques éléments de 
omparaison ave
 les méthodes dé-terministes.L'obje
tif à atteindre étant la solution appro
hée d'un 
ertain problèmeave
 une pré
ision " �xée, un 
ritère de 
hoix important dans le 
hoix d'uneméthode numérique est le temps d'exé
ution, mesuré en nombre d'opéra-tions élémentaires (la 
omplexité de l'algorithme). Intervient alors la notionde taille du problème, qui est un entier n dont la signi�
ation est habituel-lement 
laire en fon
tion du 
ontexte. C'est la dimension de l'espa
e pourune intégrale multiple, la taille de la matri
e pour la résolution d'un système,et
. . . Les 
omplexités des méthodes numériques déterministes dépendenthabituellement de la taille de façon polynomiale, typiquement en O(n2) ouO(n3). Tout aussi typiquement, une méthode de Monte-Carlo (utilisant lehasard) résoudra le même problème en O(n). Cela semble mira
uleux : où est



2 1 Introdu
tiondon
 le piège ? Il est dans la 
onstante 
a
hée par l'expression O(n). Cette
onstante dépend de la pré
ision " à atteindre. Pour une dimension donnée,il est fréquent qu'une méthode numérique atteigne la pré
ision " en un tempsO(log("�1)) (en idéalisant, 
ela signi�e que 
haque nouveau pas d'itérationfait passer la pré
ision de 10�k à 10�(k+1)). Pour une raison liée au théo-rème 
entral limite, les méthodes de Monte-Carlo atteignent la pré
ision " enO("�2), 
e qui est très lent (typiquement 106 itérations pour une pré
isionde 10�3). Déterministe Monte-CarloK log("�1)n2 K"�2 nC'est don
 dans des 
as où la taille n du problème est très grande et l'exi-gen
e sur la pré
ision faible (" grand) qu'il faut envisager les méthodes deMonte-Carlo. Même si, pour des raisons de 
larté, nos exemples seront sou-vent en basses dimensions, on ne 
al
ule pas en pratique une intégrale doubleou triple, on ne résoud pas un système 2� 2 (ni même 100� 100) ave
 uneméthode de Monte-Carlo. L'utilisation du hasard ne devient 
on
urrentiellequ'à partir de dizaines de dimensions pour une intégrale ou de milliers d'équa-tions pour un système. Il peut même se faire que la taille du problème soittelle que les méthodes déterministes é
houent pour des raisons de pla
e enmémoire. Par exemple, la taille maximale des systèmes linéaires que l'on peutrésoudre a
tuellement est de l'ordre de 106. Dans 
ertains 
as, une méthodede Monte-Carlo ira bien au-delà. Remarquons également que les deux ap-pro
hes peuvent être 
omplémentaires. De nombreuses méthodes numériquesdemandent à être initialisées par une valeur déjà assez pro
he de la solu-tion (par exemple Newton-Raphson). Une méthode de Monte-Carlo pourrafournir à peu de frais 
ette initialisation.1.2 Prérequis et planCe livre est résolument pratique. Il se veut a

essible à tout étudiant dese
ond ou troisième 
y
le universitaire, ayant reçu une formation minimale enprobabilités. Au
une 
onnaissan
e parti
ulière, autre qu'un peu de bon sens,ne sera supposée a
quise. Les seules notions de probabilité qui seront utili-sées sont les suites de variables indépendantes (fon
tions d'appels de Randomsu

essifs), le théorème 
entral limite, qui est l'outil de base pour détermi-ner la pré
ision d'un algorithme de Monte-Carlo, et les 
haînes de Markov,vues 
omme des algorithmes itératifs où 
haque nouveau pas est 
al
ulé enfon
tion du pré
édent et d'un tirage aléatoire. Les 
onnaissan
es 
orrespon-dantes �gurent dans tous les manuels 
lassiques, qui vont en général bienau-delà (par exemple Berger [7℄, Bouleau [9, 10℄, Breiman [12℄, Feller [21, 22℄,Snell [59℄. . .). Sur les 
haînes de Markov plus parti
ulièrement, on pourra sereporter au livre de Brémaud [13℄. Les référen
es de base restent Chung [14℄et Kemeny et Snell [33℄. Un point de vue plus appliqué est 
elui de Baru
ha-Reid [6℄, Bhat [8℄ et Karlin et Taylor [29, 30℄. Çinlar [15℄ est parti
ulièrement



1.2 Prérequis et plan 3
lair. Anderson [2℄ traite plus spé
ialement du temps 
ontinu. Les livres deNeuts [128, 129℄ proposent une vision systématiquement tournée vers l'outilinformatique. L'ouvrage à paraître d'Aldous et Fill [1℄ sera 
ertainement uneréféren
e durable.La deuxième partie traite de la génération d'é
hantillons aléatoires. Nousn'aborderons les générateurs pseudo-aléatoires et la simulation des lois deprobabilité usuelles, que pour en donner quelques prin
ipes de base. La pre-mière appli
ation est le 
al
ul d'intégrales, exprimées 
omme des espéran
esde variables aléatoires. Les 
al
uls d'intégrales par Monte-Carlo sont trai-tés de manière plus ou moins détaillée dans de nombreux manuels, 
omme
eux de Kennedy et Gentle [34℄, Hammersley et Hands
omb [28℄, Gentle [27℄,Morgan [45℄, Rubinstein [54℄, Ripley [48℄, Kleijnen [35, 36℄. Sans surprisessur le plan théorique, elles seront surtout l'o

asion de rappeler un 
ertainnombre de bases probabilistes et algorithmiques, l'obje
tif prin
ipal étant dedévelopper l'état d'esprit assez parti
ulier qui préside à une implémentatione�
a
e des méthodes de Monte-Carlo. Il s'agit en e�et de s'habituer à 
eque la vitesse d'exé
ution de l'algorithme 
onditionne avant tout la pré
isiondu résultat. Nous illustrerons 
e point de vue à l'aide de plusieurs astu
es deprogrammation, habituellement regroupées sous l'appellation de �méthodesde rédu
tion de la varian
e�.La troisième partie traite des méthodes markoviennes qui, 
omme dansla partie pré
édente, utilisent la loi des grands nombres pour 
al
uler uneespéran
e. Cette espéran
e est 
elle d'une variable aléatoire, fon
tion de latraje
toire d'une 
haîne de Markov sur un intervalle de temps borné. Elle estappro
hée par une moyenne des valeurs prises par la variable sur un grandnombre de traje
toires indépendantes. L'appli
ation aux systèmes linéairesnous servira surtout à introduire les méthodes de résolution d'équations auxdérivées partielles. Comme référen
e de base sur le sujet, nous utiliserons lelivre de Lapeyre et al. [40℄. Plus que l'aspe
t numérique, nous 
her
herons àdévelopper les analogies entre modèles sto
hastiques et déterministes.La quatrième partie traite d'un autre type de méthodes markoviennes,
elles qui explorent un espa
e d'états soit de manière homogène pour ap-pro
her une mesure d'équilibre donnée (méthodes MCMC [52℄), soit de ma-nière dirigée à la re
her
he d'un point (extrémum d'une fon
tion [82℄). Dans
e dernier 
as, il s'agit de suivre une traje
toire d'une 
haîne de Markov,qui visite ave
 une probabilité 
roissante un voisinage de la 
ible à at-teindre. Parmi 
es te
hniques, on peut ranger les méthodes neuronales, quenous n'aborderons pas (voir [37, 42, 50, 67℄). Nous traiterons surtout le re-
uit simulé [70, 78, 84℄ et dé
rirons l'heuristique des algorithmes génétiques[4, 43, 44, 88, 89, 90, 106, 111℄, et de l'algorithme MOSES [104℄. Ces al-gorithmes peuvent être vus 
omme des méthodes de des
ente de gradient,�bruitées� a�n d'éviter les pièges d'éventuels minima lo
aux. Les questions



4 1 Introdu
tionthéoriques de 
onvergen
e et de pré
ision des méthodes d'exploration marko-vienne sont souvent très di�
iles. Elles ont donné lieu à une intense a
tivité depubli
ation 
es 15 dernières années (voir Salo�-Coste [136℄). Nous n'aborde-rons 
es questions que de manière assez super�
ielle dans le 
adre des 
haînesréversibles. Les deux livres de Du�o [19, 20℄ 
onstituent une référen
e de base,d'un niveau sensiblement supérieur à 
elui de 
e 
ours.Les modèles à temps 
ontinu et espa
e d'états dis
rets (pro
essus mar-koviens de saut) sont l'objet de la 
inquième partie. Nous en proposeronsune dé�nition algorithmique qui permet de ramener leur étude mathématiqueaussi bien que leur simulation aux 
haînes à temps dis
ret. A titre d'exemple,nous étudierons plusieurs algorithmes de simulation sur des espa
es de typeproduit 
omme les réseaux de �les d'attente [133, 134℄ et les systèmes de par-ti
ules intera
tives [100, 118, 119℄. La 
onvergen
e des systèmes de parti
ulessera une nouvelle o

asion de faire ressortir la 
ohéren
e entre les modèlessto
hastiques et déterministes.L'obje
tif pratique de 
e livre ne peut être atteint que si les algorithmesétudiés 
onduisent à des implémentations e�e
tives et à une expérimentationnumérique. Ce
i fait l'objet de la sixième partie. Les impératifs de vitessed'exé
ution imposent dans les appli
ations le 
hoix d'un langage 
ompilé.Mais de plus en plus les prati
iens utilisent aussi un environnement de 
al
uls
ienti�que, qui permet de réaliser rapidement et fa
ilement des tests d'algo-rithmes et des maquettes de logi
iels. C'est 
e que nous avons 
hoisi ave
 lelogi
iel libre S
ilab [46, 64, 143℄.1.3 Pour aller plus loinIntroduire le hasard dans des modèles mathématiques et traiter 
es mo-dèles par la simulation est 
ourant dans de nombreuses dis
iplines s
ienti-�ques. On englobe souvent dans les �méthodes de Monte-Carlo� tout 
e qui atrait à l'utilisation du hasard dans des programmes informatiques (voir parexemple Fishman [23℄). Cette dénomination reste assez impré
ise, et varie se-lon les spé
ialités. L'adje
tif �markovien� est lui aussi très général, puisqu'onl'asso
ie à tous les modèles probabilistes à dépendan
e lo
ale, qu'ils soientindi
és par le temps (pro
essus et 
haînes) ou l'espa
e (
hamps).La base de données bibliographiques du Zentralblatt re
ense plus de 2000titres 
ontenant �Monte-Carlo� et plus de 10000 
ontenant �Markov� : touteprétention de 
e livre à l'exhaustivité est ex
lue.Nous nous 
ontenterons d'indiquer quelques pistes pour 
ompléter 
e quiest dé
rit i
i, sous forme d'une liste de domaines plus ou moins inter
onne
tés,liés à l'utilisation du hasard sur ordinateur, ou aux modèles markoviens.� La 
onstru
tion des générateurs pseudo-aléatoires, ou 
omment 
odere�
a
ement une fon
tion Random. C'est un problème que nous 
onsi-dérons arbitrairement 
omme résolu par Marsaglia et Zaman [120, 121℄,



1.3 Pour aller plus loin 5bien qu'une littérature importante 
ontinue à se développer sur la ques-tion. Quatre référen
es de base sont les livres de Knuth [116℄, Dudewi
zet Ralley [18℄, Fishman [23℄, Gentle [27℄. L'arti
le de Ripley [49℄ est unebonne introdu
tion.� La simulation des variables aléatoires, ou 
omment transformer un ap-pel de Random (réalisation d'une variable aléatoire de loi uniforme sur[0; 1℄) en une variable aléatoire de loi donnée. Ce sujet est abordé àniveau élémentaire dans de nombreux manuels, par exemple les livresde Bouleau [9℄, Snell [59℄ ou Berger [7℄. Il est traité à fond par Devroyedans [17℄. Nous nous 
ontenterons de quelques indi
ations sur les troisprin
ipes généraux que sont l'inversion, le rejet et la dé
omposition.� La simulation des pro
essus sto
hastiques ou 
omment transformer unesuite de variables aléatoires indépendantes et de même loi (suite d'ap-pels de Random) en un pro
essus quel
onque (martingale, 
haîne oupro
essus de Markov, 
hamp aléatoire, pro
essus de di�usion . . .). Plu-sieurs livres traitent de la simulation des pro
essus, parmi lesquels 
eluide Bouleau et Lépingle [11℄. Pour les pro
essus de di�usion les livresde Kloeden et Platen [114, 115℄ sont la référen
e indispensable. Nousnous limiterons aux algorithmes de simulation les plus simples, 
euxd'Euler-Maruyama et Heun-Milshtein.� L'analyse probabiliste d'algorithmes. Etudier la 
omplexité d'un algo-rithme (déterministe) dans le pire ou le meilleur des 
as, re�ète rare-ment son 
omportement sur des données 
ourantes. On a don
 souventre
ours à une analyse �en moyenne� où les données d'entrée de l'algo-rithme sont tirées au hasard, en un sens qui dépend du type de problèmeétudié. Sur 
ette question, plusieurs référen
es de la littérature infor-matique sont a

essibles au mathémati
ien appliqué, parmi lesquellesGraham et al. [109℄, Sedgewi
k et Flajolet [56℄ ou Hofri [110℄, plus spé-
ialisé.� Les algorithmes randomisés. Ce sujet s'est développé 
es dix derniè-res années sous l'impulsion d'informati
iens théori
iens. Parmi les pro-blèmes dont la solution peut être programmée, on distingue 
eux quisont résolubles en un temps qui ne dépasse pas une 
ertaine puissan
ede la taille du problème de 
eux qui ne le sont pas. Pour 
ertains de 
esderniers, on a pu trouver des algorithmes de résolution appro
hée entemps polyn�mial, à base essentiellement de 
haînes de Markov. Leurétude est devenue un domaine important de l'informatique théorique(voir Sin
lair [58℄ ou Motwani et Raghavan [125℄).� Les méthodes de Monte-Carlo en analyse numérique. Cal
uls d'inté-grales, résolution de systèmes linéaires ou d'équations di�érentielles,optimisation numérique, pour tous les problèmes 
lassiques de l'analysenumérique des algorithmes utilisant les générateurs pseudo-aléatoiresont été proposés. Nous en traiterons quelques uns, sans 
her
her à raf-�ner systématiquement leurs performan
es ni à les 
omparer aux alter-



6 1 Introdu
tionnatives déterministes (voir par exemple [23, 54℄, ou le livre ré
ent deLiu [41℄).� Les méthodes de Monte-Carlo en statistique. De nombreuses questionsd'estimation, de tests ou de représentation de données se ramènent àdes problèmes numériques d'optimisation ou de résolution de systèmesde grande taille. Les algorithmes qui seront présentés dans 
e 
ours
onnaissent un grand su

ès auprès des statisti
iens, qui en ont déduitdes versions adaptées à leurs problèmes (é
hantillonneur de Gibbs, al-gorithmes EM, SEM. . . : voir Robert [52, 53℄ et M
La
hlan [122℄). Ilest très arti�
iel de 
ouper, 
omme nous le ferons, les méthodes derésolution de problèmes déterministes de leurs appli
ations naturellesen statistique. Du�o [19, 20℄ traite d'ailleurs sans distin
tion les deuxtypes d'appli
ations. Robert [51℄ montre bien l'importan
e et l'intérêtdes méthodes de Monte-Carlo en statistique, en parti
ulier bayésienne(voir aussi [79, 139℄).� Les algorithmes de �ltrage. Il existe de nombreuses méthodes adaptéesaux 
as où les données du problème à traiter ne sont pas 
onnues exa
-tement, soit qu'elles dé
oulent d'un 
al
ul numérique enta
hé d'erreursimportantes, soit qu'elles proviennent d'un é
hantillon statistique. Fil-trage de Kalman, méthodes de fon
tions splines [102℄ ou ondelettes[68℄, algorithmes de Robbins-Monro ou Kiefer-Wolfowitz, toute une pa-noplie de te
hniques permettent de traiter des données bruitées (voirBénaïm [76℄ ou Benvéniste et al. [77℄, et Winkler [145℄ pour le 
as del'analyse d'images). Là aussi notre séparation entre les méthodes où lehasard provient du modèle et 
elles où il est apporté par l'utilisationde la fon
tion Random est tout à fait arti�
ielle. Les pro
essus sto
has-tiques sous-ja
ents sont essentiellement les mêmes, 
omme le montrebien Du�o [20℄ (voir aussi [5, 38℄).� Le traitement numérique des 
haînes de Markov. Une fois 
onstruit unmodèle markovien, toute l'information sur l'évolution du modèle est enthéorie a

essible par des te
hniques d'algèbre linéaire. La limitationprovient de la taille des matri
es de transition, quand le nombre d'étatsexplose, en parti
ulier pour les modèles d'attente ou de �abilité. Deste
hniques adaptées aux grandes matri
es de transition ont été inven-tées. Ce sujet est traité par Stewart [140℄.� La parallélisation des algorithmes de Monte-Carlo. Dans la mesure oùil s'agit fréquemment de moyenner des traje
toires indépendantes, on
omprend que les méthodes de Monte-Carlo soient bien adaptées à laparallélisation (voir par exemple [96℄). Le problème se 
omplique quandil s'agit de simuler des traje
toires dépendantes, 
omme par exemplepour un système de parti
ules intera
tives. Pour les algorithmes d'op-timisation sto
hastique une théorie 
omplète a été développée : voirCatoni et Trouvé [87℄, Shonkwiler et Van Vle
k [138℄ et Trouvé [142℄).



1.3 Pour aller plus loin 7� La 
onstru
tion et la simulation de modèles sto
hastiques d'attente, parexemple en re
her
he opérationnelle, automatique ou informatique :voir entre autres [3, 24, 55, 57, 60, 63, 133, 134, 135℄). C'est un sujetsu�samment important pour avoir sus
ité le développement de lan-gages de programmation spé
ialisés 
omme SIMULA ou plus ré
em-ment MODLINE et QNAP (sur les aspe
ts algorithmiques voir aussiWatkins [62℄). Nous nous limiterons à la simulation des réseaux de Ja
k-son et de Petri markoviens. Les aspe
ts théoriques de 
es derniers sontdéveloppés par Ba

elli [71℄ et [72℄.� La �abilité des systèmes. Des modèles markoviens peuvent dé
rire l'étatdes 
omposants d'un système 
omplexe, entre le bon fon
tionnement etla panne (voir [16, 69, 74℄). Il s'agit de pro
essus de saut, pro
hes desréseaux de Ja
kson ou des systèmes de parti
ules de la 
inquième partie.� L'utilisation du 
al
ul sto
hastique en analyse �nan
ière. Nous n'abor-derons pas 
e domaine en pleine expansion, sauf pour lui emprunterl'exemple de la di�usion de Bla
k et S
holes. La simulation y joue pour-tant un r�le 
roissant (voir [39, 113, 126, 137℄).� Les pro
essus markoviens de dé
ision. En é
onomie, quand un modèlemarkovien est 
hoisi pour les aléas du mar
hé, le problème se pose dedéterminer des stratégies de 
omportement optimales, en maximisantl'espéran
e de 
ertaines fon
tions des traje
toires. Puterman [47℄ estune bonne introdu
tion à 
e domaine.� Les 
haînes à espa
e d'états 
ontinu. A part pour les pro
essus de dif-fusion dans la troisième partie, nous nous en tiendrons à des espa
esd'états �nis ou dénombrables. Les questions théoriques de 
onvergen
esont notablement plus di�
iles dans le 
as 
ontinu. La référen
e debase sur le sujet est le livre de Meyn et Tweedie [123℄. Le point de vuefon
tionnel est développé par Dia
onis et Freedman dans [97℄.� La 
onvergen
e vers les pro
essus de di�usion. De nombreux modèlesdis
rets, en théorie des �les d'attente, dynamique des populations ou
himie admettent des approximations 
ontinues, généralisant la 
onver-gen
e de la mar
he aléatoire simple vers le mouvement brownien. Ethieret Kurtz [101℄ donnent les prin
ipaux résultats, et traitent de nombreuxexemples d'appli
ations.� Les pro
essus pon
tuels spatiaux. Pour modéliser des objets de formesvariables dans l'espa
e (dunes, vagues, galaxies), on a re
ours à desextensions 
ontinues des modèles de parti
ules. Baddeley et Møller [73℄donnent une bonne introdu
tion au sujet. La simulation de 
es modèlesfait l'objet de [124℄.
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