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Informatique Embarquée

Systeme Embarqué : e Fonction du systeme embarqué :

Matériel / Logiciel régulation d'un environnement
physique.

e Prise en compte des propriétés

dynamiques de I'environnement

Capteurs Actionneurs

physique pour la conception.

e Domaines d'application : transport,
robotique, médecine...

Environnement Physique

e Siireté de fonctionnement est
critique.




Modélisation Mathématique

Systeme Embarqué :

Matériel / Logiciel

Capteurs

Systeme Discret :

« »

Actionneurs

Environnement Physique —_—

Systeme Continu :

x(t) = f(x(1), u(t))




Systeme Dynamique Hybride

Systeme Discret :

@ e Analyse d'un systeme dynamique

hybride nécessaire pour la
conception du systéme embarqué.

St Actionneurs| @ Difficulté majeure : comportement

ni énumérable, ni continu.

e Solution proposée : utilisation de
modeles symboliques pour la
X(2) = f(x(1), u(2)) dynamique continue.

Systeme Continu :




Modele Symbolique d'un Systeme Continu

e Systéme discret dont la dynamique est équivalente a celle du
systeme continu :

Systeme Continu : Systeme Discret :

K() = Fx(1), u(®)) m




Modele Symbolique d'un Systeme Continu

e Systéme discret dont la dynamique est équivalente a celle du
systeme continu :

e L'analyse du systeme hybride se ramene a celle d'un systeme

discret :

Systeme Continu :

x(t) = f(x(t), u(t))

Systeme Discret :

¢ Lo

Systeme Discret :

el

Systeme Discret :

el

Systeme Continu :

x(t) = £(x(t), u(t))

Systeme Discret :

¢ Lo




Modele Symbolique d'un Systeme Continu

e Permet d'utiliser des outils algorithmiques pour la vérification
ou la conception : model checking, contrdle par supervision...
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Modele Symbolique d'un Systeme Continu

e Permet d'utiliser des outils algorithmiques pour la vérification
ou la conception : model checking, contrdle par supervision...

e Cependant, un systéme dynamique continu non-trivial
n'admet généralement pas de systéme discret équivalent.

e Demander une équivalence stricte est trop forte :
e Ensemble d'états infini/fini,
e Oubli fondamental : ensemble d'états du systéme continu est
un espace métrique (notion quantitative d'approximation),
e Recherche d'un systéme discret approximativement équivalent.



Plan de I'Exposé

1. Equivalence approchée de systémes dynamiques

e Systemes de transitions
e Bisimulation approchée

2. Modeles symboliques de systemes continus

e Construction du modele symbolique
e Résultat d'approximation

3. Applications

e Contréle d’'un pendule
e Contrdle d'un convertisseur de puissance DC/DC



Systeme de Transitions

e Modele abstrait de systéme dynamique (discret ou continu).

e Un systéeme de transitions T est défini par

un ensemble (fini ou infini) d'états Q;

un ensemble (fini ou infini) d'étiquettes ou actions L;
une relation de transition — C Q@ X L X Q;

un ensemble d’observation O;

une fonction d’observation H: Q — O.




Systeme Dynamique Continu

e Un systeme dynamique continu X est défini par

e un ensemble d'états R";
e un ensemble (fini ou infini) d'entrées U;
e un champ de vecteurs f : R” x U — R".

e Soit u: R™ — U une fonction d’entrée continue par
morceaux, on dénote par x(t, x,u) la solution de I'équation
différentielle :

x(t) = F(x(t),u(t)), x(0) = x.



Systeme de Transitions de ¥

e Soit 7 > 0 un parameétre d'échantillonnage en temps, on
associe le systéme de transitions T-(X) ou :

|'ensemble d'états est Q@ = R";

|'ensemble des actions est L = U;

la transition x —— X’ ssi x(7, x, u) = x;
I'ensemble d’observation est O = R";
la fonction d’observation est |'application identique.

x" = x(1,x,u)®



Systeme de Transitions de ¥

e Soit 7 > 0 un parameétre d'échantillonnage en temps, on
associe le systéme de transitions T-(X) ou :

|'ensemble d'états est Q@ = R";

|'ensemble des actions est L = U;

la transition x —— X’ ssi x(7, x, u) = x;
I'ensemble d’observation est O = R";
la fonction d’observation est |'application identique.

x" = x(1,x,u)®
X\)
e On veut déterminer un systéeme de transitions avec des

ensembles d'états et d'actions finis et approximativement
équivalent a T,(X).



Notion d'Equivalence Approchée!

Soit T7 et T, des systemes de transitions observés sur un espace
métrique commun (O, d), et ¢ € R, une relation R C Q1 X @, est
une relation de bisimulation e-approchée si pour tout (g1, q2) € R :

L] d(l‘ll(q]_)7 Hz(q2)) <e; @ d(Hi(q1), H2(q2)) < ¢
h I

* Vg1 — q1. I 4;' a0,
tel que (q1,q3) € R;
I l;

* Vg —~ g5, Jqn — > ai,
tel que (g1, 93) € R.

![Girard & Pappas; 2007]



Notion d'Equivalence Approchée

e Les systemes de transitions T7 et T sont approximativement
bisimilaires avec précision £ (noté Ty ~. Tp) si :
e Pour tout g1 € @, il existe g2 € Qa, tel que (g1, q2) € R;
e Pour tout go € Qs, il existe g1 € Q1, tel que (g1, ¢2) € R.

e Remarque : si € = 0, on retrouve la notion usuelle de
bisimulation ( “exacte”).
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Construction du Modele Symbolique

e Approximation discrete de |I'ensemble d'états R” :

- foe

2 .
q,-:k,-\/—%, ki € Z, I:].,...,rl},

ol 7 € RT est un paramétre d’'échantillonnage en espace.

e Approximation de la relation de transition (pour U fini) :

x(7, q, u)




Construction du Modele Symbolique
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Construction du Modele Symbolique

e On définit le systeme de transitions discret T, (%) ot :
I'ensemble d'états est @ = [R"],;
|'ensemble des actions est L = U;

la transition ¢ —— ¢’ ssi Ix(7,q,u) —¢'|| <n;
I'ensemble d'observation est O = R";
la fonction d'observation est donnée par H(gq) = g € R".

e Les systemes T-(X) et T, ,(X) sont ils approximativement
bisimilaires 7

e QOui, si X est incrémentalement stable.



Stabilité Incrémentale

e Le systeme dynamique continu X est incrémentalement
globalement asymptotiquement stable (6-GAS) si il existe une
fonction 3 de classe KL telle que, pour toute fonction
d'entrée u : R* — U, pour tout t € RT, x,y € R”,

||x(t,x,u)—x(t,y,u)|| SB(HX_YHat) t—t00 0.

A
x(t,y,u)

t

e Intuitivement, systeme avec mémoire limitée.



Résultat d’Approximation?

e Soit 7 > 0, n > 0 des parameétres d'échantillonnage en temps
et en espace; si ¥~ est 0-GAS, alors T(X) et T,,(X) sont
approximativement bisimilaires.

2[Girard, Pola & Tabuada; 2008]
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Résultat d’Approximation?

e Soit 7 > 0, n > 0 des parameétres d'échantillonnage en temps
et en espace; si ¥~ est -GAS, alors T(X) et T, ,(X) sont
approximativement bisimilaires.

e Une précision arbitraire £ peut étre garantie en choisissant
convenablement le paramétre 7 (relation explicite).

e Si on ne s'intéresse a la dynamique de & que sur un compact
de R”, alors T, ,(X) a un nombre fini d'états.

¢ Résultat généralisable si U est compact (nécessite un
échantillonnage de U).

2[Girard, Pola & Tabuada; 2008]
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Contréle d'un Pendule

e Equation du mouvement d'un pendule
contrdlé :

X1 = X2
Xp = —&sin(x) — %Xz +u
—-15<u<15

e Systéeme dynamique incrémentalement
stable.

e Calcul d'un modeéle symbolique de
précision € = 0.25 avec 7 = 2,
n =0.2.



Modele Symbolique d'un Pendule
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Controle du Modele Symbolique
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Trajectoire Correspondante du Pendule




Controle d'un Convertisseur de Puissance DC/DC

e Circuit électrique avec commutateur :

r X1

Iy 5
O
S1 \)
re %
Vs o Vo
ST

e Variable d'états x(t) = [i(t), ve(t)] .

e Objectif : réguler la tension de sortie (propriété d'invariance).




Convertisseur de Puissance DC/DC

e Dynamique continue du systéme :

X=Ax+b, ue{l,2}.

0
Xc rgtre Xc rptre

% 0 Ln+;2e) -1 (-
X X ro+r X r+r
Alz[ol 11 ]7'42:[ PR

e Systéme dynamique incrémentalement stable.

=



Modele Symbolique du Convertisseur DC/DC

Premier modele (inutile) : 7=10.5, n = ﬁ, e =26.




Contrdle du Modele Symbolique

Superviseur du modeéle symbolique pour la propriété d'invariance




Contrdle du Modele Symbolique (I1)
Second Modeéle : 7 =0.5, n =

4ooof

e = 0.026 (642001 états!)




Contréle du Convertisseur DC/DC

Trajectoire correspondante du convertisseur DC/DC :




Conclusions

e Contributions :

- Extension quantitative de la notion de bisimulation
- Modeles symboliques de systémes dynamiques continus

1. Modeles effectivement calculables
2. Modeles arbitrairement précis

- Application a des systemes réalistes

o Perspectives :
- Modeles symboliques multi-échelles
- Calcul du modele symbolique a la volée (i.e. pendant la
synthése de contréleur)
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