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RESUME. Nous décrivons ici une méthode de déformation multirésolution de courbes planes
fermées qui permet d’assurer la conservation de I’aire délimitée par la courbe. Les courbes
vivent dans un espace de dimension finie muni d’une base d’ondelettes. Dans cette structure
multirésolution les courbes sont représentées par un nombre fini de points de contréle a chaque
niveau de résolution, que I’on peut modifier pour déformer la courbe a n’importe quel niveau.
A ce processus, connu sous le nom d’édition multirésolution, nous ajoutons la contrainte de
conservation de I’aire. La contribution principale de cet article est de fournir une méthode de
calcul efficace de I’aire a partir de la décomposition en ondelettes. Nous proposons en outre
un algorithme de déformation basé sur différentes linéarisations de la contrainte d’aire, initia-
lement quadratique. Ces deux apports nous permettent de déformer interactivement et sur des
PC standards des courbes multirésolution complexes.

ABSTRACT. We describe a method for multiresolution deformation of closed planar curves that
keeps the enclosed area constant. We use a wavelet based multiresolution representation of the
curves that are represented by a finite number of control points at each level of resolution. A de-
formation can then be applied to the curve by modifying one or more control points at any level
of resolution. This process is generally known as multiresolution editing to which we add the
constraint of constant area. The key contribution of this paper is the efficient computation of the
area in the wavelet decomposition form. Furthermore different linearizations of the quadratic
area constraint are developed. These two contributions allow a real time multiresolution defor-
mation of complex curves on standard PCs.
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1. Introduction

L’analyse multirésolution a recu une attention particuliére ces derniéres annees
dans de nombreux domaines de la modélisation géométrique et de la visualisation.
Elle apporte un outil puissant pour représenter efficacement des fonctions a diffé-
rents niveaux de détail. Dans ce cadre, une fonction est représentée par une "tendance
grossiére™ qui contient I’information basse résolution, couplée avec une série de coef-
ficients de détails qui permettent la reconstruction exacte du signal original.

Des représentations multirésolution basées sur les ondelettes ont été développées
pour les courbes paramétriques [CHU 92, FIN 94] et peuvent étre généralisées aux
surfaces produit tensoriel, aux surfaces de topologie arbitraire [LOU 97], aux données
sphériques [SCH 95] et volumiques [CIG 97]. D’autres modélisations multirésolution
(MR) existent pour des données définies sur des maillages irréguliers [BON 98] et
pour des maillages arbitraires [ZOR 97, KOB 98, ECK 95, HOP 96].

Toutes ces techniques montrent les nombreux intéréts que présente la modélisa-
tion multirésolution. La déformation d’objets complexes avec une grande quantité de
détails s’avere souvent difficile et colteuse en calculs. Dans un cadre multirésolution,
de tels objets peuvent étre édités & une échelle précise, ce qui permet principalement
deux effets : premiérement la modification de points de contrdle a basse résolution
suivie de la réintégration des détails modifie la forme globale de I’objet sans en chan-
ger les détails caractéristiques. Deuxiémement, la modification de détails fins modifie
le caractére de la courbe sans changer sa forme globale.

L’edition multirésolution et les techniques de déformations de courbes paramé-
triques ont été étudiées en détail par Finkelstein et Salesin [FIN 94] avec I’utilisation
des B-splines. Mais I’édition multirésolution sous contraintes n’a fait I’objet que de
peu de recherches, bien que de nombreux domaines tels que la CAD/CAM ou I’in-
formatique graphique aient besoin de tels outils. Des travaux utilisant I’intégration
numerique d’équations différentielles physiques ont été effectués, mais dans les cas
ou les temps de calculs sont prioritaires sur le réalisme, I’utilisation de contraintes
géométriques est un avantage certain.

Nous présentons ici un environnement d’édition et de déformation de courbes mul-
tirésolution qui permet la conservation de I’aire délimitée par une courbe plane pério-
dique, qui est une contrainte non linéaire. Des travaux ont déja été faits dans ce sens
par Elber [ELB 01a] concernant la linéarisation de la contrainte d’aire par décompo-
sition du déplacement en de nombreux pas en x et en y. Dans [ELB 01b], Elber a
mis au point une version multirésolution de cet algorithme, qui permet a I’utilisateur
d’éditer la courbe a une échelle quelconque. Tous les détails plus fins que le niveau
d’édition sont conservés. Contrairement a ce que nous présentons ici, I’algorithme de
[ELB 01b] n’est pas basé sur une analyse multi-échelle de I’information, et I’échelle
d’édition est déterminée par le support de la déformation. Dans notre cadre, la courbe
est d’abord décomposeée sous une forme multirésolution jusqu’a une échelle adaptée a
la manipulation, puis elle est éditée par modification de cette décomposition a une ou
plusieurs échelles, sur un voisinage quelconque. Dés lors nous pouvons bénéficier de
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tous les avantages de la décomposition multirésolution, comme la compression, I’ affi-
chage avec niveaux de détail (LOD pour Level of Detail), la transmission progressive
ou I’édition LOD, alors que [ELB 01b] a pour seul objectif I’édition a une échelle
donnée.

Les formules que nous présentons peuvent s’appliquer a tous les schémas multiré-
solution basés sur des ondelettes. Pour la mise en pratique nous utilisons le schéma de
subdivision de Chaikin, identique aux ondelettes B-spline quadratiques. Notons enfin
que tous nos algorithmes ont été développés dans un souci constant de simplicité et
d’efficacité pour en faire un outil interactif.

Cet article est organisé comme suit : la section 2 rappelle les idées de base de la
multirésolution. La section 3 explique comment calculer efficacement I’aire délimitée
par une courbe définie dans une base multirésolution. La section 4 présente notre
méthode de déformation de courbes sous contrainte d’aire. La section 5 conclut et
donne des ouvertures sur des travaux futurs.

2. Courbes Multirésolution

Durant les derniéres années les ondelettes ont trouvé des applications dans des do-
maines tres variés : analyse numérique [BEY 91], analyse du signal [MER 99], trai-
tement d’images [MAL 89], visualisation et informatique graphique. Le schéma mul-
tirésolution basé sur des ondelettes que nous allons présenter brievement dans cette
section est Iégérement plus général que celui introduit dans [MAL 89]. Pour plus de
détails, voir [STO 96, FIN 94].

Soient E un espace fonctionnel et V7 C E des espaces d’approximation linéaires
imbriqués avec V° ¢ V! c ... c V™. Dans le cadre de cet article nous allons
nous intéresser aux courbes fermées, et ces espaces seront de dimension finie. Soit V7
engendré par un ensemble de fonctions de base (¢?);, appelées fonctions d’échelle.
L’espace W7, complémentaire de V7 dans V71, est appelé espace de détails. Ses
fonctions de base (1] ); couplées avec les ] forment une base de V7. Les fonctions
w{ sont appelées ondelettes. L’espace V™ peut donc étre décomposé comme suit :

n—1 n—1
vr=vrtewr Tt =y @ W= =V [1]
j=0

j=n-2

La condition 1 implique que les fonctions d’échelle admettent un schéma de sub-
division, i.e. pour tout j € [1,n] il doit exister des matrices P7 et Q7 telles que les
équations de subdivision suivantes sont vérifiées (oli 7 et +/7 sont les vecteurs colonne
de fonctions de base)
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W = (@) .

D’autre part, les fonctions d’échelle "fines" 7 peuvent étre construites a partir des
fonctions d’échelles "grossiéres" et des ondelettes a I’aide de matrices A’ et BJ :
¢ = (AT (BT [3]

o Al
Notons que [P? | Q7] et l B ] sont des matrices carrées, et que
J
AJ
pPi Qi =17. [4]
BI
4 est généralement appelée condition de reconstruction. Le choix des fonctions d’éch-
elle détermine la structure des matrices P7,Q7, A7, et B7 . Pour la plupart des ap-

plications il est préférable que ces matrices soient creuses, ce qui est vrai pour les
ondelettes a support compact.

Soit une courbe multirésolution c(t), ¢ € I définie comme élément d’un tel es-
pace fonctionnel V™ de dimension D2", avec D = dim(V°). A chaque niveau j
du schéma multirésolution les deux sous-espaces V7 et W7 seront dans notre cas de
méme dimension égale a D27, c(t) peut étre représentée comme suit :

D2™—1

ct)= > arer=(x""(g"), [5]
1=0

ol X™ est un vecteur colonne de D2" points de contrdle =, ..., z%,, , € R% De
maniére générale le vecteur x™ peut étre vu comme un signal avec D2" échantillons.

Les relations 2 et 3 permettent maintenant de créer un signal basse résolution x~!
avec moins d’échantillons en utilisant le filtre passe bas A™ :

Xn—l _ Aan,

ou A™ est de taille (D271 x D2"). Les détails qui ont été perdus dans ce filtrage
peuvent étre récupérés dans un autre signal d” ! en utilisant un filtre passe haut B™ :

-1
d” — ann’

ou B™ est une matrice (D2"~ ! x D2™). Ce processus de séparation d’un signal x™ en
un signal grossier x™~ ! et des détails d"~* est appelé décomposition ou analyse. Les
matrices A™ et B™ s’appellent filtres de décomposition (d’analyse). La décomposition
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peut étre répétée récursivement sur le nouveau signal x™~!. Finalement, le signal ori-
ginal sera décomposé en un signal basse résolution x° et des détails d°, ..., d"!. Ce
processus récursif est connu sous le nom banc de filtres [MAL 89], voir Figure 1.

Le signal original x™ peut étre reconstruit en utilisant les matrices de reconstruc-
tion (de synthése) P7 et

xI = Pixi=t 4 Qigi—t pourj =1,...,n.

Ce processus s’appelle reconstruction.
) — ) — e ) — )
N\ N\ N
(dn—l) (dn—2) (dO)

Figure 1. Banc de filtres

Une courbe multirésolution 5, peut étre représentée a un certain niveau de résolu-
tion L € [0, n] par des points de contrdle grossiers x* qui forment une approximation
du polygone de contréle initial et des coefficients de détail d”, ..., d"~! en appliquant
le banc de filtres. On obtient :

c(t) = (x")T (") + (@) @)+ + (@ HT @Y, L=0,....,n. [6]

Tout ce qui sera développé dans cet article est indépendant de la représentation
particuliére choisie pour la courbe multirésolution. Les exemples de résultats ont été
obtenus en implémentant les ondelettes de Chaikin. Elles sont basées sur le schéma
de subdivision de Chaikin [CHA 74] et sont également connues comme ondelettes B-
spline quadratiques. La décomposition d’une courbe a D2 points de contréle, notés
xF, ..., Thon_q, €St donnée par

n—1 _ 1 n n n n
€Z; = z(‘xziﬂ +3xy; 4 + 3wy, — $2i+1)

m—1 _ 1 n n n n [7]
d; = 1(3321'—2 — 3wy, + 3z3; — x2i+1)7

ou tous les indices sont pris modulo le nombre de points de contréle. La formule de
construction pour Chaikin est :

o = FT AT + gy - i)
n — l( n—1+dn—1)+§( n—1+dn—1)
Taipr = 2\ i 1\ T i+1

La figure 2 illustre les approximations successives d’une courbe de subdivision de
Chaikin obtenues par la décomposition 7.
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E e

Figure 2. De gauche a droite : une courbe de Chaikin définie par 32 points de
contréle, son polygone de contréle (niveau 5), puis les polygones de controle des
approximations correspondant au niveaux 4, 3 et 2

3. Calcul de I’aire délimitée par une courbe multirésolution

Nous allons dans cette section développer un outil de déformation préservant I’aire
intérieure d’une courbe multirésolution plane périodique. Pour cela il est nécessaire
de pouvoir évaluer I’aire quel que soit le niveau de résolution de la courbe. La sec-
tion (3.1) présente les formules multirésolution de la fonction d’aire. La section (3.2)
explique comment le calcul peut étre effectué de maniere efficace en développant une
relation de récurrence.

3.1. L’aire délimitée par une courbe multirésolution

Soit c(t) = (x(t),y(t)) une courbe paramétrique plane et périodique sans auto-
intersections et suffisament réguliere pour que toutes les dérivées nécessaires puissent
étre définies. L’aire incluse dans c(t) est donnée par le théoréme de Green [ELB 01a,
EBE 91] :

A= fat® - Oyt ]

Quelques notations sont nécessaires pour la suite. Introduisons la forme bilinéaire
I(p, 1)) := I(pi, ;)i , [9]

ol et ) sont deux vecteurs de fonctions et (s, 1) = § wi(t)y](t) — @ (t); (t)dt.

L’aire 8 pour une courbe multirésolution 6 peut maintenant étre évaluée directe-
ment & n’importe quel niveau de résolution L. On obtient I’équation bilinéaire

ZAz(XL)[AIL}(YLYT, VL € {0,...,n}, [10]
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ot X” et Y sont des vecteurs ligne contenant respectivement les coordonnées x et y
des D2™ coefficients de la représentation multirésolution de la courbe, i.e.

( XL ) _ (XL, dL, dL+1, o 7dn—1),

YL
et
Il oty Il o)) A B
ML: —
F{CTERTED i (TR Hs -Bt ¢

La matrice d’aire M~ est une matrice anti-symétrique de taille D2™ x D2™ contenant
4 blocs principaux. Le bloc A (jaune en fig. 3) est de taille D2 x D2%, le bloc B
(rouge) est de taille D2L x (D2" — D2%), et le bloc C (vert) est de taille (D2" —
D25 x (D2 — D2F), voir fig. 3.

Mn Mn—l Mn—2 Mn—3 .

D\—‘ I = e

Figure 3. Les matrices d’aire M~ pour L € {0, ...,n} ontlaméme taille D2" x D2"
mais leur décomposition en quatre blocs est différente selon le niveau de résolution L

3.2. Calcul efficace des matrices d’aire

Les matrices d’aire doivent étre pré-calculées pour tous les niveaux de résolu-
tion. Chaque élément de ces matrices est I’intégrale d’un produit de fonctions 8. Nous
allons montrer dans cette section que dans le cas de courbes multirésolution, seule
I’évaluation des éléments de la matrice "meére" M™ est nécessaire. Par bilinéarité de
la forme 9, les matrices des niveaux n — 1,..., L peuvent ensuite étre obtenues en
utilisant récursivement les équations de décomposition 2.

Dans le cas ou un argument de la forme bilinéaire I reste fixe (indice &), on obtient
les relations récursives suivantes. Nous les appellerons filtres (P) et (Q) en fonction du
filtre de décomposition utilisé :

(P) - filter : It ™t %) = (PE)T (", 4)

(Q) - filter I(WF 1 0F) = (QF)T (", "),



84  Revue internationale d’ingénierire numérique. Volume 1 - n°® 1/2005

Par symétrie on obtient des formules analogues dans le cas ou le premier argument est
fixe. Dans le cas ou les deux arguments ont besoin d’étre calculés de maniére récursive,
les équations de décomposition seront utilisées sous forme produit tensoriel :

(PP) - filter : ("1 o) = (PY)T I(e", ") (PY)

(PQ) - filter : I(e" 1 i) = (PM)T I(o", ") (QF)
(QQ) - filter : TP ) = (@M 1(p", ") (QF)

L’algorithme qui découle de ces formules, pour calculer successivement les matrices
M1 M2, ML, est schématisé en fig. 4. Par exemple, au départ on applique
les filtres (PP), (PQ) et (QQ) a la matrice M ™ pour obtenir les quatre blocs de la ma-
trice symétrique M ™1,

M™ M" 1 M 2 M- 3

(PP) | (PQ) )
(PP) | (PQ)

(QQ) Q

S

& :}‘é@
(QQ) < s
R

Figure 4. Calcul récursif de la matrice d’aire : M ™! a partir de M™, M™~2 & partir
de M1 etc.

4. Déformation multirésolution sous contrainte d’aire

Des contraintes linéaires peuvent facilement étre incorporées dans un systéme de
design interactif de courbes et surfaces NURBS, e.g. positions, tangentes, orthogo-
nalité. Des contraintes non-linéaires comme [I’aire, le volume, la convexité ou des
contraintes d’origine physique sont difficiles a traiter, en particulier & cause d’un co(t
numérique considérable.

Dans cette section, nous présentons une méthode de déformation de courbes mul-
tirésolution planes et fermées a n’importe quel niveau de résolution tout en préservant
I’aire intérieure. De maniere interactive il va étre possible de :

— préserver les détails en modifiant globalement la forme de la courbe, et
— déformer la courbe a différents niveaux de résolution
tout en conservant I’aire délimitée par la courbe.
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4.1. Principe

La méthode de déformation est composée de trois étapes principales :

— décomposition : La courbe est décomposée jusqu’a une échelle qui a été définie
par I'utilisateur. La courbe est alors représentée par un polygone de contréle et un
ensemble de coefficients de détail (voir formule 6).

— déformation : L’utilisateur définit une déformation en déplacant un point du
polygone de controle.

— conservation d’aire : A chaque mouvement de souris, une nouvelle courbe
est calculée et affichée suivant la déformation définie par I’utilisateur et en préservant
I’aire intérieure de la courbe initiale. Cette étape constitue le probléme que nous nous
proposons de résoudre.

Etant donné une courbe multirésolution c(¢) et un niveau de décomposition L au-
quel est appliquée la déformation, prenons les notations suivantes, en négligeant les
indices L etn :

— A,y estI’aire de référence que nous voulons conserver,

Xo . s . N
|y sont les coordonnées aprés déformation du polygone de contrdle, et

0
avant les corrections pour conserver I’aire,

- Ay = %XOMYOT est I’aire correspondante qui doit étre corrigée,
X ) . .
- < v ) sont les coordonnées aprés correction,

- A= 3XMY7 estlanouvelle aire, telle que A = A,.;.
Dans ces termes, nous pouvons reformuler les trois étapes :

— exprimer c(¢) dans une base multirésolution de V",

— déformer le polygone de contrdle pour obtenir X et Yy,

— calculer X et Y "proches de" X et Y, tels que A = A,.5.

4.2. Critere de lissage

Pour obtenir une courbe "lisse", ayant une forme visuelle plaisante, la minimisa-
tion d’une version linéarisée de I’énergie de tension, classique en design variationel,
est utilisée :

= / " (t)|2dt = /x”(t)2 + " (t)%dt.
Dans le cadre particulier d’une courbe multirésolution, nous pouvons I’exprimer de
facon similaire a la formule 10 pour un niveau L € {0,...,n}:
1 1
E(X,Y) = 5XLHL(XL)T + 5YLHL(YL)T

ol H© est une matrice symétrique calculée par le méme processus que la matrice A/~
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4.3. Conservation de I’aire

Afin d’assurer que X et Y seront proches de X de Yp, on introduit un critére de
distance, et notre probléme se reformule ainsi en un probléme d’optimisation convexe
sous contrainte :

minyy (1-a)AXHXT+IVYHYT) +a(|X — Xo|? + Y — Yo?)
sous A—Apep =0.
[11]

0 < «a < 1 est un scalaire qui permet d’équilibrer entre une courbe plus lisse ou
une courbe qui respecte mieux la déformation définie par I’utilisateur.

Pour résoudre ce probléme, nous pouvons soit adapter une méthode de Elber
[ELB 01a] au systeme 11, soit utiliser une linéarisation de la contrainte d’aire et les
multiplicateurs de Lagrange, ce qui nous raméne a trouver le point stationnaire d’une
fonction quadratique, c’est a dire & résoudre un systeme linéaire. Le systeme est codé
sous forme de matrices creuses et résolu itérativement par la méthode du gradient bi-
conjugué (a I’aide des librairies SparseLib++ et Iml++). Pour des courbes de I’ordre
de 1000 points, la résolution du systéme (de taille 2000 x 2000) nécessite quelques
millisecondes, comparé a quoi le temps CPU utilisé pour I’interface et pour les étapes
d’analyses et de synthése est faible. Cela nous permet d’avoir un outil d’édition inté-
grant la contrainte en temps réel.

4.4, Exemples

Dans toutes les illustrations nous utiliserons un code de couleurs qui nous permet-
tra d’identifier la courbe initiale (en bleu), la coube déformée (en vert), et la courbe
finale vérifiant la contrainte d’aire (en rouge). Les polygones de contréle présents sur
la plupart des figures sont les coefficients d’échelle au niveau L, donc les polygones
que peut manier I’utilisateur.

La figure 5 illustre les 3 étapes de notre algorithme, et montre le réle du coefficient
« dans la formule 11. La courbe originale a 32 points de contrdle (n = 5). Aprés deux
décompositions on obtient 8 coefficients d’échelle qui forment le polygone de contréle
au niveau L = 3 et 24 coefficients de détail. La déformation est définie en déplacant
un point de contrble, ce qui, grace a la représentation multirésolution, déforme la
courbe sur une large portion. La reconstruction a ce moment donnerait une courbe
qui ne vérifie pas la contrainte d’aire. La courbe finale est calculée par la formule 11
dans son expression multirésolution puis reconstruite. Nous constatons que le choix
d’une petite valeur pour « favorise une courbe réguliére mais qui s’éloigne de la coube
déformée (en vert), alors qu’une valeur plus grande donne une courbe plus conforme
aux souhaits de I’utilisateur.
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@ (b) (© (d)

Figure 5. Influence du coefficient « (a) courbe initiale et son polygone de contréle
(bleu) n=5, L=3 (b) polygone de contrble déformé et courbe reconstruite sans conser-
vation d’aire (vert) L=3 (c) polygone de contrdle corrigé et courbe vérifiant la
contrainte d’aire (rouge) o = 0,5 (d) « = 0,99

Remarquons que cette méthode est une optimisation globale qui peut d’une part
s’avérer colteuse malgré un systéme creux, et qui d’autre part ne permet pas un
contréle précis du résultat : on voudrait pouvoir déformer la courbe plus ou moins
localement, et utiliser pleinement les fonctionalités de I’analyse multirésolution en
préservant les fins détails de la courbe.

Ce double but est atteint facilement en effectuant la minimisation 11 seulement sur
certains coefficients (d’échelle et/ou de détails). La figure 6 illustre une déformation
pour laquelle I"aire a été compensée seulement sur les points voisins, pour différentes
étendues. On peut ainsi borner la déformation sur un voisinage facile a controler.

Figure 6. Contrdle local : n = 7 et L = 4; De gauche a droite : 1, 2 et 5 voisins

Une utilisation trés intéressante de la formulation en base multirésolution est mise
en valeur par la figure 7 : I’aire est adaptée en ne corrigeant que les deux voisins directs
sur le polygone de contrdle, et sans toucher aux détails. On remarque que la forme gé-
nérale est modifiée pour I’adaptation d’aire, mais que tous les détails qui caractérisent
la courbe sont soigneusement conservés. En d’autres termes, I’expression du probléme
11 dans la base multirésolution nous permet de corriger I’aire de la courbe avec seule-
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ment des coefficients d’échelle, ce qui a le double avantage de permettre un controle
du résultat et d’alléger considérablement les calculs.

Figure 7. déformation multirésolution : n = 7, L = 2; courbe initiale (bleu), courbe
déformée au niveau 2 (vert), courbe finale conservant I’aire (rouge)

Figure 8. En haut : déformations sans contrainte ; En bas : avec conservation de
I’aire

La conservation d’aire est notée comme un effet visuel important pour le réalisme
dans les jeux vidéo et les films d’animation [LAS 87]. La figure 8 montre un hérisson
allongé puis rétréci avec (en bas) et sans (en haut) I’aire constante. On observe que les
images du bas semblent venir du méme animal déformé, alors que celles du haut en
montrent plusieurs de tailles différentes.
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5. Conclusion et perspectives

Nous avons présenté une méthode de déformation de courbes planes et périodiques
intégrant la contrainte non linéaire d’aire. De plus, nous avons développé une expres-
sion multirésolution de la contrainte d’aire pour des courbes exprimées dans des bases
d’ondelettes. Cette expression se calcule efficacement par une relation de récurrence
qui assure un pré-calcul rapide. Enfin, la méthode d’optimisation employée permet
des déformations en temps-réel.

Les travaux actuels concernent I’intégration d’autres contraintes non linéaires dans
cet environnement d’édition multirésolution, telle que la conservation de la longueur.
Une généralisation aux surfaces est aussi en préparation.
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